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LES INSTITUTEURS PRIMAIRES. : 


Mes cuers CorLicues ! 


Vous remplissez dans l'état social une des plus belles 
fonctions du citoyen, celle de perfectionner l'homme en 
développant son intelligence ; mais la lecture , l'écriture et 


le calcul , que vous enseignez avec succès , ne sont plus des ’ 


moyens sullisans, pour le degré de civilisation où la France 
est parvenue. Il faut y joindre l'enseignement de la Géo- 
métrie qui donne des connaissances toujours et partout 


utiles, fait naître ou étend un ordre d'idées extrèmement | 


fécondes, et communique ainsi à l'esprit une merveilleuse 
puissance. | 
Vous réussirez dans ce nouvel enseignement, comme 
dans les autres, parce qu'il est tout aussi faeile , parce que 
nous naissons tous plus ou moins géométres , parce que l’ins- 


tituteur qui sait vouloir, peut tout apprendre et tout en-.. 


seigner. Les succès des Cours industriels sont d'ailleurs la 
garantie des vôtres. Ä 
C'est pour vous aider que j'ai rédigé et que je voys offre 


ce petit ouvrage. Vous y trouverez une géométrie plutôt 


pratique que théorique: la connaissance des faits de la science 
ct les moyens d’en faire l'application , m'ont paru sullire è 
vos élèves. Néanmoins, je n'ai pas négligé de leur donner 
des exemples de raisonnemens géométriques , toutes les 
fois que j'ai pu le faire avec une grande snnplicité. 

J'avais à ne pas perdre de vue que les enfans qui fré- 
quentent les écoles primaires, sont en général très-jeunes 
et destinés , pour la plupart, aux honorables travaux de 


l'agriculture. J'espère avoir réussi à élaguer tout ce qui au- > 


rait été, pour eux, compliqué, difficile et peut utile ; mais 
je crois qu'ils trouveront dans ce livre tout ce qu'il faut 
savoir pour faire, tant sur le terram que sur le papier et 
sans aucun instrument cher, les opérations géomètriques 
les plus usuelles et les plus importantes. 

1, contre mon attente, quelques articles renfermaient 
des difficultés trop grandes, méme pour les bons calcula- 
teurs , ce serait vous, Messieurs, qui devriez remédier à 


(4) 
ce léger défaut de l'ouvrage, en formant deux classes de ‘ 
vos jeunes géomîtres : il n'y aurait aucun inconvénient à 
réserver les points épineux pour la plus forte, ni même 
. à les hisser entièrement de pöte: mieux vaut savoir peu et 
bien, qu'apprendre heaucoup ét mal. Soyez persuades 
pourtant que toute idée, toute connaissance qui a pu en- ’ 
trer dans l'esprit d'un homme , peut, avec le temps et au 
moyen d’un nombre suflisant de répétitions, pénétrer aussi 
dans l'esprit le moins ouvert, . | 

Courage, persévérance et dévouement, voilà tout ce que 
je vous suppose, en vous promettant un succès complet ‚et 
vous prouvez journellement qu'aucune de ces trois choses 
ne vous manque. Commencez donc avec confiance , et comp- 
tez sur la reconnaissance nationale : le jour ne peut-être 
Join où elle yous donnera la juste récompense de votre pé- 
nible et noble täche, 
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h est indubitable que des opérations géométriques dont 
on se borne à suivre la description dans un livre et même 
sur une figure, ne se gravent jamais d'une manière du- 
rable dans l'esprit. Pour parvenir à les retenir, à les exé- 
cuter sûrement et avec facilité , il faut absolument en faire 
soi-même tous les details , et plusieurs fois plutôt qu'une 
seule. C'est d’ailleurs en répétant souvent et manuelle- 
‘ment l'application d'un principe , qu'on se le rend propre 
et qu'on le met au nombre de ces idées familières qui se 
présentent en quelque sorte d'elles-mêmes, dès que l'esprit 
en a besoin. | 

Les élèves d'un cours de Géométrie doivent donc, pour. 

étudier cette science fructueusement, opérer sans otsse, 
comme font en arithmétique ceux qui veulent devenir ha- 
biles calculateurs. Jamais ıls ne sauraient pratiquer la Géo- 
métrie ou en appliquer les principes, s'ils n’exécutaient pas 
eux-mêmes, sur le tahleau noir et mieux encore sur le 
papier , tous les tracés qui leur sont enseignes, 
- L’execution des tracés constitue en grande partie ce qu'on 
peut appeler le Dessin linéaire exact. Ce genre de des- 
sin est facile, il faudrait mème être bien malheureusement 
organisé, pour n'y pas réussir dès les premiers essais. 
Toutefois, une courte instruction propre à guider les com- 
mepcans, ne peut que rendre leurs succès plus prompts 
et plus certans. 





Le tableau noir doit être solidement fixé sur un mur et . 

avoir 2 mètres en longueur, 4m, 50 enlargeur. 
Fait en peuplier, il coûte à Metz, tout posé, 16f. 
Pour dessiner sur ce tableau, il faut: 

Une règle longue de IM et large de 019,08; prix: Afı, 

Une équerre de 0M,2 sur Qm,45; prix: 11,50. 

Un compas en noyer, long de 08,60, dont une branche 
soit terminée par une pointe en fer et l’autre par un 
porte-crayon du même metal; prix: 6°, 


6 INSTRUCTION 
N faut en öutre des crayons de craie tendre, et une 
éponge ou un linge pour effacer. | 
Les tracés faits sur le tableau sont d'autant moins inexacts, 
que les crayons sont plus fins; mais à raison de ce que la 
craie tendre ne peut former une pointe à la fois solide et 
fine, il y a impossibilité de mettre une grande précision 
dans de tels dessins. Aussi doivent-ıls être considérés seule- 


ment comme des exercices propres à bien faire saisir les _ 


tracés et à donner le moyen de les exécuter aisément, avec 
exactitude , sur le papier. | 
‘ Lorsqu'on veut unir à la craie et en suivant la règle, 
deux points ou marques faites sur le tableau, on doit pla- 
cer cette règle à la même distance de ces deux points et l’en 


tenir écartée autant que l'exige la grosseur du crayon. 





Pour dessiner sur le papier, ıl faut : 

Une règle en bois dur, de 15 pouces ; prix: 50 centimes. 

Une équerre en bois dur, de 8 pouces sur 4 pouces ; 
prix: 50 centimes. ; 

Un double décimètre de Kutsch ; prix: 70 centimes. - 

Un tire-ligne; prix: 2f. (Il peut être remplacé par une 
plume bien taillée en fin.) | 

Un compas à trois fins, de 4 pouces; prix: bf. 

Un crayon de mine de plomb ; prix: 20 centimes. 

Un morceau de gomme élastique ; prix: 10 centimes. 

‚ Un morceau d'encre de Chine ; prix: 20 centimes. 

Prenez une feuille de papier entière et ouvrez-la. Sur la 

e de gauche, vous écrirez les énoncés des tracés et vous 
es numéroterez; sur la page de droite, vous ferez ces 
tracés et vous leur donnerez les mêmes numéros qu'aux 
énoncés correspondans. Rien autre chose que ces cluffres 
ne sera écrit sur le dessin. 

Les tracés doivent être faits d’une telle dimension, que 
six au plus remplissent la page. Vous les executerez d'abord 
au crayon et légèrement ; puis, vous mettrez à l'encre en 
suivant exactement les traits du crayon; enfin, vous efface- 
rez avec la gomme élastique, les parties de ces traits que 
vous n'aurez pas dû couvrir d'encre. 


C'est aussi en frottant le papier avec la gomme, qu'on le | 


nettoic, quand la feuille de dessm est terminée. Si cette 
gomme se trouve trop dure pour bien enlever le crayon ou 
les souillures , on l’amollit soit cn la chauffant, soit en la 
pétrissant entre les doigts. | 


- 


SUR LE DESSIN LINÉAIRE EXACT. | 7 


Taillez le crayon en langue. de. chat, pour qu'il casse 
moins souvent et qu'il produise des lignes très-fines. 

Marquez légèrement , avec une pointe de crayon ou de 
compas, les points que vous devrez unir par un trait. 
Pour préparer l'encre , vous mettrez dans une soucoupe 
trois ou quatre gouttes d’eau et vous frotterez le morceau 
d'encre de chine sur le fond du vase, jusqu'au moment ou 


‘ 3l formera ur sillon qui permette d'apercevoir ce fond : alors ‘ 


seulement l’ericre sera suffisamment noire. 

Vous mettrez l'encre entre les /évres du tire-ligne ; au 
moyen d'une plume, après avoir desserré la vis qui unit 
ces lèvres. Quand vous aurez introduit trois ou quatre plu- 
mées d'encre , vous resserrerez la vis et vous essaierez l'ins- 
trument sur un morceau de papier, pour voir si les lignes 
qu'il tracera sont trop grosses ou trop fines. 

Lorsqu'un tire-ligne qui contient de l'encre et qui n'est 
pas trop serré, vient à ne pouvoir plus marquer, ıl faut le 


passer légèrement sur le doigt, pour enlever l'encre sèche 


qui se trouve à l'extrémité du bec. 

Le grand tire-ligne doit être tenu presque à plomb ; vous 
le pencherez seulement un peu vers la droite ‚en l'appuyant 
contre l'arêtc supérieure de la règle. Cette règle est con- 
séquemment placée à une petite distance du trait au crayon 
qu'il s'agit de mettre à l'encre. x 

Le tire-ligne du compas doit avoir, en tournant , la même 
position que l'autre. Vous aurez soin de ne pas trop ap- 
puyer sur la pointe sèche qui reste fixe ; autrement, vous 
perceriez le papier. Ù 

Dès que vous n'aurez plus à vous servir d’un tire-ligne, 
vous l’essuierez en dedans, avec soin, pour prévenir la 
rouille. On peut toujours éviter de mettre de l'encre en 
dehors; mais lorsqu'il y en a, il faut l'enlever , après l'avoir 
mouillée un peu, si elle est sèche. 


ld 


Un dessin dépourvu d'explication doit se faire compren- 
dre par lui-même. Pour qu'il en soit ainsi: 0 
Les lignes données, droites ou- courbes, sont très-fines 
et continues, comme celle-ci, 
. Les lignes de résultat , droites ou courbes, sont un peu 
moins fines et continues, comme celle-ci 
Les lignes de construction, c'est-à-dire toutes les autres, 
droites ou courbes, sont très-fines et coupées par des inter- 
valles, comme celle-ci _— — __. Lorsqu'ellesse trou- 





8 IikSTaUCHOR SUS LE DESSIN LINÄATRE ‘EXACT. 


vent en grand nömbre , on distirigue celles d'une opératioti - 


de celles d'une autre, en mettant un, deux, trois points 
dans les intervalles. : u 
Exsmies i —.— ‘— 3 dl 


Les parties d'une ligne « coupée doivent être à-peu-près 


égales entre ellés; les intervalles blancs doivent êtré très- 


petitset aussi à-peu-près égaui entre eux. 

Il importe de s'exercer beaitonp au tracé de ces diffé- 
rentes sortes de lignes , soit avec le grand tire-ligne ou la 
plume ; soit avec le compas ; c'est le seul moyen de parvenir 
promptement à dessiner vite et bien. | 

On relève beaucoup tn dessin, quand on entoure la 
feuille, d'un cadre composé de deux traits, l'an intérieur 
et fin, l'autre extérieur et large ; mais l'éxécution d’an 
parcil cadre coüte beaucoup de temps, et mieux vaut 
s'en abstenir, | 


SIGNES D'ABRÉVIATION. 
remplace le mot plus. | 
"— remplace le mot moins. 
= remplace le mot égale. 
X remplace les mots multiplié par. 
Bet è signifient également 5 divisé par 3. 
(19) signifie qu'il faut relire tout le 49€ article. 


(P. NL, F. 45) signifie qu'il fait avoir sous les yeux 


la Abe figure de-la 2 planche. 
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LIGNES ET ARETES DES CORPS. 


La Géométrie enseigné à tracer des traits fins appelés 


lignes , dont la forme et la position sont indiquées ; à re- ‘ 


présenter exactement, sur un tableau, un corps quelcon- 
que, c'est-à-dire toute chose qu'on peut toucher ; à com- 


parer et à mesurer les corps; leurs faces, les lignes ét les 


arêtes qui s'y trouvent. 


LIGNE DROITE. 


4. Une ligne est droite, quan elle peut se confondre 
avec une des arêtes d'une bonne règles elle est courbe, 
lorsqu'elle ne le peut pas ua 
”_ Rienne paraît plus facile que de tracer une ligne droite. 
Il ne s’agit en effet que d'appliquer une règle sur une des 
faces d’un corps et de faire glisser uncrayon, une pointe à 
tracer, le long de l'une des deux grandes arêtes qui touchent 
cette face ; mais, il faut avoir bien soin de maintenir la rè- 
gle toujours dans la même position , de n'en jamais écarter 
le crayon ou la pointe , et c'est à quoi l’on ne réussit qu'a- 
près s'être exerce. . 

Si vous devez unir par une droite deux points donnés, 
c'est-à-dire deux marques faites par deux piqùres d'une 
pointe très-fine , il faut placer la règle de manière que l'une 


| de ses grandes arêtes soit tout contre les deux points. 


La droite ainsi tracée entre deux points est le plus court 
chemin pour aller de l’un à l’autre ; sa longueur donne, par 
conséquent , la vraie distance qui sépare ces points. 

Moins les points sont gros, et plus il y a d’exactitude 
dans les tracés. Vous sentez, en eflet, que s'il s'agit de 
prendre, avec un compas , l'écartement de deux points un 

eu gros, ıl est impossible de savoir précisément où doivent 


‘être posées les pointes , et qu'on ne sait pas davantage 
a règle, quand il faut unir ces points par © 


comment placer 
une droite. Vous devez donc chercher, en traçant soit sur 
9 L 


x 


PA 


| LIGNE DROITE. 

le papier, soit sur d'autres corps, à faire des points aussi 

petits et des lignes aussi fines qu'il est possible. 
Les planches jointes à ce livre montrent que les différentes 
arties d’une figure géométrique se’ distinguent au moyen 
des lettres de l'alphabet. Un point est toujours désigné par 
une seule lettre ; ainsi l'on dit : le point A, le point B, le 
oint C (P.I,F.1). Toute droite est désignée par deux 
lettres qu'on place ordinairement aux extrémités , mais qui 
euvent aussi être mises ailleurs ; amsi lon dit, à volonté : 


a. droite AB ou la droite AC. 


2. Les règles sont souvent mal faites, ou bien avec le 
temps cles se courbent. Pour vérifier une règle, il faut en 
vérifier chacune des 4 longues arêtes. Tracez une ligne le 
long d’une de ces arêtes; retournez ensuite la règle bout 
pour bout, et présentez à la ligne, l'arête qu'a suivie le 
crayon. Si cette ligne en est recouverte dans toute sa lon- 
gueur, elle est droite et l’aréte est juste. Quelque courte 

e soit une partie non recouverte, l'arête est fausse, et 
il faut la marquer, pour éviter de s’en servir. 


DI 


3. Certains travaux nécessitent des droites d'une telle 
longueur , qu'on ne peut employer une règle pour les tra- 
cer. Les jardiniers , les terrassiers , les maçons, etc., font 
usage d'un cordeau attaché à deux piquets ou à deux pier- 
res. Ils doivent observer que si le Cordean ne repose pas, 
dans toute sa longueur, sur la face réglée d'un corps, c'est- 
à-dire sur une face où la règle puisse s'appliquer d'un bout 
à l'autre, ils n'ont point et ne peuvent jamais avoir une 
véritable droite. Effectivement, le poids du cordeau le 
rend courbe et d'autant plus courbe qu'il est plus considé- 
rablc. Mais plus on tend. fortement, et plus on diminue la 
courbure. 

Les charpentiers se servent aussi d'un cordeau pour tra- 
cer de longues droites. Ils le frottent avec du blanc d’Es- : 
pagne , de l’ocre, du noir de fumée delayé dans de l'huile, 

appliquent sur deux points de la droite à tracer , le tendent 
fortement, le pincent pour l’élever au-dessus de la pièce 
de bois, en maintenant les deux bouts, puis enfin le laissent 
retomber. Mais l’empreinte qu'il forme en frappant la pièce, 
n'est rigoureusement une droite que dans le cas où À aété 
élevé dans l’aplomb de sa première position. 

Ceux qui arpentent ou qui lèvent des plans, marquent 

+ seulement les extrémités des droites. Ces droites n’en sont 
pas moins bieg determinees : on peut, en plaçant l'œil dans 


CRACLE. O 4 
l'alignement des deux points extrêmes, faire planter sur 
chacune , bien qu'elle ne soit pas tracée , autant de piquets 
ou de jalons qu'il en est besoin. 


CERCLE, 


&. Parmi toutes les lignes courbes , il en est une qu'on 
appelle indifféremment cercle ou circonference. 

Tracer un cercle. 

Sur le papier ou sur un tableau, appuyez légèrement 
l'une des pointes d'un compas ouvert, et faites tourner l'autre 
pointe autour de celle là, de manière qu'elle marque sa 
trace. Cette trace sera un cercle. 

Sur le terrain, vous pouvez employer une grande perche, 

rcée à l'un de ses bouts. Vous introduirez une pointe 
dans le trou et vous enfoncerez cette pointe dans le sol, ou 
bien vous la ferez maintenir dans une position fixe, par un 
aide; puis, vous appliquerez une pointe à tracer contre la 
perche, et saisissant ces deux objets d'une seule main, de 
manière à rendre invariable le point où ils se toucheront, 
vous les ferez tourner autour du pivot. 

Si le cercle à tracer est trop grand pour que vous puissiez 
employer une perche, vousaurez recours au cordeau. Il doit 
être bouclé à chaqueextrémité. Dans l’une des boucles, vous 
engagerez la pointe fixe ; dans l’autre, la pointe traçante, 
ctau moyen de cette dernière, vous ferez tourner le cordeau, 
cn le tirant de manière qu'il soit toujours à-peu-près éga- 
lement tendu. 

5. Le point À marqué par la pointe fixe (P. I, F. 2), est 
le centre du cercle. 

On désigne souvent un cercle par ce seul point, en 
disant le cercle A. 

Toute droite AB tirée du centre jusqu'à un point quel-. 
conque de la courbe, est appelée rayon du cercle. Toute 
droite CD tirée d'un point de la circonférence à un autre, 
est une corde, et la partie du cercle comprise entre les deux 
points C, D, soit d'un côté de la corde, soit de l’autre, est 
un arc. 

Toute droite BC menée d'un point de la courbe à un 
autre ct passant par le centre , est nomméc diamètre du 
cercle. Un diamètre est aussi une corde, mais ıl est plus 
grand que toute autre corde qui ne passe pas par le centre. 

Tous les rayons d'un cercle sont égaux, car il résulte 
du tracé, qu'il faut, pour prendre la Pongucur d'un rayqn 
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quelconque, la même ouverture de compas que pour 

endre celle de chacun des autres. 

Tous les diamètres d'un cercle sont égaux , car chacun 
. vaut deux rayons. Le diamètre BC, par exemple, est la 
somme des rayons AB et AC. 

De ce que tons les rayons sont égaux, il suit que tous les 
points du cercle sont également éloignés du centre. Par 
‘ conséquent, le cercle tracé autour d’un point pris pour 
centre , est le lieu où se trouvent tous les points également 
éloignés du premier. | 

Si, par exemple , vous voulez marquer plusieurs points 
situés à 3 mètres d'un point A, vous décrirez un cercle 
autour de ce point À pris pour centre ; avec une perche 
ou un cordeau de 3 mètres, c'est-à-dire en maintenant la 
pointe trangante à 3 mètres de la pointe fixe, et tous les 


points que vous marquerez sur ce cercle, seront à 3 mètres 
de A. 


6. Trouver un point qui soit à 3 mètres d’un point A 
et à 20 d'un point B (P.I, F.3). . 

Vous décrirez un cercle de 3" de rayon, autour de A, 
et un cercle de 2 de rayon, autour de B. Ces deux cercles 
se couperont en deux points C, D. Le point C étant sur 
le grand cercle, se trouvera à 3" de A; étant sur le petit 
cercle , il se trouvera à 2m de B, et il en sera de même 
du point D. Le problème a donc deux solutions. Vous 

rendrez celle du point C, si le point demandé doit être 
au-delà de la ligne droite AB; vous prendrez celle du point 
D, si le point demandé doit être en deca de AB. Lorsque 
aucune de ces conditions ne sera imposée, vous prendrez 


L 


indifféremment l'un ou l’autre des deux points C, D. 


7. Les deux exemples précédens vous montrent que, 
pour décrire un’ cercle dont le rayon est donné , il faut 
mettre et maintenir entre la pointe traçante et la pointe 
fixe, une distance égale à la longueur du rayon. 

Si c'est le diamètre qui est connu , on en prend la moitié 
pour avoir le rayon. Qu'on ait, par exemple , à tracer un 
cercle dont le diamètre soit 1,50 , on emploiera un rayon 
de 0m,75 moitié de 4,50. 
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” 


8. Il n'est pas nécessaire de mesurer le contour des cer- 
cles pour les comparer ; il suffit de mesurer leurs rayons 
du leurs diamètres. Si le rayon d'un cercle est le tiers , la 


La 


1 
t 
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moitié , le double, le triple, le quadru le, etc., du rayon 
d’un autre, le contour du premier cerde sera le tiers, la 
moitié, le double, le triple, le quadruple, etc. , de celui 
du second. Il en est de mème pour les diamètres. C'est ce 
qui fait dire que deux circonferences se contiennent comme 

s rayons ou comme leurs diamètres. 


9. Combien une circonförence dont le diamètre est de 
75 centimètres, contient-elle de fois une circonférence 
dont le diamètre est de 15 centimètres ? ‘ 

Pour répondre à cette question, je cherche combien de 
fois 75 contient 45, c'est-à-dire que je divise 75 par 45. 
Le quotient 5 m'apprend que le contour du grand cercle 
vaut 5 fois le contour du petit. 


10. La piste du manège d’un huilier a 2" de rayon; 
il la trouve trop courte et veut Taugmenter dun quart. 
A quelle distance du pivot doit-il atteler son cheval ? 

Puisque la grande circonférence surpassera la petite de 
i, son rayon doit surpasser de i le rayqn donné; la lon- 
gueur du nouveau rayon sera donc 2 mètres, plus le quart 
de 2m, c'est-à-dire 22 plus 0m,5 ou 2,5. 


41. Lorsque deux roues dentées engrenent Tune sur 
Pautre, les nombres de tours qu'elles font dans le méme 
tems „se contiennent à l'inverse des rayons. 

Il est clair d'abord que les nombres de tours sont in- 
verses des circonférences: la petite roue appliquant suc- | 
cessivement tous ses points sur la grande, doit faire d'autant 
plus de tours, contre un seul de celle-ci, que sa circonfé- 
rence est moindre ou contenue plus de fois dans l'autre. Si, : 
par exemple, le pourtour de la grande roue vaut 2 fois, 
3 fois celui de la petite, cette dernière fera 2 tours, 5 
tours, pendant que la première en fera un. Si l’une des 
roues a 3 mètres de circonférence et l'autre 7, la petite 
sera contenue 7/s de fois dans la grande et fera 7/s de tours, 
pendant que l’autre en fera un, ou 7 tours contre 3. Mais, 
pui les circonférences se contiennent comme 3 et 7, il 
en est de même des rayons 0). Done, lorsque les rayons 
se contiennent comme 3 ct 7, les nombres de tours res- 
pectifs se contiennent à l'inverse, comme 7 et 3. 


Le rayon d'une roue est les 2/, de celui d'une autre 
avec laquelle elle engrène; combien fait- elle de tours, 
pendant que la grande en fait un? 

Les rayousse contiennent comme 2 et 3; par conséquent, 


/ 
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les nombres de tours respectifs doivent se contenir comme 
3 et 2. La petite roue fera donc 3 tours, pendant que 
la grande en fera 2, ou % tours contre 1, ou 4 tour 4/s 
contre 1. | 


12. On veut qu'une roue qui doit engrener avec ane 
autre , fasse 2 tours, pendant que cette autre en fera 3 ; 
quel doit étre le rayon de la première , par rapport è ce- 
.dui de la seconde? 

Puisque les nombres de tours se contiennent comme 2 
et 3, les rayons doivent se contenir comme 3 ct 2 (11). 
Consequemment , le rayon de la grande roue sera les 5/s 
du rayon de la petite ou le surpassera d'une moitié. 


13. Tracer un cercle qui soit égal à un autre. 

U suffit de prendre le même rayon ; car des circonfé- 
rences qui ont des rayons égaux se contiennent une fois 
ou sont égales (8). | 

1h. De deux arcs situés sur le même cercle ou sur des 
cercles égaux , le plus grand contient l'autre autant de 
. Fois qu'il peut en recevoir la corde. 

Amsi, faro ABD est triple de l'arc EFG (P.I, F. 4), 
parce quela corde EG du second peut être reçue 3 fois par 
e premier : une fois de A en B, une fois de B en Cet une 
fois de C en D. On dit aussi dans un tel cas, que la corde 
EG peut être portée 3 fois sur l'arc ABD. 

Remarquez que 3 lettres sont employées pour désigner 
un arc. Si l'on disait l'arc AD, la personne qui écouterait 
ou qui lirait, ne saurait pas s’il s’agit de l'arc ABD ou de l'arc 
AFD. Quelquefois cependant , on ne se sert que de deux 

lettres pour nommer un arc; mais il est convenu qu’on 
, veut parler alors du plus petit des deux qui ont la même 
corde. En disant donc l'arc EG, ce n'est pas le grand arc 
EBG qu'on indique ; c'est le petit EFG. 

Lorsque des arcs appartiennent à des cercles inégaux , 
on ne peut les comparer qu'après les avoir mesurés. 

Il faut bien se garder de croire que les arcs d'un même 
cercle ou de cercles égaux, se contiennent autant de fois 
que leurs cordes; ce serait une très-grave erreur. La corde 

de l'arc ABD n'est pas triple de la corde EG de l'arc 

EFG, quoique le premier arc soit triple du second. En 

effet, la ligne brisée ABCD, formée de trois lignes droites, 

est triple de la cordo EG: on l’a fate telle ; et cette ligne 

brisée est plus longue pe la ligne droite AD qui a les 
(1). 


mêmes extrémités À et 
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45. Il suit de ce qui précède que deux arcs qui ont des 
cordes égales , sont égaux, s'ils se trouvent sur le méme 
cercle, ou sur des cercles de méme rayon, et s'ils sont 
chacun le plus petit ou le plus grand des deux arcs qui ont 
la même corde. 

Réciproquement , sur le méme cercle ou sur des cercles 
de même rayon, les cordes sont égales, quand les arcs 
sont égaux. Mais observez bien que c'est seulement dans 
le cas de l'égalité, que les arcs se contiennent comme les 
cordes. . 

Soient les deux cercles A,B de même rayon (P.I,F. 2). 
Si les cordes CD , EF sont égales, les deux petits arcs CGD, 
EHF sont de même longueur, ainsi que les deux grands arcs 
CID, EKF. Reciproquement , il suffit qu'on ait reconnu 
que les arcs CGD, EHF sont égaux, pour étre sùr que les 
cordes CD, EF ont une méme longueur. 


16. Marquer, surun cercle 4, un arc égalà un autre 
BCD , situé sur le méme cercle (P.1,F. 6). | 

Je prends , avec un compas, la longueur de la corde qui 
joindrait le point B au point D ; je porte cette longueur de 
E en F, par exemple, et j'ai l'arc EGF qui est égal à 
l'arc BCD. 

17. Marquer , à partir d'un point A, unarc qui soit 
quadruple d'un autre BCD (P.I, F. 7). 

Je prends, avec un compas, la corde de BCD ; je la 
porte 4 fois de A en E, et j'ai l'arc AFE qui contient 4 
fois l'arc BCD ou qui en est le quadruple. 


48. Une mème corde peut toujours être portée deux 
fois dans un tercle , à partir du même point, et donner 
ainsi deux arcs égaux qui aient une extrémité commune. 
Par exemple, la corde AB (P.I, F. 8) peut être portée de 
A en C et fournir l'arc ADC égal à l'arc AEB. Mais ıl n'en 
est pas de même du diamètre AF; il est impossible de por- 
ter cette longueur, de À en un point du cercle qui soit autre 

e le point F. Il faut en conclure que les deux arcs ADF, 
XEF formés par le diametre AF sont égaux. Par conséquent, 
tout diamètre partage le cercle en deux arcs égaux , et 
chacun de ces arcs est la moitié de la circonférence. 


MESURAGE DU CERCLE, DES ARCS E? DU DIAMÈTRE. 
49, Mesurer une circonférence. 
Si vous pouvez l’entourer d'une ficelle , vous le ferez, 
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et il ne s'agira que de mesurer la longueur de cette ficelle, 
pour avoir celle de la ligne courbe. Mais observez qu'il faut 
employer une ficelle molle , peu torse, peu susceptible de 
s'étendre, quand on la tire par les deux bouts : autrement, 
la longueur trouvée pourrait n'être paint la véritable. 

Si vous ne pouvez vous servir de ce moyen, mesurez 
le diamètre et multipliez-le par 3,1446. Le produit vous 
donnera la longueur de la circonférence , à fort peu près. 
Représentant cette longueur par C et le diamètre par D, 
on a pour formule C=DX3,1416. 

Supposons que le diamètre ait été trouvé de b mètres ; 
la formule donnera C—5mXx<3,1416—15m,708. Si vous 


vous contentiez de tripler le diamètre, comme font” 


quelques personnes, vous trouveriez 15, longueur beau- 
coup trop ‘petite, et si vous y ajoutiez un septième du 
diamètre, comme font d'autres personnes, vous obtien— 
driez 15,744, résultat trop grand de 6 millimètresau moins. 
On se rappelle assez hacilement le nombre 3,1416, 
lorsqu'on s’habitue à le prononcer par parties, à dire 
3....14....16. Il faut se contenter du degré d’exactitude 
qu'il donne, car le résultat 15,708 n'excède pas de 4 cent- 
millièmes de mètre la vraie longueur de la circonference 
dont le diamètre est 5 mètres , et l'on ne peut obtenir ri 
gourcusement la mesure d’aucune circonférence. 


20. Mesurer un arc de cercle. 

Si l’on peut appliquer une ficelle d'un bout à l'autre 
de l'arc, on en obtient la longueur.en mesurant celle de 
la ficelle. 

‘Quand il est impossible de procéder ainsi, il faut con— 
naître combien de fois l'arc est contenu dans la ‘circonfé— 
rence. En est-il le tiers, le quart, les 2, etc. ? On mesure 
la circonférence et l'on prend le tiers, le quart , les ? de la 
longueur de cette courbe, pour avoir la lorigueur de l'arc. 

Voici maintenant comment vous pourrez trouver com- 
bien un arc ABC est contenu de fois dans la circonft- 
rence (P.1,F. 9). 

Prenez la corde de ABC et portez-la autant de fois 
quil sera possible sur la circonference , 6 fois par exem- 
ple, de À en D; prenez ensuite la corde du reste DA 
et portez-la sur l'arc ABC ; elle y sera reçue , je suppose, 
2 fois de A en E. Prenez alors la corde du reste EC et 
portez-la sur le petit arc DA. Si vous trouvez qu'elle y 
est reçue 3 fois tout juste , par exemple, l'arc EC sera la 
commune mesure de la circonference ét de l'arc AC. 
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Dites-donc : puisqueDA=3EC et que ABC=2DA+EC, 
il est clair que ABC—6EC+EC ou 7 EC; puisque la cir- 
eonference—bABC+DA, ıl est clair que cette circonférence 
—49EC+3EC ou 45EC. Ainsi, ABC contient 7 fois l’u- 
nité de mesure EC, et la circonférence la contient 45 
fois ; l'arc ABC est donc les; de la circonférence. 

Au reste, pour plus de simplicité , eerivez tous les quo- 
tiens, 6, 2, 3, au-dessous les uns des autres dans l’ordre 
où vous les trouvez; mettez l'unité vis-à-vis de 3 le 


nier; multipliez celui-ci 2, par le nombre 3 qui 
a g | est sur sa ligne, vous aurez 6 ; ajoutez au pro- 
3 4 | duit, le nombre 1 qui est au-dessous du mul- 
| tiplicateur 3, vous aurez 7 ; écrivez ce résultat 
vis-à-vis du quotient 6 suivant, en remontant ; multipliez 
ce quotient par le nombre 7 qui est sur sa ligne , vous trou- 
verez 42 ; ajoutez à ce produit , le nombre 3 qui est sous 
le multiplicateur 7, vous obtiendrez 45 que vous écrirez 
au-dessus du 7. Renversez ces deux derniers nombres et 
séparez-les par un trait, vous aurez enfin la fraction 7 qui 
exprimera combien de fois l'arc ABC est contenu dans la 
circonférence entière. 
C'est encore ainsi qu'il faut opérer , ai l'on veut trouver 
le nombre ide fois qu'une ligne droite en contient une autre, 
lorsque ce nombre n'est pas entier. 


21. Mesurer le diamètre de la circonférence intérieure 


d'une tour (P.1,F. 10). 


Si l'on peut opérer librement dans la tour, vous ferez 


maintenir en un point A, le bout d'une règle termmee en 
biseau ; vous placerez une seconde règle contre celle-là, de 
manière à former une ligne droite avec l'arète qui aboutit 
en A, et vous ferez pivoter ce système autour de À jus- 
qu'à ce que le bout B de la 2e règle, terminée aussi en 
biseau, ne puisse plus s'éloigner du pivot. Quand le sys- 
tème aura cette position, qu'il ne pourrait quittersans que 
la distance AB d'minuàt ‚la droite AB sera dırigee selon 
un diamètre, puisque. le diamètre est la plus ‘grande de 
toutes les cordes (5). Il suffira donc alors de mesurer AB pour 
connaître le diamètre cherché. 

C'est ainsi qu'il faut s'y prendre, pour mesurer le dia- 
mètre de toute circonference dans l'intérieur de laquelle 
on peut opérer. 

Si l'intéricur n'est pas libre, on cherche le diamètre de 


3 


dernier et ce dernier vis-à-vis de 2 l'avant-der- 
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la circonférence extérieure de la tour et l’on en retranche 
le double de l'épaisseur EF du mur, prise dans l'embra- 
sure d'une porte ou d'une fenètre ; car AB est egal à CD 
diminué de AC et de BD. Mais observez que pour avoir 
la véritable épaisseur du mur , il faut la mesurer dans la 
direction d'un rayon. Ce n'est donc pas sur les faces GH 
d'une porte ou d’une fenêtre, qu'on doit prendre la mesure 
de l’épaisseur d'un mur en tour ronde, puisque ces faces 
ne sont pas dirigées vers le centre; c'est sur la droite EF 
qui est également distante de l’une et de l'autre. 


22. Mesurer le diamètre de lacirconference extérieure 


d'une tour (P.1,F. 10). | 
Si vous pouvez mesurer le diamètre AB de la circonfé— 
rence intérieure, vous n'aurez qu'à y ajouter le double de 
l'épaisseur EF du mur, pour avoir ch le diamètre cherché. 
1 vous ne pouvez pas mesurer AB, vous mesurerez la 
arconférence extérieure (19) et vous diviserez sa longueur 
par le nombre 3,1446. Le quotient différera extrêmement 


peu du diamètre demande. La formule est D 
D représentant le diamètre et Cla longueur de la circon- 
“One Iquefois de prendr I 

n se contente quelquelois de prendre , pour longueur 
du diamètre, le Gars de la circonférence ; ais le réultat 
est beaucoup trop grand. D’autrefois on multiplie la cir- 
conférence par 7 et l’on divise le produit par 9, mais le 
quotient , moindre que celui qui résulte du diviseur 3,1516 
est trop petit. | 

Lorsqu'il sera impossible de mesurer directement la cir-- 
conférence de la tour, vous tracerez une droite AB à une 
petite distance (P. I, F. 44), puis vous placerez une règle 
qui soit d'équerre sur AB et touche le mur rond. Ayant 
marqué le point C où AB sera coupée par la règle, vous 
transporterez cette règle de l'autre côté et la placerez de 
la même manière , ce qui donnera un deuxième point D, 
La longueur de la droite CD sera exactement celle du 
diamètre cherché. 

C'est ainsi qu'il faut mesurer le diamètre de toute cir- 
conférence dont on ne peut prendre le tour ou dans l’in- 
térieur de laquelle il n'est pas possible d'opérer. 

Au lieu d'employer une règle et de la placer à l’equerre , 
ce qui n'est pas toujours facıle sur le terrain, on peut se 
servir du système de deux cordes que représente la figure 
42 (P.I). La partie EF renferme trois unités de longueur, 


- —_ —————— —————€——_———_———&—P—————————————————— 


‘toute 
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comme trois pieds , 3 décimètres , 3 mètres, etc. ; la partie 
EG renferme 4 unités de même cspèce que celles de EF, et 
FG en contient D. Quand le système est placé de façon que 
ses trois parties se trouvent bien tendues, la figure FEG 
est absolument celle d'une équerre, et parconséquent , la 
droite EI est d'équerre sur FH. 

Pour appliquer le cordeau-équerre au mesurage du dia- 
mètre d'une tour, vous le placerez de telle sorte que le 
cordon EH couvre une partie de la droite AB ( F. IT ) et 
qu'en mémetemps le cordon EI , tendue en ligne droite, 
comme EH, FG, touche lemur rond ; puis vous marquerez 
Je pont C de AB, sur lequel se trouvera le coude E de la 
corde HEI. Operant de la même manière, de l’autre côté 
de la tour, vous déterminerez le point D de AB. 


ANGLES. 


23. Deux droites ne peuvent se couper qu'en un scul 
point ; on appelle ce point leur intersection. 

Deux droites AB, BC qui se rencontrent en un point B 
(P. I, F. 453), laissent entre elles un espace qu'on nomme 
angle. AB et BCsont les côtés de cet angle ste point B en 
est le sommet. 

Il suffit de trois points pour désigner un angle : celui du 
sommet et deux autres pris sur les côtés. Ainsi , l'on dit : 
l'angle ABC, mettant la lettre du sommet entre les deux 
autres. Quelquefois aussi l'angle est désigné par la seule 
lettre du sommet , et l’on dit: l'angle B ; mais il faut pour 
cela que ce sommet ne soit pas commun à plusieurs angles. 

De même qu'il suffit d'une petite partie d'une droite, 

ur qu'on puisse la continuer jusqu à une distance quel- 
conque (3), 1l suffit aussi d’une petite partie de l'angle pour 
qu'on pis lui donner telle étendue qui sera assignée : 

opération consiste à prolonger les côtés. Un angle : 
est donc réellement un espace sans limite , et néanmoins 
il est toujours suffisamment indiqué par la partie qui avoisine 
le sommet. Aussi se contente-t-on d'amorcer, pour ainsi 
dire, comme dans la figure 13, les angles qu'il faut 
représenter. 


24. Transporter sur la face d'une pierre de taille, 
l'angle ABC que forment les fondations de deux murs 
(P. I, F. 44). 

On emploie pour cela une fausse-équerre. Cet ins- 
trument est composé de deux règles unics par une char- 
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niere; celle du tailleur de pierres a des pointes, pour 
qu'elle puisse servir de compas. 

Vous ouvrirez la fausse-équerre, puis vous la placerez 
de manière que l’une des arêtes intérieures se confonde 
avec l'aréte AB d'un des murs, et qu'en même temps 
l’autre arête intérieure couvre l'aréte BC de l'autre mur. 
Alors, l'angle ABC sera levé, ou relevé, comme disent les 
ouvriers, c'est-à-dire que les deux règles de l'instrument 
feront entre elles le même angle que les arêtes des murs. 
Ensuite, sans altérer l'écartement de ces deux règles , 
vous les placerez sur la face de la pierre de taille, de 
facon qu'une des arêtes intérieures couvre une arête de 
la pierre , et avec une pointe à tracer, vous tirerez une 
droite le long de l’autre arête intérieure. Cette droite fera 
évidemment , avec le bord de la pierre , l'angle ABC. 

Ce procédé convient à tous les cas où 1l faut trans- 


porter un angle d'un lieu dans un autre. . 
‘ 
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25. Vous pouvez concevoir aisément que le côté AB de 
l'angle ABC (P. I, F..45) ait d'abord été appliqué sur le 
côté BC, et qu'ensuite il se soit écarté de cette droite, 
en tournant autour du point B, jusqu'à ce qu'il ait eu at- 
teint la position que vous lui voyez dans la figure, ou jusqu'à 
ce qu'il ait eu formé l'angle ABC. Ce mouvement étant le 
même que celui de la perche qu'on emploie pour tracer un 
cercle (4), il est clair que l'extrémité A de AB n'a pu passer 
de C en A, sans décrire un arc de cercle CA dont B est 
le centre. Il est clair aussi que si l'angle ABC augmente 
ou diminue, c'est-à-dire si AB s'éloigne ou se rapproche de 
BC, l'arc augmentera ou diminuera. 

Cette dépendance constante dans laquelle l'arc et l'angle 
sont l'un de l’autre, fait qu'on peut se servir pour désigner, 
pour indiquer un angle, de l'arc décrit entre les côtés et 

u sommet comme centre. Mais observez bien qu'un arc 
qui se trouve entre les côtés d'un angle, n’est plus l'indi- 
cation de cet angle , s'il n'a pas le sommet pour centre. 


26. Deux angles se contiennent comme leurs arcs d'in- 
dication de méme rayon. 

Il n'est donc pas nécessaire de mesurcr les angles pour 
les comparer ; l'opération revient à la comparaison d’arcs 
de cercle. 

Combien de fois l'angle ABCcontient-il langle DEF, 
(P.I, F. 15)? 
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Avec une ouverture de compas arbitraire, je décris du 
sommet B, un arc ÀC, entre Les côtés de l'angle ABC, et 
avec la même ouverture, je décris du sommet E, un arc 
DPF, entre les côtés de l'angle DEF. Je cherche ensuite com- 
bren de fois l'arc DF est contenu dans l'arc AC (20), ct 


si je trouve qu'il y est contenu 4 fois , par exemple, j'en 


conclus que l'angle ABC est quadruple de l'angle DEF. 


27. Il suit de là que si les arcs d'indication ont même 
longueur ou méme corde, les angles sont égaux ; car ces 
angles se contiennent une fois, comme les arcs (15). 

On veut tracer une aliée dont un côté aboutisse au point 
A et fasse, avec la direction AB d'une haie , le même 
angle que le côté BC d'une autre allée (P.I, F. 16). 

Du point B sommet de l'angle donné ABC, je décris, 
avec une ouverture de compas arbitraire, un are DE com- 
pris entre les côtés de cet angle. Du point A et avec la 
mème ouverture, je décris un sccond arc FG qui soit vi- 
siblement plus grand que le premier. Je prends ensuite 
la corde de DE, et du point F, avec cette corde pour 
rayon, je décris un tout petit arc qui coupe FG quelque 
part, en H. Cette derniere opération revient à porter la 
corde de DE sur FG ; mais il est préférable de marquer le 
point H par l'intersection d’un petit arc : on ne court pas 

e risque de percer le papier, si l'on dessine, ou de mal 
piacer le point, si l'on opere sur le terrain. Traçant alors 
a droite AH, on a l'angle FAH égal à ABC. 

C'est ainsi qu'il faut 7 prendre, pour transporter un 
angle , sans employer la fausse &querre (24). Lorsque l’un 
des côtés de l'angle à faire n'est pas donné, on ture une 
droite de position arbitraire qui remplace AF. 


28. Deux droites AB, BC qui se coupent ou se croi- 
sent en un pomt B, forment deux angles ABC, DBE 
ou ABI), ChE. qu'on appelle opposés par le sommet 
(P.I, I. 17). 

Les angles opposes par le sommet sont égaux. 

Pour vous en assurer , vous décrirez un cercle dont B 
soit le centre. La droite CD sera un diamètre, et l'arc CED 
une demi-atrconférence. AE sera aussi un diamètre, et 
l'arc ACE une demi-circonference. Ainsi, CED=ACE. 
Retranchez à chacun de ces arcs, l'arc CE qui leur est 
commun, les restes seront égaux. Or, ces restes sont AC 
pour ACE et DE pour CED. Donc AC=DE,, ct par con- 
séquent , les angles ABC, DBE sont égaux (27). 
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Toutes les fois donc que vous rencontrerez des angles 
opposés par le sommet, vous pourrez prononcer qu'ils sont 
‘égaux, sans avoir besoin de comparer leurs arcs d'indication. 


29. L’angle qui a pour arc d'indication, le quart de la 
circonférence est appelé angle droit. 

Si donc on prolonge l'un AB des côtés d'un angle droit 
ABC (P.LF. 8) , l'autre côté BC formera avec le prolon- 
gement BD, un second angle droit CBD. 

En effet, décrivez du point B une demi-circonférence qui 
se termine au diamètre AD. L'arc AC sera l'indication de 
l'angle ABC, et comme cet angle est supposé droit, AC sera 
le de la circonférence ou la moitié de la demi-circon- 
ference ACD 18). L’arc CD sera donclautre moitié, ou un 
autre quart de Ja circonférence, et comme l'arc CD est 
l'indication de l'angle CBD, cet angle est droit aussi. 

Coucluez de là qu'une droite ne peut faire un angle 
droit avec une autre , sans former un second angle droit 
avec le prolongement. 


50. Tous les'angles droits soht égaux , puisque les arcs 
d'indication qui serviraient à les comparer , seraient égaux 
comme quarts de circonférences égales (27). 

Donc , toute droite qui en rencontre une autre à angle 
droit, forme deux angles égaux du méme côté de cette 
autre (29.) 

Toute droite AB qui en croise une autre CD à angle 
droit, forme quatre angles droits (P. I, F. 19), c’est- 
à-dire’ que si l'angle AFC est droit, les trois autres le 
seront aussi. En effet, l'angle AED est droit, nous l’a- 
vons démontré tout-à-l’heure (29); l'angle BED—AEC, 
ce sont deux angles opposés par le sommet (28); l'angle 
BEC=AED pour la même raispn ; par conséquent , les an- 
gles BED, BEC sont droits aussi, et les quatre angles qui 
ont le point E pour sommet commun, sont égaux entre 
eux. 


31. Tous les angles ABC, CBD, DBE, EBF, FBA, 
etc., qu'on peut faire autour d’un point B (P.I, F. 20), 

ent en somme quatre angles droits ; car la somme de 
leurs arcs d'indication forme la circonférence dont le cen- 
tre est en B, et cette circonférence contient 4 fois l'arc 
d'indication d'un angle droit (29). 

Tous les angles ABC, CBD, DBE , etc., qu'on peut 
Saire en un point B, du méme côté d'une droite AE, 


— ee 
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valent en’ somme deux angles droits (P.I, F. 21); car 


la somme de leurs arcs d'indication forme la demi- 
circonférence dont le centre est en B, et cette demi- 
circonférence contient 2 fois l'arc d'indication d'un angle ; 
droit. 
32. Un angle ABC moindre qu'un angle droit , est dit 

aigu (P. I, F. 21). Un angle CBE plus grand qu'un 

e droit, est dit obtus. 

ar conséquent , une droite CB qui en rencontre une 
autre AE, en un point B, placé entre les deux extrémités, 
et qui ne fait pas d’angles droits, forme deux angles, 
l'un ABC aigu, l'autre CBE obtus, dont la somme vaut 
deux angles droits (31). 


33. L'angle ABC qui, formé par deux cordes, a son 
sommet sut la circonférence , est appelé angle inscrit 
(P.I, F. 22). L'angle ADC dont le sommet se confond 
avec le centre, est nommé angle au centre. 

L'angle inscrit ABU est la moitié de l'angle au centre 
ADC qui renferme le méme arc AEC. 

Considérons d'abord l’angle inscrit CBE et l'angle au 
centre CDE, dont deux côtés confondus forment un dia- 
mètre BE. Si nous décrivons de B:, avec BE pour rayon, 
une circonférence, les deux cercles B,D pourront être 
regardés comme deux roues engrénées, et parce que 
BE=2DE, le rais DE fera deux tours, pendant que 
le ras BE en fera un seul (11). Conséquemment, l'arc 
EF qu'a parœuru l'extrémité de BE pour former l’an- 
gle EBF 25), est une fraction de la eirconference B 
moitié moindre que la fraction CE de la circonférence 
D parcourue dans le même temps par l'extrémité du 
rais DE, pour former l'angle CPE; si CE est 1/5 de 
D, je suppose, EF sera 1/1 de B. Mais l'arc DG dé- 
crit du point B.avec le rayon BD, sera aussi 1/1, de 


‘ sa circonférence , puisque G achèvera son tour en même 


temps que F, et comme BD= DE, cette circonférence 
égale celle de CE. Donc, DG est la moitié de CE, et 
par suite, l'angle CBE est la moitié de l'angle CDE (26). 
On verrait de même que ABE vaut la moitié de ADE. 
Donc, enfin l'angle inscrit ABC forme seulement la moi- 
tie de l'angle au centre ADC. 
Pour le cas où le centre D serait en dehors d'un 


"angle inscrit tel. que ABH, on dirait: EBH—1/, EDH, 


EBA=1/,EDA, et per conséquent, EBH—EBA—ABH— 
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SEDE REP és ( EDH—EDA )=ı/,ADH. Ainsi , 
ans tous les cas, l'angle inscrit est la moitié de l'angle 

au centre qui renferme le même arc. 

Du principe ou de sa démonstration, on doit con- 
clure que Farce d'indication d'un angle ‘inscrit ABC, 
est la moitié de l'arc AEC compris entre les côtés et 
pris sur la circonférence où est le sommet. 

Il s'ensuit que tout angle inscrit ABC qui comprend 
un diamètre AC, est un angle droit (P. I, F. 23); car 
son arc d'indication est la moitié de la demi-circonférence 
ou le quart de la circonférence entiere (29). 


MESURAGE DES ANGLES, 


54. On ne peut pas mesurer l'angle avecl’unité ordinaire 
des superficies, hien quil en soit une, attendu qu'il pré- 


sente une superficie sans fin, tandis que l'are et l'arpent - 


sont limités. Vous concevez effectivement qu'il y aurait im- 
possibilité à trouver combien une chose infinie contient 
de fois une chose analogue, mais bornée de'toutes parts : 
ce nombre de fois est infini lui-même. 

L'unité de mesure doit être toujours et en tout point 
de même nature que les choses à mesurer. Ainsi, la me- 
sure des longueurs est une longueur qu'on appelle toise, 
mètre, etc.; la mesure des capacités est une capacité 
nommée litre, pinte, etc.; la mesure des poids est un 
poids; celle des monnaies est une monnaie. La mesure 
des angles doit donc être un angle. Celui qui est adopté, 
a pour arc d'indication la 360me partie d'une circonfé- 
rence quelconque décrite du sommet. Comme cette 560me 
partie est appelée degré, c'est l'angle d’un degré qui 
sert de mesure pour les angles. 

Lors donc qu'on dit : un angle de 40 degrés, de 90 
degrés, etc., on exprime non seulement que l'arc d'in- 
dication contient 10 fois, 90 fois, etc., la 560me partie 
d'une circonférence, mais encore que cet angle vaut 
40 fois, 90 fois, etc., l'angle d’un degré. Ainsi , Pindica- 
tion d’un angle donnée en degrés, fait connaître en mémé 
temps le nom et la grandeur de cet angle. 

Ne répétez point ce qui est écrit dans presque tous les 
livres de géométric , que l'arc exprimé en degrés est la 
mesure de l'angle. Cette locution est fausse et donne de 
fausses idées ; un arc ne peut pas plus mesurer un angle, 

uc le mètre linéaire ne peut mesurer un champ. L’are in- 
dique la grandeur de l'angle , sans équivaloir à cette gran- 
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devr, à peu près comme une monnaie de papier indiquerait 
la valeur des choses, sans avoir cette valeur. : 


35. Zoute circonférence pouvant étre divisée en 360 
parties égales, renferme 360 degrés. Le degré a 60 
parties égales nommées minutes; la minute se compose 

e 60 secondes ; la seconde contient 60 tierces, etc. On 
a choisi ces nombres, parce que, ayant beaucoup de divi- 
seurs, ils sont d'un emploı commode dans le calcul. 

Observez que la minute et la seconde du degre different 
beaucoup de la minute et de la seconde de l'heure : il ya 
21 600 minutes de degré dans une circonference; il n’y a 
que 60 minutes d’heure. dans le‘cercle d'un cadran de 
montre: 

On marquë qu’un nombre exprime des degrés, en°écri- 
vant un petit zéro à droite et un peu au-dessus. Pour les 
minutes, on met un accent aigu à la même place que le 
zéro; pour les secondes, on emploie deux accens. L'art ou 
Fangle de 53 degrés , 14 minutes et 57 secondes, s'exprime 
d'après cela, comme il suit : 53° 44! 57". | 


36. Dexiste des instrumens qui , portant un cercle di- 
visé en degrés et parties de degré, sont propres au mesurage 
des arcs et par suite à celui des angles, Mais l'usage de ces 
anstrumens ne convient qu'aux personnes avancées dans l'é 
tude de la Géométrie, et d'ailleurs , celles qui se bornent 
aux eonnaissances primaires , n'ont pas besoin de savoir me- 
surer les arigles ; il leur suffit de pouvoir les comparer (*). 

Nous dirons seulement que l'emploi de tels instrumens 
repose sur ce principe: Des arcs de rayons différens ont 
toujours le même nombre de degrés , quand ils sont com= 
pris dans le méme angle, et que le sommet est centre 
“ Supposezen effet, que l'angle ABC( P.I,F.2) pui 

upposez en effet , que l'angle .1,F. uisse 
être Place 12 fois autdur du Point B. Le 42 angles qui oc- 
cuperont alors tout le grand cercle B seront égaux, et par 
conséquent, les 12 arcs de rayon BD qu'ils comprendront 
entre leurs eötes, seront aussi égaux. Or, ces 12 arcs for- 
meront en somme la grande circonférence. Un quelconque 
DE sera donc le douzième de 3600 ou 300. Par la même 





(*) La description raisonnée des instrumens propres au mesurage des 
sagles, se trouve, avec un grand nombre d’autres choses curieuses et utiles, 
dans la Géométrie appliquée a l'industrie, à Pusage des artistes et des 
ouvriers, troisitme édition, par C.-L. Bergery; prix 6 f. — Cet ouvrage 
a été adopté et recommandé par l’Université 

k 
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raison, les 42 arcs de rayon BF, compris entre les côtés 
des mêmes angles, seront égaux, et comme leur somme 
fera la petite circonférence B , un quelconque FG sera aussi 
- le douzième de 3600 ou 300. . | 
Que l'arc employé pour connaître l'angle soit donc d'un 
etit ou d'un grand rayon, situé près ou loin du sommet, 
I n'importe : oh aura toujours le même nombre de degrés. 
Voilà pourquoi des cercles divisés, de toute grandeur, 
peuvent servir au mesurage du même angle. 


PERPENDICULAIRES, 


37. Deux droites AB, BC (P.I, F. 18 ) qui font en- 
semble un.angle droit ABC, sont dites perpendiculaires 
l'une sur l’autre. 

Le plus grand des angles d'une équerre est un angle droit ; 

ar conséquent , les deux arètes qui le forment sont perpen- 
Niculaires l'une sur l'autre. C'est donc la même chose pour 
deux droites , d'être d'équerre ou perpendiculaires. Aussi 
emploie-t-on indifféremment ces deux expressions. 

La perpendiculaire BC au milieu d’une droite DE est 
le lieu de tout point également éloigné des deux extrémi- 
tés D, E de la droite (P.1,F. 25). . 

D'abord, tout point A de la perpendiculaire BC est à 
égales.distances des extrémités de DE, si B est le milieu de 
cette droite. En effet, la distance de A à D est la droite AD; 
la distance de A à E est la droite AF. Or, si nous faisons 
tourner la figure ABE autour de AB, considérée commo 
und charnière, les points A,B ne bougeront pas; BE se 
, couchera sur BD, puisque les angles ABE, ABD sont égaux ; 
E tombera sur D , puisque BE=BD. Par conséquent, AE 
se confondra avec ÄD. Ces deux droites sont donc égales, 
car le rabattement opéré n'a pas altéré leur longueur. 

Ensuite, tout point F pris hors de-BC, est mégalement 
éloigné de D,E, c'est-à-dire que FE n'est pas égal à FD. 
Effectivement , FD est plus court que la ligne brisée FAD, 
et cette ligne brisée égale FE, puisqu'elle se compose de 
FA qui fait partie de FE, et de AD qui est égaleà AF. 

Il suit de là que si une droite a deux de ses points égale. 
ment éloignés chacun des deux extrémités d’une autre, elle 
est perpendiculaire au milieu de cette autre droite. 


38. Tracer la direction d’un mur qui doit être d’equerre 
sur un autre AB et le rencontrer en C (P. I, F. 26). 
La direction de ce mur sera une perpendiculaire élevée 


PERPENDICULAIRES. 97 


sur AB, par le point C. Pour trouver cette perpendicu- 
laire , vous pourriez vous servir du cordeau-équerre (22) 
ou d'une équerre ordinaire ; mais on n'a pas toujours un 
cordeau-équerre à sa disposition et il est difficile de rendre 
cet instrument très-exact; l'équerre ordinaire n'est pas 
assez grande pour que les opérations auxquelles elle servi- 
rait sur le terrain , eussent quelque précision; d'ailleurs, 
peu d'équerres sont justes, et quand on les fait telles, le 
jeu du bois ne tarde pas à les fausser. Il vaut donc mieux 
employer le tracé suivant qui peut servir à élever des per- 
pendiculaires sur le papier, comme sur le terrain, et qui 
nne toujours beaucoup d'exactitude. | 

Marquez sur AB, deux points D,E qui soient également - 
éloignés'de C; décrivez de chacun de ces points, avec le 
même rayon, un petit arc de cercle, au-delà ou en-decà 
de AB.; puis joignez au point C, le point F intersection 
des deux arcs. FC sera la perpendiculaire demandée ou la 
direction du nouveau mur; carle point C est également 
éloigné de D et de E, les distances FD, FE sont égales, _ 
et par suite FC est perpendiculaire au milieu de DE (37). 

rayon des deux petits arcs doit être plus grand que 

moitié de DE : moindreque cette moitié , 1l ne permettrait 
pas aux deux arcs de se couper ; égal à cette moitié, 1l don- 
nerait seulement le point C déjà connu. En outre, pour que 
la droite CF ne diffère pas de la vraie pe endiculaire, 
quelque loin qu'on la prolonge, il importe de choisir d’a- 
vance la place du point F,1à la plus grande distance pos- 
sible de C, et de prendre CD, CE égales à cette. distance 
estimée grossièrement. 

Opérez ainsi dans tous les cas où il vous faudra élever 
une perpendiculaire en un point donné d’une droite 

39. Tracer la direction d'un fossé qui doit aboutir à 
l'extrémité A d'un autre fossé dont AB est une aréte, et 
le rencontrer d'équerre (P.1, F. 27). 

Prolongez BA à droite du point A, et employez le pro- 
oede grécédent , pour élever en A une perpendiculaire 
sur BC. 

Voilà ce qu'il faut faire toutes les fois qu'on doit élever 
une perpendiculaire à l'extrémité d'une droite qui: peut 
étre prolongée. 

40. Couper carrément le bout A d'une planche AB 


(P. I,F. 28), en d'autres termes, tracer parle point A, un 
trait qui soit d’équerre sur l’arête AB de la planche. 


è 
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Prenez un point C qui avoisine le bout A et soit placé 
à peu près au milieu de la largeur de la planche. De ce 
point , comme centre , et d'un rayon égal à la distance CA, 
écrivez un arc de cercle. Joignez C au point D où le 
cercle coupe l'aréte AB de la planche, et prolongez la 
droite DC'jusqu'à ce qu'elle rencontre une seconde fois 
l'arc de cercle; joignez enfin le point d'ntersection È 
avec A. La droite AE se trouvera d’equerre sur AB, 
parce que l'angle DAE sera droit, et cet angle sera droit, 
parce qu'il aura son sommet À sur la circonférence et 
comprendra le diamètre DE (99): 
On se sert de ce moyen sur le papier, comme sur le 
terrain , toutes les fois qu'on doit élever une perpendicu— 
daire à Textremite d’une droite qui ne peut étre prolongée. _ 


hA. Zracer la direction d'une allée qui partant d'urs 
point donné A , aille couper d’equerre une autre allée 
dont BC figure un des côtés (P. I, F. 29). 

Marquez sur BC deux points également éloignés de A, 
et pour cela , coupez cette droite par un arc de cercle DE 

écrit de A, avec un rayon arbitraire. Ensuite, decrivez 
de D, È, deux arcs qui se croisent en deçà de BC, au 
point F. La droite AF sera la direction demandée (37). 

C'est ainsi qu'il faut opérer toutes les fois qu'il s'agit 
d'abaisser une perpendiculaire AG sur une droite BC, 
d’un point extérieur A. 

La plus courte droite qui puisse étre menée d'un point 
À à une droite DE (P. I, F. 25), est la perpendiculaire 
AB abaissée de ce point. 

AB est en effet plus courte que toute autre droite AD. 
Elevons une perpendiculaire ch aa milicu de BD; H sera 
également éhigaé de B et de D (37), et la ligne brisée 
AHB égalera AD. Or, AB est plus courte que AHB (1). 

Il s'ensuit que la distance d’un point A à une droite 
DE, doit se mesurer sur la perpendiculaire AB abaissée 
de ce point sur la droite. 

42. Les trois tracés qui viennent de nous occuper, 
peuvent, sur le terrain, s'exécuter avec une grande 
exactitude, au moyen de l'éjuerre d’arpenteur. 
| Cet instrument a deux formes différentes: sous l’une, 
il présente une espèce de boîte en laiton, à 40 faces, portée 
par un pied; les deux faces des bouts ont 8 arètes ct les 
autres en ont quatre ; chacune de ces dernières a une fente 
étroite, nommée mire ; de deux mires opposées, l’une est 
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partagée en deux parties égales, dans le sens de sa longueur, 
par un crin ; c'est à l’autre que l'œil doit être appliqué ; en- 
fin, l'alignement que déterminent deux mires opposées, se 
trouve croisé d'équerre par celui de deux des 6 autresmires. 
Sous sa seconde forme , l'’équerre d’arpenteur offre deux 
règles en laiton, qui se croisent et surmontent une douille 
propre à recevoir un pied ; à chaque extrémité de ces rè- 
ples , s'élève une petite plaque appelée pinnule, qui a une 
mire ; deux des mires contiennent aussi un crin et les deux 
alignemens se coupent à angles droits. | 
Pour résoudre le dernier problème à l'aide de l’équerre 
d’arpenteur, on fait planter à plomb un jalon sur la droite 
BC, en B par exemple (P.I, F. 29); on cherche ensuite, sur 
cette même droite, un point Gtel qu'en y plantant l'équerre 
à plomb, on voye le jalon B dans un des alignerhens de l’ins- 
trument , et le point A dans l'alignement perpendiculaire 
à celui-là. Remplaçant alors l'équerre par un jalon mis à 
plomb, onala direction AG dela perpendiculaire demandée, 
Il faut un peu d'habitude pour trouver promptement le 
point G; encore n'y parvient-on qu'après avoir placé et 
éphacé deux ou trois fois l'équerre. \ 
ne rencontre pas cet inconvénient dans les problèmes 
des n°5 38, 39 et 40. Il suffit effectivement, pour les résou- 
dre , de planter l’equerre à plomb au point ou doit être ele- 
vée la perpendiculaire ; de viser, par un des deux aligne- 
mens qui se coupent à angles droits, un point marqué sur 
la droite donnée , et de faire planter à P omb un jalon sur 
l'autre alignement. 


h3. Trouver le milieu d'un mur. | 
On peut mesurer la longueur totale du mur AB, (P.I,E. 
30), en prendre la moitié, et porter la mesure de A vers 
B , autant de fois que l'indique cette moitié; le point È 
ainsi déterminé est le milieu cherché. Mais ıl est plus court 
et plus sûr lorsque rien ne s'y oppose, d'opérer comme ıl suit: 
Des extrémités A, B du mur, décrivez , avec un rayon 
arbitraire, deux arcs qui se coupent en avant, au point C; 
des mêmes centres, avec un rayon plus petit ou plus grand 
que le précédent , décrivez deux autres arcs qui se coupent 
aussi en avant, au point D. La droite DC prolongée jus- 
qu’au mur , en marquera nécessairement le milicu E (37). 
C'est ce procédé qu'il faut suivre toutes les fois qu'on 
doit élever une perpendiculaire au milieu inconnu d'une 
ite ‚et qu'on ne veut pas ou qu'on ne peut pas determi- 
ner,ce milieu par un double mesurage. Si les localités lo 


“ 
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ermettent, -11 vaut mieux tracer les deux premiers arcs 
Ein côté de la droite donnée, et les autres du côté opposé. 
De cette façon, les points C, D sont plus éloignés Pan de 
l'autre , et la perpendicularitéest. plus exacte ; car on ne peut 
guère assurer une direction par deux points très-rapprochés. 


4, La droite que forme un fil-à-plomb librement sus— 
endu, est nommée verticale, et toute droite perpendicu— 
aire à celle-là est horizontale. Quelquefois cette dernière 

s'appelle aussi ligne de niveau. e 

uand une droite n'est ni verticale, ni horizontale , om 
la dit inclinée. , 
. Planter un jalon à plomb , ou le rendre vertical, ou le 
placer verticalement , c'est donc la même chose. | 

Par un même point, 1l ne peut passer qu'une seule verti- 
cale ; mais une infimté d’horizontales différentes peuvent 
$y croiser. g 

C'est au moyen des instrumens appelés niveaux, qu'on 
eut marquer des points situés sur une horizontale ou véri- 

her siune droite est horizontale. , 

Pour la première de ces deux opérations , onse sert du 
niveau d'eau. Sa pièce principalé est un tube en ferblanc 
deux fois coudé. Au milieu de ce tube est une douille, par 
le moyen de laquelle on peut poser l'instrument sur un 
pied. Les deux petites branches portent chacune un aju- 
tage en verre, muni d'un bouchon. Si vous versez assez 
d'eau dans un des ajutages pour qu'ils en soient remplis 
tous deux en partie , le liquide s'y mettra de niveau et vous 
fournira un alignement horizontal. Viser donc, par cetaligne- 
ment, deux objets quelconques et faites y marquer les points 
auxquels ıl aboutit ; ces deux points appartiendront à une 
horizontale, même quand vous auriez été obligés de fare pi-, 
voter le niveau pour en déterminer un: ıl suffit que rale 
vation de l'instrument au-dessus du sol n'ait pas varié. 

Pour vénfier si une droite est horizontale ct la rendre 
telle lorsqu'elle ne l'est pas, on emploie le niveau de macon 
ou le niveau à bulle d'air. Le premier de ces instrumens 
sera décrit plus loin. Quant au second, il présente un petit 
tube de verre qui fait légèrement la voûte et que contient 
une monture en laiton. Le peu d'air est mêlé à l'eau dont 
le tube est presque plein. Comme Les corps plus légers que 

l'eau montent toujours à la surface de ce li ide, vous con- 
‘ cevez que la bulle d'air doit occuper le haut de l'arc formé 


par le tube, quapd les deux extrémités de cet arc sont de 
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niveau, OU d la droite sur laquelle pose la monture 
en laiton, a elle-même cette position ; car alors l’eau rem- 
pli également les deux parties extrêmes de l'arc et laisse li- 

re le milieu. Si donc la bulle se porte à gauche, par exem- 
ple, c'est que la ligne droite est trop élevée de ce côté, et 
ıl faut abaisser l'extrémité de gauche ou hausser l’autre, 
jusqu'à ce que la balle soit au milieu de l'arc et s'y main- 
tienne. Il est aisé de sentir, d'après cela, qu'un tel niveau 
est d’une grande sensibilité et d'une grande justesse ; aussi 
ne saurais-je trop vous en recommander l'usage ; il coûte 
d’ailleurs peu cher. | 


PARALLÈLES. 


45. Deux droites qui sont partout également écartées 
lune de l’autre , se nomment parallèles ; elles ne peuvent 
jamais se rencontrer quelque Loin qu'on les prolonge. 

Il suit de là que des perpendiculaires abaissees des diffe- 
reus points À, B,C, etc. , d'une droite AD, sur sa parallèle 
EF (P.I,F.31), sont toutes de même longueur ; car AE, 
BO CN sont les distances des points A, B, C, àla droite 

Donc, la parallèle d’une droite est le lieu de tous les 
points situés & une méme distance de cette droite, © ©’ 

Ainsi, pour marquer plusieurs points A, B, C, etc. , si-. 
tués à 5 mètres d'une droite EF, il vous suffirait d'élever 
une perpendiculaire EA sur EF, de porter 5 mètres sur 
cette perpendiculaire, à l'effet de déterminer A, de mener 
par ce point une parallèle à EF, et de placer sur cette pa- 
rallèle AD , les points B, C, etc., à la distance où ils de- 
vraient être de A. | 


46. Test aisé de démontrer que deux droites AB, CD, 
parallèles à une troisième EF (P.I, F. 32), doivent être 
parallèles l'une à l'autre. En effet , les écartemens AE, CE, 
sont invariables , et comme ACCAE—-CE, cet écartement 
des droites AB, CD, est invariable aussi. 


47. Toute droite qui traverse un système d’autres droites, 
èles ou non parallèles , est appelée transversale, 

Des parallèles AB, CD coupées par une transversale EF, 

forment plusieursangles (P. 1, F. 33); ceux de ces angles 

ı se trouvent placés de la même mamière par rapport à 

la transversale et par rapport aux parallèles , sont égaux en- 

tre eux ; il en est de même de ceux quise trouvent placés 


différemment par rapport à la transversale et différemment 
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ar rapport aux parallèles. Ainsi, l'angle BGE=DHE : ces 
Roux angles sont tous deux du même côté de EF", et tous 
deux au-delà des parallèles ; on les appelle angles correspon- 
dans. De mème AGF=DHE: ces deux angles sont l'un 
d'un côté de EF, l'autre du côté opposé, le premier en-deca 
de la parallèle AB, le second au delà de la parallèle CD; 
on les nomme angles altérnes-internes : alternes, pour ex- 
primer que la transversale les sépare ; internes , pour indi- 
quer qu'ils commencent tous deux entre les parallèles. 

Ainsi, dy a égalité entre les angles correspondans et 
entre les angles alternes-internes. ©’ 

La chose est visible pour les premiers; cat si AB des- 
cendait , sans cesser d'être paralldle à CD, elle finirait 
se confondre avec cette droite et ferait le même angle DHE. 
Quant aux angles alternes-internes, AGF=BGE son op- 
posé par le sommet (28) ; BGE=DHE son correspondant, 
et conséquemment AGF=DHE. : | 

Il suit de là que si deux droites coupées par une troi=' 
sième , forment des angles égaux qui aient la position des 
angles correspondans ou celle des angles alternes-internes, 
ces deux droites sont parallèles. 

,. Done, des perpendiculaires à une même droite sont pa- 
rallèles ; car si AB, CD (P.I, F. 34) sont perpendiculaires 
sur BE, les angles correspondans ABE , sont droits 
et par conséquent égaux(30). 

48. Tracer , sur le papier ou sur le tableau, une droite 
qui passe par un point A et soit parallèle à une autre droite 

C (P. I, F. 35.) 

On se sert pour cela d'une règle et d'une équerre. Peu 
importe que l'équerre soit juste ; il suffit que tes arêtes en 
st epliques le plus grand DE des deux petits côtés d 

er le plus gran es deux petits c e 
red contre la règle, et placez ces delx instrumens 
ainsi accolés, de maniere que le grand côté CD du pre- 
mier se confonde avec la droite donnée BC. Faites glisser 
ensuite le système à droite ou à gauche, sans abandonner 
BC, jusqu'à ce que la face de la règle, sur laquelle s'ap- 
pure l'équerre posse pär le point À , en même temps que 

e grand côté continuera de couvrir une partie de Ho. 
Enfin poussez l'équerre le long de la règle maintenue fixe, 
our amener le grand côté sur le point À , et tracez une 
cite AF cn suivant ce grand côté; elle sera la parallele 
demandée, car les angles correspondans CDE, DAF se- 
ront égaux (47). ° su 7 
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S'il est nécessaire que la parallèle soit plus longue que 
AF, vous la prolongerez ensuite; et pour cela vous main- 
tiendrez l’équerre dans sa dernière position, vous applique- 
rez la règle le long du grand côté AF, puis vous enlevercz 
l'équerre, et vous tracerez une droite le löng de la règle. 


49. Tracer la direction d'une rangée d'arbres qui doit 
étre parallèle à une autre rangée AB déjà plantée, et 
partir d'un point donné G (P.1, F. 56). | i 

Il faut marquer sur AB, un point A autant éloigné de 
C qu'il sera possible ; décrire de ce point A, avec la dis- 
tance AC pour rayon, un. arc qui parte de C, et se ter- 
mine sur AB, en B, par exemple ; décrire de C, avec le 
méme rayon, un second arc qui parte de À et soit sensi- 
blement plus long que le premier ; prendre la corde BC,, 
et avec cette corde pour rayon, decrire de A un troisieme 
arc qui coupe le second; puis enfin , joindre l'intersection 
D avec le point donné C. La droite CD sera parallèle à AB, 
car (47), si vous tiriez la droite AC, les angles alternes- 
internes ACD, BAC seraient égaux , ayant des arcs d'in: 
dication de même rayon et de même longucur (27). 

Ce procédé convient à tous les cas où les paralléles ne 
doivent pas être trés-écartées , et où le terrain permet de 
traccr des arcs. On décrit ces arcs, soit à l'aide d'un cordeau, 
soit à l’aide d'une perche (4). Observez qu'il suftit de mar 
quer l'extrémité B de l’arç BC et une petite partie de AD. 


50. Tracer la direction d'un mur qui doit contenir un 
point donné A et étre parallèle à un autre mur BC eloi- 
gné ou situé au-delà d'une pièce d'eau (P.I, F. 57.) 

On ne peut faire usage, dans un tel cas, ni d’un cor- 
deau , ni d'une perche ; ıl faut se servir d’une équerre d’ar- 

enteur ou d'une fausse-equerre portée sur un pred. Co 

ernier instrument est facile à construire : il suffit de faire 
sur la tête d'un gros piquet , deux entailles droites qui se 
coupent sous un angle quelconque, ou mieux encore de fi- 
xer sur le bout d'un bâton, deux petites plancheites qui 
se croisent et portent 3 épingles : une au croisement et 
les deux autres à deux des extrémités. Ces épingles 
doivent être implantées de façon qu'elles se trouvent verti- 


‘ .cales, quand les planchettes seront de niveau. 


uant à la manière d'opérer , elle est tr&s-sımpla 
aussı.. Plantez verticalement le bâton sur la droite BC, 
en un point D, tel que l’un des alignemens formés par 
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l'épingle du croisement et les autres, étant dirigé sur 
un iafon vertical B placé le plus loın possible, ıl arrive 
que le second alignement passe par le jalon A, et qu'en 
mème temps les planchettes soient bien horizontales, ce 

ue vous vérificrez à l’aide d'un niveau. Avec un peu 
d'habitude , vous trouverez ce point D après quelques 
tàtonnemens. Eulevez alors l'instrument et remplacez-le 
par un jalon vertical; puis établissez la fausse-équerre au 
point A, comme elle a été établie en D; dirigez l’un 

es alignemens des épingles sur le jalon D, de façon 
que l'autre alignement Yaisse les droites AD ct BC du 
même côté ; plantez enfin un jalon vertical E sur ce se- 
cond alignement et le plus loin possible de A. La di- 
rection AE sera celle du mur qui doit être parallèle à 
BC, car si vous tiriez la droite AD, vous formeriez les 
angles alterncs-internes ADB, DAE, ct ces angles ant été 
faits égaux, siles planchettes h'ont pas été derangces (47). 

On opère absolument de la même manière avec l'é- 
querre d’arpenteur. La seule différence qu'il y ait, c'est 
que la droite AD se trouve alors perpendiculaire à BC 
et à AE, au lieu de faire des angles aigus avec ces di- 
rècuons. 

TANGENTES ET CERCLES TANGENS, 


54. On dit qu'une droite AB est tangente à un cercle 
C, lorsqu'elle n'a réellement qu'un seul pont D de com- 
ua avec ce cercle (P. I, F. 38). Le point D est le con- 
tact de la tangente ct du cercle. 

Pour qu'une droite AB se trouve tangente à un cercle 
C, il faut et il suffit quelle soit perpendiculaire à l'ex- 
trémité d'un rayon CD. Elle n'a en effet alors que le seul 
point D de commun avec le cercle; car tout autre point 

u pris sur AB, aussi près que vous voudrez de D, sera 
plus éloigné du centre C que D (44) et ne se trouvera pas 
sur la circonférence, 


52. Tracer par un point D, pris sur un cercle C, 
une droite qui soit tangente à ce cercle (P.I, F. 38). 
._ Vos courriez grand risque de donner une fausse direc- 
tion à la tangente, si vous vous contentiez, pour la tracer, 
d'appliquer une règle contre le cercle, au point D. Il faut 
absolument tirer le rayon CD, puis élever une perpendi- 
culaire à l'extrémité D de ce rayon (59 et 40). 


53, Tracer par un point À , pris hors d'un cercle B, 
une droite qui soit tangente à ce cercle (P.I, F. 39.) 
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Il suffit dans ce cas d'appliquer une bonne règle contre 
le point A et contre le cercle : une droite AC tracée le 
long de la règle maintenue dans cette position, est la 
tangente demandée. Mais, s’il fallait déterminer exacte- 
ment le point de contact de cette tangente, vous devriez 
abaisser du centre B, une perpendiculaire BE, sur AC 
(11); ou bien joindre A au centre B, chercher le mi- 
ieu D de la droite AB (43), et décrire du point D comme 
centre, avec DB pour rayon, un cercle ou seulement un 
arc qui coupàt AC. L’mtersection E serait le contact 
cherché ; car, si vous tirez le rayon BE, la tangente AC 
sera endiculaire à l'extrémité E de ce rayon, puisque 
Yang 2 5 EB inscrit au cercle D, comprend le diamètre 

Ca toujours ainsi qu'il faut opérer, pour déterminer 
exactement le contact d'une tangente. | | 

Remarquez que d'un point À situé à l'extérieur du 
cercle B, on peut toujonrs mener deux tangentes AC, 
AF à ce cercle, et que le dernier tracé fait trouver à 
la fois les deux contacts E, G. C'est pour cela qu'on le 
préfère ordinairement au premier. 


54. Tracer les fondations d'un édifice dont le con- 
tour doit presenter un demi-cercle et deux tangentes 
parallèles. 

Décrivez le demi-cercle dans la position et avec le rayon 
qu'il doit avoir, puis tracez le diamètre AB (P. I; F: 40 
et élevez aux extrémités A, B, les perpendiculaires AC, 
BD. Ces deux droites seront tangentes, comme perpen- 
diculaires aux extrémités des rayons AE, EB (51), et paral- 
lèles, comme perpendiculaires à une même droite AB (47). 

Ainsì, les tangentes parallèles d'un méme cercle sont 
perpendiculaires aux extrémités dun diamètre et leur 
distance égale ce diamètre. 


55.-On peut mener 4 tangentes à deux eercles A, B 
(P. I, F. 44): deux extérieures CD, EF qu se ren- 
contrent en un point G de la droite AB des centres; 
deux HI, KL qui passent entre les cercles et se croi- 
seut en un point M de la même droite AB. La règle suf- 
fit pour le tracé de ces 4 tangentes, et lorsqu’on a de- 
terminé le contact N de CD, par exemple, avec le cer. 
de A (53), le contact avec le cercle B est donné par 
un rayon BO mené parallèlement au rayon AN (47). 


36. Deux cercles A, B qui wont qu'un point C de 
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commun, sont dit tangens l’un à l'autre (P. I, F. 42). 
Le point C est leur contact; il se trouve toujours sur 
la droite AB des ceutres. 

Chacun des deux cercles est tout-à-fait en dchors de 
l'autre, comme dans la figure 42, ct alors ils se touchent 
_extérieurement ; ou bien, le petit est entouré du grand, 
comme dans la ‘figure 45, et alors le grand ‘est touché 
intérieurement par le petit. Dans le premier cas, la dis- 
tance des centres à, B égale la somme des rayons AC, BC ; 


dans le second, elle égale la différence des rayons AC, BC. 


57. Lorsqu'au lieu de cercles, ce sont seulement des 
arcs qui se touchent ou sont tangens l’un à l'autre, on 
dit quelquefois qu'ils se raccordent.' C'est d’arcs rac- 
cordés que sont formés ordinatrement les cintres des ponts, 


des alcoves, etc. Ces cintres sont dits surbaissés, parce qu'ils ” 


ont une hauteur moindre que leur demi-largeur , au licu 
qu'un plein cintre étant forme par une demiirconférence, a 
une hauteur égale à sa demi-largeur. Les cintres surbaissés 
sont appelés quelquefois anses de panier, courbes à3, à 5 
centres, selon qu'ils renferment trois ou cinq arcs de cercle. 

Tracer un cintre surbaissé, à trois centres, dont la 
largeur et la hauteur sont données. 


Tirez une droite AB égale à la largeur (P. I, F. 44); 
élevez une perpendiculaire au milieu de AB (45) et prenez 
CD égale à la hauteur du cintre ; des points A, C, décrivez, 
avec AC pour rayon, deux arcs qui se coupent en un point 
E; joignez E aux points A, C ; rapportez la distance CD sur 
CE, de C en F, au moyen d'un arc de cercle décrit du 
point G; joignez D à F et prolongez la droite DF jusqu'à 
AE; enfin, par le point d’intersection G , menez GH paral- 
leleınent à CE. Vous aurez IG=IA, parce que CE=CA; 


vous aurez aussi HG—HD , parce que CF—CD. Vous pour- ° 


rez donc décrire de I un arc AG, ct de H un arc GD. Ces 
deux arcs se ruceorderont ou se toucheront en G , attendu 
que la distance IH de leurs centres, sera égale à la diilé- 
rence de leurs rayons HG, IG (56.) : | 
Il faudra ensuite rapporter CI de C en K, au moyen d'un 
arc dont C soit le centre; décrire de K, avec KB, un are 
sensiblement plus grand que l'arc AG, et enfin continuer 
l'arc GD, jusqu'à ce qu'il soit touché intérieurement en L, 
ar l’arc qui a son centre en K. Vous aurez formé alors une 
courbe exempte de jarrets, qui aura trois centres I, H,K 


ou qui renfermera trois arcs de ctrcle AG, GDL, LB. 
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Chacun de ces arcs sera la sixième partie de sa circonfe- 
rence ou contiendra 60 degrés. 


58. Il arrive parfois que, pour soutenir un escalier ou 
une rampe, on est obligé de construire un cintre dont les 
extrémités ne soient pas de niveau. La demi-circonférence 
ne peut être employée dans ce cas ; aussi est-ce une espèce 
d'anse de panier, nommée arc rampant, qui forme alors le 
cintre. 

Tracer un arc rampant composé de deux ares de cercle. 

Tirez une droite égale à la largeur que doit avoir 
‘arcade (P. I, F. 45); élevez au milieu une perpendicu- 
laire CD; par les extrémités A, B, menez des parallèles à 
CD; portez sur l'une, de A en E, la distance du sol à l’ex- 


. trémité la plus élevée de l'arc, et sur l'autre, de BenF, 


la distance du sol à l'extrémité la moins élévée. La droite 
EF ainsi déterminée, se trouvera : inclinée comme la 
ligne de rampe, et le point G où elle rencontrera CD, 
sera son milicu. Prenez Jlors GH=:GE; abaissez deH, sur 

EF, une perpendiculaire HI; puis menez par E et par F 
des parallèles à AB. Les pomts K, L, où ces parallèles 
rencontreront la perpendiculaire HI, seront les centres des 
deux arcs du cintre. Vous decrirez donc de K , avec KE 
pour rayon, un arc de cercle , et de L, avec LF, un second 
arc. Ces deux arcs se raccorderont en H, parce qu'ils passe- 
ront par ce port , et que la distance de feurs centres sera 
precisement la différence de leurs rayons KH, LH. 


COMPARAISON DES DROITES. 


59. Maintenant que vous connaissez les proprietes es- 
sentielles des perpendiculaires et des paralléles , vous êtes 
en etat d'étudier la comparaison des droites. C'est une par- 
tie fort 1mportante de la Géométrie: on serait souvent 
obligé de se livrer à des mesurages longs, fastidicux et diffi- 
ailes , si l'on ne savait pas, par les principes, combien de 
fois se contiennent des droites placées dans telles ou telles 
circonstances. | 

Vous avez appris déjà que tous les rayons d’un mème 
cercle sont égaux (5), que tous les diamètres ont même lon- 
gucur et qu'il y a aussi égalité entre les cordes d’arcs égaux 
By sur le même cercle ou sur des cercles de même rayon 

3. 

Il existe encore beaucoup d'autres circonstances qui ren- 
deut certain tout d’abord de l’égalité des droites. 
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Des droites sont égales quand elles se trouvent comprises 
entre des circonférences concentriques, c'est-à-dire de 
même centre, et qu'elles font partie des rayons. 

Ainsi, les droites DF, EG (P. I, F, 24), comprises en- 
tre deux circonférences concentriques, et dirigées vers le 
centre commun B, sont de même longueur ; cela doit être 
en effet, car BD—BE, BF=BG, et par conséquent, BD— 
BF=BE-—BG ou DF=EG. 

Voilà pourquoi l'on dit que deux circonferences concen- 
triques sont partout à lu méme distance l'une de l'autre. 


60. Une droite AD (P. I, F. 25) qui fait un angle aigu 
ou obtus avec une autre DE, est appelée oblique, et le 
point D de rencontre est dit le pied de cette oblique, 
comme le point B est dit le pied de la perpendiculaire AB. 

Deux obliques sont égales, quand elles s'écartent egale- 
- ment de la perperuliculaire abaissée de leur point de ren- 
contre. Les écartemens dont il s'agit, sont ceux des pieds, 
de sorte que si BD=BE, on a nécessairement AD—AE. 

En effet, AB est alors perpendiculaire au milieu de DE, 
et par conséquent , son point À se trouve à la mème distance 
des extrémités D,E (3). 

Reciproquement , les écartemens de deux obliques 
égales sont égaux ; c'est-à-dire que si AD=AE, on a né- 
cessairement BD=BE. 

Si l'on faisait tourner la figure ABE sur AB, elle se 
rabattrait exactement sur la figure ABD, l'angle E cou- 
vrirait l'angle D, et l'angle BAE couvrirait aussi l'angle 
BAD. Il s'ensuit que dans deux figures séparés ABE, 
ABD , l'égalité des perpendiculaires AB et AB, BD 
et BE, celle des ob iques et celle des angles analogues 
eristent en même temps ; de sorte que deux de ces 5 éga- 
lités ayant lieu, il en résulte nécessairement les trois autres. 
Qu'on sache, par exemple, que AD=AE ct que l'angle 
D--E, on en conclura BD=BE, AB=AB, BAD=BAE. 

Le niveau de maçon est composé de deux obliques égales 
AB, AC (P. I, F. 46), d'une traverse DE qui rend 
constant leur écartement , et d'un fil-à-plomb dont le point 
d'attache est près de A, sur la direction de la perpendicu- 
laire au milieu de BC. Un trait indicateur, fan sur la tra- 
verse, se trouve dans la même direction ; de sorte qu’au 
moment où le fil couvre l'indicateur , ıl est erpendicu- 
lare à BC. Cette droite BC ou celle sur laquelle est posé 
le niveau, est donc alors horizontale , puisqu'elle ren- 
contre d'équerre la verticale du fil-à-plomb (4h). 
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N est bon d'observer que rien ne nécessite l'égalité des 
règles AB, AC; elles peuvent être indgales, pourvu que : 
le point d'attache du fil et le trait indicateur soient sur 
tune perpendiculaire à BC. | 


61. Deux tangentes sont égales, quand elles partent 
du méme point et se terminent aux contacts. Ainsi, 
AE=AG ( P. I, F. 39); et cela doit être effectivement, 
car les arcs BE, BG sont égaux, ayant pour cordes des 
rayons du.cercle B (15 ); par suite, les arcs AG, AE, 
restes de deux demi-circonférences , sont. aussi égaux, et. 
leurs cordes AG, AE ont même longueur. 


62. Unc droite se trouve divisée en deux parties égales, 
quand elle est rencontrée ou coupée par une perpendi- 
culaire élevée en son milieu. Il suffit donc, pour diviser 
-une droite en deux parties égales , d’executer le tracé 
du n° 43. 

. Mais, ce procédé n'est plus praticable , si la droite 
à diviser est très-longue. Il faut alors recourir à un double 
mesurage, ou ce qui est plus court, employer les moyens 
suivans: o 

Supposons que A et B (P.I, F. 47) soient les deux 
extrémités d'une des limites d'un champ, et qu'on ait à 
planter une borne au milieu de AB, pour diviserle terrain 
en deux portions égales. Vous placerez un ‚premier jalon 
en A, un second enB, un 3° en un point 5 quelconque, 
par lequel vous dirigerez un alignement 3.4 parallele à 
AB (50), un 5° sur l'alignement 4.2, un 6€ à la ren- 
contre des alignemens 4.4 et 5.2, un 7€ sur l'alignement 
3.4, un 8e sur l'alignement 2.1, un 9 à la rencontre 
des alignemens 4.5 et 3.7, un 10€ enfin, à la rencon- 
tre des alignemens 2.8 et 9.6. Ce 10€ jalon marquera 
le point milicu de AB. 

‘emploi des alignemens qui se rencontrent ou se croisent 
trois à trois, comme dans l'opération précédente, constitue 
la méthode des transversales ; elle est remarquable pour 
sa simplicité, pour les difficultés qu'elle fait vaincre fa- 
cilement, sans autres instrumens que des perches, et 
pour son uniformite qui la grave promptement dans la 
mémoire. Vous verrez en effet que la figure 47 se re- 
produit, avec peu de différence , dans toutes les appli- 
cations de cette méthode, 

Mais observez que pour arriver à des résultats exacts 
par les transversales s 3 faut que les alignemens soicnt 
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ris avec beaucoup de soin, que les jalons soient bien 
roitz et plantés verticalemeAt : leur position doit méme 
être vérifiée au fil-à-plomb. Dureste, il est aisé d'en diminuer 
le nombre, car si vous avêz deux aides, vous pourrez 
vous dispenser de planter des jalons 5, 7, 8: l'un des 
aides se placcra sur l'alignement 4.2, vers le point 5, 
| par exemple, l'autre sur l'alignement 3.4 , vers le point 7, 
et par des signes de main, ils vous feront placer le jalon 
9 à l'intersection de ces deux alignemens. Le secours de 
deux aides abrège donc beaucoup l'opération ; on peut 
… dire aussi qu'il diminue les causes l'erreur. Un moyen de 
les diminuer encore davantage, c'est de figurer à l'avance 
les alignemens sur le papier, d'y numéroter leurs inter- 
sections, et de donner aux jalons les numéros corres- 
pondans du croquis. 


63. La perpendiculaire CD au milieu d’une corde SB, 
asse aussi par le milieu E de Parc AEB (.P. I, F. 48 ) 
ffectivement , le point E appartenant à CD, cst'à la 

méme distance de A et de B (57) ; or l'égalité des cordes 
AE, BE, produit celle de leurs arcs (15). | 

Partager. un arc AB en deux parties égales. 

Il suffit d'exécuter l'opération du n° 43 , c'est-à-dire que, 
sans tracer la corde, vous décrirez des extrémités A, B, 
deux petits arcs qui se coupent au-delà de AB, en un 
point C, et deux autres petits arcs qui se coupent en- 
decà de AB, en un point D. Joignant Cà D, vous 
aurez le milieu de l'arc AB, au point E où le cou- 
pera la droite CD perpendiculaire au milieu de la corde. 

Il resterait à déterminer , de la même manière, le mi- 
lieu de BE ct celui de AE , si l'on voulait diviser l'arc AB 
en quatre parties égales. 

Trouver le centre d'un cercle tracé. 

C'est le même procédé qu'il faut employer, car le 
centre se trouvant à Ja même distance des extrémités 
d'une corde (5), est, comme le milieu de l'arc, sur la 
perpendiculaire au milieu de cette corde. Marquez donc 

eux points A, B sur la circonférence (P. I, F. 49), et 
tracez la droite CD qui divise l'arc AB en deux parties 
égales ; prenez un 5° point E et tracez la droite FG 
qui passe par le milieu de l'arc BE ; le centre des deux 
arcs et du cercle se trouvera au point H, intersection 
des ‚Groites CD, FG perpendiculares aux milieux des 
cordes. 

Pour rendre la position du point H plus distincte , il 


MM 
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tonvient de choisir les trois points A, B, E, de inanıdre que 
CD, FG soient à-peu-près d'équerro, On y parvient n 
prenant E de façon que la corde BE paraisse d'équerre 
sur la corde AB, ou que ABE forme une demi-circon- 
férence environ (55). 

Faire passer un cercle par trois points A, B » E, 
disposés en ligne brisée. , - 

Bien que le cercle ne soit pas trace, évidemment son 
centre H doit être donné par les opérations précédentes. 
L’ayant trouté, vous prendrez pour rayon, la distance 
AH ou BH, ou EH. Ces trois distances sont égales, car 
H étant un point de la perpendiculaire au milieu de la 
corde AB, est également éloigné de À et de B; appar- 
tenant à la perpendiculaire au milieu de la corde BE , 
ıl est également éloigné de B et de E. | 


64. Comme l'arc d'indication AC d'un angle ABC ‘a 
son centre au sommet B (P. I, F. 50), la perpendi- 
culaire BD au milieu de la corde, doit passer par ce 
sommet ; de plus, elle divise l'angle en deux parties 
égales, puisqu'elle forme deux angles ABD, DBC qui 
ont des arcs d'indication égaux (27). C'est donc par la 
division de la corde d'un arc en deux parties égales, qu'on 
fait la même division sur un angle. 

Diviser en deux parties égales un angle AB C. 

Du sommet B, vous décrirez avec un rayon arbitraire, 
un arc AC, ou vous en marquerez seulement les deux 
extrémités A, C; puis vous décrirez de ces points deux 
arcs de même rayon, qui se coupent en un point D 
situé en-decà de AC, s'il est possible, ct vous Joindrez 
D à B. La droite BD vous donncra les deux angles ABD, 
DBC, qui seront égaux, parce que leurs arcs d’indica- 
tion , EC auront même longueur. 

La droite qui divise un angle en deux parties égales, 
se nomme bisectrice de cet angle. | 

La bisectrice est le lieu de tout point également éloigné 
des deux côtés de l'angle. Ainsi, les perpendiculaires G, 
FH, abaissées d'un point quelconque È de la bisectrice 
BD, sur les côtés de l'angle, sont de même longueur. 

le démontre en rabattant l’angle ABD sur son égal 
CBD. Le point F de la charnière BD ne bouge ont,‘ 
BA s'a plique sur BC, FG devient perpendiculaire à 
cette dernitre droite et couvre exactement FH. 


65. Des droites AB, AC, AD (P. I, F. 51), qui 
| 6 


“ 
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se rencontrent ou se coupent au même point À , sont 
nommées concourantes , pour abréger. 

Si dés parallèles EF, GH, BD, divisent une con- 
courante AB en parties égales, elles divisent toutes les 
autres AC, AD, de la méme manière. 

Je dis, par exemple, que de BG--GE, résulte DH=HF. 
En effet, les angles correspondans B,G sont égaux (47), 
et par conséquent, les per ndiculaires Gl, EK sont 
egales (60). Maıs GI=HL, EK=FM, si HL.et FM sont 

, aussi d'équerre sur les parallèles (45). Donc HL=FM, 
et à cause de l'égalité des angles correspondans D,H, 
les obliques DH, HF sont de m&me longueur. 

Réciproquement, lorsque des droites EF, GH,BD 

| divisent des concourantes AB, AD'en parties égales , 
elles sont parallèles. 

De là un moyen de diviser en parties égales une 
droite AB donnée sur le papier ou sur le terrain. 
(P. I, F. 52}. Supposons qu'on veuille trois parties. 

Tracez par une des extrémités, la droite quelconque 
AC, et portez dessus la longueur arbitraire AG, une 
fois de plus que AB doit avoir de parties, c'est-à-dire 
h fois, dans le cas actuel. Joignez tes extremites C, B, 
et prenez sur le prolongement de CB, BH=BC. La 
droite IH tirée du 2€ pomt de division de CA, à partir 
de C, coupera AB de manière que BL en sera le tiers, et 
si vous portez BL de L en K, les parties BL, LK, KA de 
AB seront égales (*). 

En effet, si l'on joint B au 17 point de division de 
CA, BE, IH, seront parallèles, puisqu'elles diviseront 
en parties égales les concourantes HC, IC, et si, par 
G, 3° point de division de CA, on tirait GK, paral- 
lèle à IH, les parallèles BE, LI, KG qu diviseraient 
la concourante EA en trois parties égales, diviseraient la 
concourante BA de la même manière. Donc, BL est 
bien le tiers de BA. | - 

Afin de pouvoir marquer le point L très-exactement, 
il faut faire en sorte que IH soit presque d'équerre sur 
AB. Il en sera ainsi, quand on prendra la longueur 
arbitraire AG assez grande pour que AE surpasse un 

_peu AB. 


(*) Ce procédé, d'une extrême simplicité et d’un emploi tout aussi 
facile sur le terrain que sur le papier, m’a été communiqué par M. 
Chenou, proviseur du collége royal de Metz , et ancien prefesseur des 
cours igdustriels de Douai 
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66. Des parties de parallèles AB, CD (P. 1, F. 53), 
comprises entre des Haraliöles AC , BD \ sont égales. 

Cela est vrai pour les perpendiculaires AE, CF, puis- 

‘elles sont parallèles , et qu'elles mesurent les distances 
des points A, G à la droite BD (45). Mais les angles cor- 
respondans ABF , CDF sont égaux (47). Consequemment, 
les obliques AB, CD ont-même longueur (60). 

Il est vrai aussi que des droites AB, CD qui com- 
prennent entre elles des parties égales de parallèles AC, 
BD, sont parallèles et égales. 


67. Les parallèles et les concourantes qu'elles coupent, 
ont des relations plus générales que celles du n° 65. D'a- 
bord, les parties AG, GB d'une concourante se con= 
tiennent autant de fois que les parties AH, HD d'une autre 
| ff I, F. 51). Si, par exemple, GB est contenu 2 fois dans 

G, HD sera contenu 2 fois dans AH. En effet, parle point 
E milieu de AG, menons EF parallèle à BD; AD sera 
divisé en trois parties égales aux points F, H, comme 
AB aux points E, G (65), et il sera évident que HD 
est moitié de AH, comme GB est moitié de AG. 

En second lieu, les parties AB, AG, prises sur une 
concourante , depuis les parallèles jusqu'au pointde 
concours, se contiennent comme les parties AD, ) 
prises de-la même manière, sur une autre concourante. 

ous voyez effectivement que AG comprend les 3 ‘de 
AB, et que AH comprend tes 2 de AD. Donc, des con- 
courantes sont divisées de la méme manière , par des 
paralleles. 

En troisième lieu , les parties de parallèles GN, BC 
se contiennent comme les distances GA, BA de leurs 
extrémités correspondantes G , B au point de concours A. 
Soit GO parallèle à AC; d'après les deux principes pré- 
cédens, BC conticndra OC, comme BA contient GA. 
Or, OC=GN (66). | 

Enfin, les parties de parallèles BC, GN se contien- 
nent comme tes parties CD, NH. Cela résulte de ce 
que BC, GN se contiennent comme CA, NA, ct de 
ce que CD, NH se contiennent aussi comme CA, NA. 
Par conséquent , des parallèles sont divisées de la même 
manière, par des concourantes. 

Réciproquement, si une de ces 4 relations a lieu, 
les droites qui coupent les concourantes sont parallèles. 


68. C'est sur les relation des concourantes ct des 


À 
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parallèles, qu'est fondée la construction de l'arigle ‘de 
réduction et de léchelle des parties. 

L'angle de reduction est utile pour copier en petit 
un tracé, un dessin exécuté en grand ; ıl fait éviter des 
mesuyages et des calculs fort longs. 

Voulez-vous, par exemple, réduire des droites au tiers, 
c'est-à-dire donner aux lignes dela copie, le tiers seule- 
ment de la longueur des lignes correspondantes du mo- 
dele? tirez une droite AB (P. I, È , 54); portez-y 
trois fois une Iongucur quelconque , de A en C ; décrivez 
du mème point A et avec AC pour rayon, un arc CD 
dont la corde soit sensiblement plus grande qu'une des 
trois partics de AC ; de C, avec une de ces parties, 
décrivéz un second arc qui coupe le premier, et joignez 
Vintersection E au point A. 

Il est tout aussi facile de ‘se servir de l'angle de rt 
duction BAE, que de le construire. Pour réduire au 
tiers, la droite FG, par exemple , ‘vous la porterez 
de A en G’ (*), et de la même ouverture de compas , 
vous marquerez un point G” sur AE; la distance G' G” 
sera le tiers de FG. 

- effet , la droite Ri joindrait G’ et G”, serait 
palilèle à la corde , puisque AC contient AG’ 
tomme AE contient AG”, et par suite, cette droite G’ G” 
est Le tiers de AG’, comme GE est le tiers de AC. 

Il est visible que pour réduire des droites au quart, au 
cmquième , il faudrait former un autre angle, en portant 
quatre, cinq parties égales sur AB. 


69. Une échelle est une droite divisée qu'on place sur 
Je papier, pour construire en petit, un tracé dont les lignes 
ont été mesurées. Chacune des parties égales de l'échelle 
répond à l'unité de mesure ou à un certam nombre de ces 
unités. Si, par exemple , les parties sont des centimètres 
réels, chacun de ces centimètres représentera soit un mètre 
récl , soit 10 mètres, etc. Pour faire sur le dessin, une 
droite qui, sur le terrain , aurait 50 mètres, on prendrait, 
dans le premier cas, 50 parties ou centimètres de l'échelle, 
et le tracé scrait au centième, puisqu'un centimètre est le 
centième d'un mètre; dans le second cas, on prendrait 
seulement 5 parties de l’échelle , ct le tracé serait au mil- 


lième , parce que un centimètre est la millième partie de 

| > parce q P 

40 mètres. | 

TS Po RE En n° 
(*) @ sa prononce .G prime, G" se prouunce G seconde, GIP se 

prononce G lierce, G'" se prononce G quarte. 
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‘ Mais, outre ses parties principales, une échelle doit en 
présenter encore d'autres qui donnent les dixièmes, et 
elquefois les centièmes de son unité, ou qui permettent 
de réduire exactement et aisément les dıxıemes , les cen- 
tièmes de l’unite de mesure. Si cette unité est le mètre, il 
faut que l'échelle donne réduits les décimètres , les centi- 
mètres ; et souvent la longueur qui représente le mètre, 
n'est pas assez grande pour qu'on y marque distinctement 
et avec exactitude, même les parties représentatives des 
décimétres. C’est ce qui arrive notamment lorsqu'on adopte 
le millimètre pour mètre ou que le dessin doit être au mil- 
lıeme. Dans un tel cas, on construit sur le millimètre, ce - 
qu’on appèle l'échelle des parties, au moyen de laquelle 
on peut prendre exactement et facilement les décimètres- 
réduits, et approximativement les centimètres. 

Soit AB la partie de l'échelle qui représente le mètre 
(P. II, F. 4). Par les points A, B, vous tracerez deux pa- 
rallèles : on les fait ordinairement perpendiculaires à AB. 
Sur chacune , vous porterez 10 fois une longueur arbitraire, 
aussi grande que le permettra la place destinée à l’echelle; 
vous numéroterez les points de division , en partant de AB; 
vous joindrez par des droites les points de même numéro, 
et enfin vous tirerez une droite de A au point 10 de B 40. 

Les droites AB, 1.1’, 2.2”, 3.3', etc. , sont parallèles - 
et égales, puisqu'elles renferment entre elles des parties 
égales de Darall£ les (66). Par consequent (67), 1C est le 
dixième de 10.40’ ou de AB, comme AI est le dixième de 
À 10; 2D vaut deux dixièmes de 10.10’ ou de AB, comme 
A2 vaut deux dixièmes de A10; 9E vaut neuf dixièmés 
de AB, comme A9 vaut ncuf dixièmes de A10. De même, 
à partir des numéros de B10', 4'C—2#, 2 D—#&, 9'E—-". 
Vous concevez que pour pouvoir prendre ces dixièmes 
avec exactitude , 1l faut rendre A10' A moins oblique. un 
est possible sur les parallèles 4.4’, 2.2’, etc., ou faire A10, 
B40' aussi longues qu'on le peut; car le véritable point 
d’intersection de deux droites se distimgue d'autant plus ai 
sément , que ces droites sont plus près d’être d’equerre. 

Ordinairement , l'échelle d'un dessin, d'un plan, a deux 
parties: les divisions de l’une donnent les unités réduites, 
par groupes de 5, de 40, etc. ; les divisions de l'autre don- 
nent chacune une seule unité. Les premières sont numé- 
rotées 0, 5, 10, etc. , ou 0, 10, 20, etc. , de gauche à 
droite ; les dernières sont numérotées 0, 1,2, 3, etc., de 
droite à gauche , et à chacune de celles-ci est adaptée une 


‘ 
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échelle des parties, comme le représente la figure 2(P. M). 
De plus, les dix parallèles communes à ces échelles des 
parties, sont continuées jusqu'au bout de l'échelle princi- 
pale et arrêtées à une droite 10.10, par exemple , menée 
ar l'extrémité 10, parallèlement aux obliques 5.5, 4.4, etc. 
ne parallèle aux mêmes obli es est aussi tirée par tous 
les autres points de divisons 0°, 5, etc. , de l'échelle princi- 
pale , et chaque oblique reçoit à son extrémité inférieure , 
e même numéro qu à son extrémité supérieure. Les pa- 
rallèles à l'échelle principale sont aussi numérotées de la 


. même manière aux deux bouts. 


_ C'est des obliques et des parallèles à l'échelle principale 
qu'on se sert le plus souvent. Voulez-vous, par exemple, 
rendre une longueur réduite de 142,45 ? Comme elle ren- 
ferme 4 dıxiemes de mètre , vous posez l’une des pointes 
du compas à l'extrémité de droite de la parallèle 4.4, et 
l'autre à l'intersection de cette parallèle et de la perpendi- 
çulaire 1.2; vous avez alors exactement 11,4; car ılya 
40% du point 4 de droite au point A, comme de 40 à 0 sur 
l'échelle principale ; 1l y a 11 de À à Bet 4 décimètres de 
B à C. Pour avoir les 5 centimètres , vous augmenterez un 
eu l'ouverture de compas , de manière à prendre à gauche 
e C, la moitié de ID, attendu que D centimètres forment 
la moitié de À decimetre. Cette moitié de 1 D s'estime à vue. 
Supposons encore que vous ayez à faire sur le dessin , une 
droite qui ait en réalité 7m ‚80. Vous chercherez sur la der- 
nière oblique, marquée ici 10.10, le n° 8 qui est égale au 
nombre des décimètres; vous poserez l’une des pointes du 
fompas à l'intersection de la parallèle 8.8 et de l'oblique 
qui est numérotée 5 sur l'échelle principale, parce qu'il n'y 
a qu'une fois 5 dans 7; vous placerez Fautre ponte à lim 
tersection de la même parallèle et de la perpendiculaire 
qui est numérotée 2 sur l'échelle principale, attendu que 
et 2 font 7, et vous aurez une ouverture de 72,80. 
Ainsi, les décimètres de la longueur à prendre indiquent 
la parallèle ; les mètres, comptés sur l'échelle principale, 
indiquent l’oblique d'où il faut partir et la perpendiculaire 
à laquelle on doit s'arréter. 
70. Lorqu'on élève une perpendiculaire en un point 
quelconque A d'un diamètre Be (P. U, F. 3)et quon 
rolonge cette perpendiculaire AD jusqu’à la circonférence, 
d'un seul côté, on a trois droites AB, AD, AC qui jouis- 
sent d'une relation remarquable: la demi-corde AD per- 
pendiculaire au diamètre, en contient la petite partie 
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AB, autant de fois quelle-méme est contenue dans la 
grande AC. La droite AD est dite, pour cette raison, 
moyenne proportionnelle entreles deux parties du diamètre. 

Zrouver la moyenne proportionnelle de deux droites 
données „ est une opération à laquelle conduisent assez 
souvent les problèmes de géométrie. 

Pour faire ce tracé, vous tirerez une droite BC, sur 
laquelle vous porterez les deux droites données 5, c (*): la 
première de Ben A , la seconde de A en GC; puis vous cher- . 
cherez le milieu de BC (143) ; de ce milieu È, avec la moi- 
tie de BC pour rayon, vous décrirez une demi-circonférence, 
et au point A, jonction ‘des deux droites données, vous 
éleverez une perpendiculaire sur BC ou vous menerez une 
parallèle à FC, jusqu'à la rencontre de la demi-circonfé- 
rence , en D. Cette perpendiculaire ou parallèle AD sera 
la moyenne proportionnelle cherchée, c’est-à-dire qu'elle : 
contiendra AB ou 5, comme elle sera contenue dans AC 
ou c. j 
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74. Chacun sait mesurer grossièrement une ligne droite, 
quand la mesure peut y être appliquée d'un bout à l’autre; 
mais peu de personnes se font une juste idée de la diffi- 
culté qu'on éprouve pour mesurer une droite très-exacte- 
ment. Cette difficulté est telle que rarement on obtient la 
même longueur, en recommençant l'opération. Aussi, 
dans tous les cas où une grande exactitude est nécessaire , 
faut-il ne s'en tenir ni au premier, ni au second mesurage: 
on doit mesurer trois , quatre et même cing fois, avec toute 
la précision possible , additionner toutes les longueurs ' 
trouvées et diviser leur somme par leur nombre. Le quo- 
tient donne une longueur moyenne souvent moins inexacte 

u’aucune des autres, à cause d'une espèce de compensa- 
. tion qu'a opérée le calcul , entre les erreurs en plus et les 
erreurs en moins. 

Supposez que la vraie longueur d'une droite soit 4m,358 
et que vous l'ayez trouvée de 42,359 par un premier me- 

e, de 4,357 par un deuxième, de 4m,5585 par un 
troisième. La somme de ces 3 longueurs est .13m,0745. 
Divisant par 3, vous obtenez 4,3584 pour longueur mo- 
yenne , et vous n'avez plus qu'un seul dixième de millimètre 
d'erreur ; tandis que l'erreur serait d'un millimètre ou d'un 
demi-millimètre cn plus , si vous vous en teniez au premier 





(*) è se prononce petit b; c se prononce petit c, 
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ou an troisième mesurage , et d'un millimetreen moins, si 
vous adoptiez le second. ; . 
Ala vérité, toutes les erreurs pourraient être en plus : 
vous auricz pu trouver, par exemple , 1,359 la Are fois, 
hm 3586 la 2€ fois, 4M,5585 la 5€ fois ct dans ce cas la 
longueur moyenne 4M,3387 serait plus inexacte que lesdeux 
dernières; mais elle le serait moins que la première ; et 
dans l'ignorance où vous êtes de la vraie longueur d'une 


droite que vous mesurez, il est possible que vous regardiez _ 


comme le meilleur, le mesurage le plus mauvais. Micux 
vaut certainement s’exposer à faire une errcur de quelque 
peu supérieure aux plus faibles, que de risquer d'en com- 
mettre une égale à la plus forte. Ainsi, lors même que 
toutes les erreurs sont en plus, c'est encore un parti sage 

e de prendre la moyenne des longueurs trouvées, et 
cette conclusion est évidemment applicable au cas où toutes 
les erreurs sont en moins. 

Pour éviter de faire des marques , toujours causes d'incxac- 
titude , il convient d'employer deux mesures rigoureuse— 
ment-égales , quand il sagit de déterminer avec une grande 
précision, la longueur d'une ligne droite. On les pose bout 
à bout, en évitant de les heurter l’une contre l’autre et de 
laisser le moindre intervalle entre elles. Si l’unité, le me 


ar exemple, n'est pas contenu un nombre exact “de fois 


la longueur, on mesure la partie restante avec le dé- 
cimètre, le centimètre et même le millimètre. 


72. 1 y a plusieurs cas à considérer, dans le mesurage 
des droites sur lesquelles la mesure ne peut être appliquée: 
ces droites sont horizontales ou verticales ou inclinées, et 
dans chacune de ces positions, une au moins de leurs ex- 
trémités a des abords qui permettent d'y opérer , ou bien 
ni l’une ni l'autre n’en laisse la facilité. 

Mesurer la longueur horizontale d'une rampe AB 
(P. I, F. 4). | Ä 

Trois personnes sont nécessaires pour cette opération : 
deux placent et maintiennent la mesure , le quadruple mètre 
par exemple ; la 3€ manie le niveau de maçon (60), | 

. Plantez un jalon en A et un autre en B ; posez une des 
extrémités de la mesure en A, et dirigez cette mesure dans 
l'alignement AB; puis haussez ou baissez l'autre extrémité, 
jusqu’à ce que le niveau montre que le quadruple mètre 
est horizontal. Appliquez alors à cette extrémité un fil-à- 
plomb, et marquez sur le terrain , le point C qu'il indique. 


DI 


fl 
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Ensuite, placez en C le bout de ja mcsyre qui était en A, 
dirigez cette mesure dans l'alignement CB, haussez ou 
baissez l'autre bout, jusqu'à ce que le niveau montre que : 
le quadruple mètre est horizontal, appliquez le fil-a-plomb 

à ce même bout, et continuez toujours ainsi jusqu'en B. 

L e le terrain est accidenté , ‘il est possible qu’un ? 
des points donnés par le fil-à-plomb, se trouve dans .- 
un creux, comme en D. Il faut alors planter un jalon au + 
point D, le rendre vertical au moyen du fil--plomb, et 
appliquer un des bouts de la mesure contre ce jalon, afin 
ce pouvoir la placer horizontalement au-dessus de la saile ' 

c 


Il est visible que le nombre de fois qu'on pourra porter 
ainsi la mesure sur la rampe, donnera la vraie longueur de 
la droite horizontale AB’ ou BA’. | | 

Si l'on n'a pas besoin d’une grande exactitude , on peut 
se contenter du coup d'œil, pour placer la mesure horizone 
talement , et remplacer le filà-plomb par un petit cail- 
Joux qu'on laisse tomber de l'extrémité d’où doit partir une 
verticale. Ceux qui mesurent avec la chaîne d'arpenteur, 
agissent ainsi; seulement, au lieu de laisser tomber une 
pierre ;-1ls laissent tomber une fiche qu'ils plantent ensuite. 
Auparavant, la chaîne doit être fortement tendue , afin 

que l’érreur qui résulte de la courbure causée par le poids, - 
soit trés-petite, . 
Ce sont ces moyens qu'il faut employer, pour mesurer 
toutes les distances horizontales qu'on peut parcourir, 
quand le terrain est raboteux ou en pente. . 


73. Voici maintenant les principes sur lesquels repose 
le mesurage des droites qui ne peuvent être parcourues. 
Quatre points donnés A, À, 2, 3 (P. U, F. 5), 
joints deux à deux, par six droites Al, A2, A5, 1.2, 
1.3, 2.3, produisent en général trois points B, 4, 7, 
où concourent les droites deux à deux, et un de ces 
concours est toujours un croisement. Dans la figure, c'est 
le point 7 : les Tignes A3, 1.2 s'y coupent, s'y croisent. 
La droite qui passe par le croisement 7 et Tun de, 
deux autres concours, la droite 4.8 ‘par exemple, par- 
tage en deux parties inégales A8, 8.1, la distance 41, 
de deux points donnés. | 
Si lon multiplie la somme AA de ces deux parties 
par la plus petite 48, et qu'on divise le produit par 
leur différence 8.1—48 , on obtient la distance du 3° 


7 


è 
‘ 


50 MESURAGE DES DROITES. 
concours B, au point donné A qui termine la plus 
petite partie. Ce principe est. exprimé plus brièvement 
par la formule de Exp dans laquelle d représente la 
distance AB, Pla grande partie 8.1 et pla petite par- 
lie 848. ° 

7h. Mesurer la distance horizontale dé deux points 
A, B séparés par une rivière (P.I, F. 5). | 

Plantez un premier jalon sur l'alignement AB, un se- 
cond jalon hors de cet alignement, un 3° sur l'alignement 
B2 et peu éloigné du 2€, un 4€ à la rencontre des alignemens 
A2 et 1.3, un 5€ sur l'alignement 4.2, un 6€ sur Taligne- 
ment A3, un 7€ à la rencontre des alignemens 5.2 et 6.3, 
enfin un 8° à la rencontre des alignemens 4.7 et AB (62). 
Mesurez ensuite la distance A8 et la distance 8.1 ; faites la 
somme de ces deux longueurs ; multipliez-la par la plus pe- 
| ‘te A8 et divisez le produit par l'excès de 8.1 sur AS. Le 
quotient sera la distance de A à B (73). 
Si, par exemple, A8—/ mètres et que 8.1—6. mètres, 
la formule du n° 73 donne d=gtiscin x be" 
—20n, | 

Ce procédé s'applique à tous les cas où B est visible de 
À et où l'on ne peut pas chemincr en ligne droite de À 
jusqu'à B. Vous pouvez, par exemple, l'employer pour 
mesurer la largeur d'une rivière (P.U,F. 0): vous choi- 
sissez alorsun point remarquable B, sur le bord qui vous est 
opposé, puis un point A, sur le bord où vous êtes ‚de 
manière que la droito-BA soit à tr&s- peu- près d’equerre 
avec les deux rives. | | 

75. Mesurer la distance horizontale de deux points A , 
B separes par un bois (P. II; F, 7). | 

Comme le bois empêche de voir le point B, quand on 
est au point A, il n'y a pas moyen de débuter par le pla- 
cement d'un jalon sur l'alignement AB. Le procédé qui 
précède n'est donc pas applicable ; du moins il doit être 
modifié. 

Plantez un premier jalon en un point d'où vous puissiez 
voir à la fois A et B; puis un 2€ et un 5€ jalon dans l'ati— 
‚gnement Al, un 4e dans l'alignement B9 , un 5e à la ren- 
contre des alignemens B1 et 3.4, un be dans l'alignement 
5.2’, un 7€ dans l'alignement 1.4, un 8€ à la rencontre des 


alignemens 6.2 et 7.4, un 9° dans l'alignement A5, un 410€ 
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à la rencontre des alignemens 9.5 et 3.8, un 11€ à la ren- 
contre des alignemens 1.10 et 3.5. Ce A1e jalon se trouvera 
nécessairement sur l'alignement BA. Mettez ensuite un 19e 
jalon dans l'alignement 11A, et enfin un 43€ à la rencontre 
des alignemens 12A et 3.10. Il ne vous restera plus qu’à 
mesurer les distances A13 et 45.14 pour les employer 
comme précédemment : vous multplierez leur somme par 
la pus petite et vous diviserez le produit par leur différence. 
i, par exemple, A13—5m et que 15.115,04, vous 
trouverez ‘ que AB— Re 12530, 
Ce procédé s'applique à tous les cas où il s’agit de mesu- 
rer la distance horizontale de deux points dont l'un estinvi- 
sible de l'antre. 


76. Cest absolument la mème figure qu'il faut faire et 
répéter pour prolonger une droite AB au delà d'un 
BTE qui ne permet pas de s'aligner sur les points 4, B 

.II, F. 8). 
Le tico revient à déterminer, au delà de l'obstacle, 
deux points qui soient situés sur l'alymement AB. 
Plantez un 4er et un 2€ jalon sur un alignement 2.1 que 
n'interrompe point l'obstacle , et plus rapprochés entre eux 
pe A,B; placez un 3° jalon à l'intersection des alignemeus 
2et Al, un 4° sur l'alignement BI, un De à la rencontre 
des aligncmens 4B et 2A, un 6€ à l'intersection des aligne- 
mens 2.4 et 5.5 , un 7€ à la rencontre des alignemens 1.6 et 
2A, un 8€ enfin à la rencontre des alignemens 1.2 et 4.7. 


Le point 8, ainsi déterminé, sera sur le prolongement 
de AB. ° 


Pour obtenir un 2€ point, vous répéterez À droite de 
AB, lejalonnement qui vient d’être fait à gauche , en pre- 
nant toutefois la précaution de placer les deux premiers ja- 
lons de manière que leur alignement laisse à droite de l'o- 
pérateur, l'obstacle et le point 8 déjà trouvé. 


77. Vous ferez encore une figure analogue à celle du 
n° 75, si vous avez à déterminer une direction qui doive 
passer par un point A et concourir avec deux autres di- 
rections BC, DE Zont le point de rencontre soit invisible 
(P.U,F. 9). 

Vous plauterez un 4e" jalon au point A, un 2° et un 
5° sur BC, un 4 sur DE, un 5e à la rencoutre de DE 
et de l'alignement 2A , un 6° à la rencontre des alignemens 
4.5 et 5.2, un 7€ à l'intersectivu des alignemens 2.4 et 3.5, 
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un 8€ à celle des-alignemens:5A et 7.6, un 9€ enfin à celle 
des alignemens 4.6 et 8.2. Les deux jalons 1 et 9 determi- 
neront un alignement qui, s’il était prolongé, passerait 
par le point de concours de BC et de DE. 

Ce jalonnement peut être converti en un tracé propre 
à la mème opération sur le papier. Si BC, DE sont deux 
droites qui aillent se couper. hors de la fouille, et qu'il 
| faille tracer, par le point A, une 3€ droite qui concoure 
au même point que les deux premières, vous couperez 
. BC, DE par deux concourantes quelconques 2.6 et 3.6, 
dont l'une passe par A; vous ferez le croisement 7, en 
tirant les droites 2.4 et 3.5; vous jomdrez les points 6 et 
7, en prolongeant la droite 6.7 jusqu’à BC; enfin vous ti- 
rerez 3À , pour marquer le point-8 , et 2.8 pour marquer 
Je point 9. La droite A9, ainsi déterminée, passerait par 
le point où se couperaient BC et DE, si ces trois lignes 
| pouvaient être prolongées. u 

78. Mesurer la distance horizontale de deux clochers 
A, B situés au-delà d'une rivière (P.II,F.410). 

Plantez un jalon G sur l'alignement AB; mesurez ha 
distance CA et la distance CB 7%) ; puis retranchez CA 
de CB; la difference sera la distance AB cherchée. 

Ce moyen s'applique à tous les cas où 1l s'agit de me- 
surer la distance horizontale de deux points, près des- 
quels on ne peut opérer, mais dont ıl est possible de 


voir l'ahgnement : par exemple , deux clochers entourésde, 


maisons. 

79. Mesurer la distance horizontale de deux clochers 
A , B fort éloignés de l'opérateur (P.I ,F. 11). 

Si l'éloignement où l'on est des clochers empêche 
de se porter sur leur alignement , vous planterez un ja- 
lon en un point C d'où vous puissiez voir A et B, puis 
vous mesurerez CA ct CB (74). Supposons que la dis- 
tanco CA soit de 1800 mètres et que la distance CB 
soit de 2025m, Vous planterez, sur ces alignemens, des 
jalons D, E, de manière que les distances CD, CE forment 
Ja même fraction de CA et de CB, le centième par exem- 
_ple; et pour cela vous porterez 48 mètres sur CA à partir 
de C, puis 200,25 sur CB aussi à partir de C. Alors la 
droite DE se trouvera parallèle à la droite AB ct en scra 
aussi la centième partie (67). Mesurez donc DE et multi- 
| phez sa longueur par 100, vous aurez pour produit la 
distance AB. Si, par exemple, DE contient 42m, AB en 


‘ 
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contiendra 1200; dans le cas où CD serait le millième 
de CA et CE le millieme de CB, DE serait aussi la 
millieme partie de AB, et pour avoir cette distance AB: 
il faudrait multiplier par 4000 la longueur de DE. 

C'est ainsi quil faut opérer , toutes les fois qu'il s'agit 
de mesurer Ja distance horizontale de deux objets dont 
on ne peut approcher, et sur l'alignement desquels’ on 
ne saurait se placer: par exemple, les sommets de deux 
hautes montagnes, deux villages situés sur les versans 
opposés d'une côte. | 


80. Mesurer la hauteur d'un clocher (P. II, F. 12). 
Plantez bien verticalement deux jalons CD, EF, 
dans un terrain de niveau et sur un alignement CG 
dirigé vers l'axe AB de la tour; visez le sommet A, 
l'extrémité du plus petit; faites marquer le point 
li ci l'alignement DA coupe le grand salon: mesurez 
les verticales CD, EH, les horizontales CE, EG et la 
distance GB du point G à l'axe AB de la tour; cher- 
chez l'excès de EH sur CD et la somme de CE, EG, . 
GB; puis divisez l'excès de EH par CE. Si vous avea 
mesuré au mètre, par exemple , le quotient sera l'excès 
sur CD, d'un jalon qui serait planté à un seul mètre 
du point C; ce quotient vous fera connaître ce qu'on 
appèle la pente de la droite DA, car il vous indiquera 
e combien cette droite s'élève verticalement, par mètre 
de distance horizontale. Par conséquent, pour savoir 
de combien la même droite s'élève de D en I, ou pour 
déterminer la hauteur AI, vous n'aurez plus qu'à mul- 
üplier le quotient par la distance horizontale Dr ou CB. 
Ajoutant enfin & IA, la longueur du jalon CD, vous 
trouverez la hauteur AB, c'est-à-dire l'élévation du 


point À au-dessus de l'horizontale CE. 


Soit H la hauteur AB, G le grand jalon EH, p le 
petit jalon CD , d la distance CE, D la distance CB, 
on a pour formule H— = PxXD-+p. | 

Supposons que CD—1",66, CE—3n, EH—-3%, 16, EG 
= 262,68 et que GB—15". CB ou D sera de 280m,68 
et la formule donnera HF" 280,68 44,66=142°. 
Cette hauteur est précisément celle du clocher de Stras- 
bourg , l'édifice lc plus élevé de l'Europe. 

Ce procédé, simple , prompt et suffisamment exact, est 
propre au mesurage de la hauteur de tout édifice, des ar- 
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extrémités, une face plane peut être concue prolongée 
au-delà de ses limites. Considérée de la sorte, elle est 1llimr 
tee et prend le nom de plan. C'est ainsi qu'on la considère 
et qu'on la nomme toujours, en l'étudiant sous le rapport des 
diflérentes positions qu'elle peut avoir, afin de faire en- 
tendre que les propriétés qui lui sont reconnues et les pro- 


cédés qui en derivent, ne dépendent nullement delaforme . 


des limites et sont applicables à toute face plane d’un corps 
quelconque. 


85, Parmi toutes les positions que peut prendre un 
plan, il en est deux très-remar 


le fil-a-plomb , librement suspendu , s'y applique sur toute 
sa longueur , où bien dès que ce fil en cache à l'œil toute 
l'étendue. La face intérieure d’un mur de maison est dans ce 
cas. Il n’en est pas de même de la face extérieure, à cause 
du léger talus ou fruit qu'y exige la solidité. 

Un plan est horizontal ou de niveau, lorsque deux 
droites concourantes qu'on y a tracées à volonté , sont elles- 
mémes horizontales (44) : un plancher bien fait , le tapis 
d'un billard , la surface des eaux tranquilles sont des plans 
horizontaux. Ils suffit donc, pour reconnaître si un plan est 
horizontal, d'y placer le niveau sur deux directions qui se 
coupent. Il y a plus d’exactitude dans une telle vérification, 


| quand les deux directions sont à peu-près d'équerre. 


Un plan qui n'est ni horizontal, ni vertical, est dit in- 
” Cliné: les faces d'un toit sont donc des plans inclinés (*). 


86. Quelle que soit la position d'un plan, une droite 
peut être perpendiculaire ou parallèle ou oblique à ce plan. 

Une droite est perpendiculaire sur un plan, quand elle 
Fest sur deux droites de ce plan, qui se croisent à son 
pied. Alors, elle ne penche ni dans un sens, ni dans 
aucun autre, ou ce qui revient au même , elle est d'équerre 
sur toutes les droites du plan qui la rencontrent. 

La direction du fil-à-plomb ou la verticale est donc 
erpendiculaire au plan horizontal qu'elle perce ; car elle 
est à toutes les horizontales qui peuvent être tracées par 
son pied, sur le plan (44). 


9 





(*) Les moyeos de la Géométrie élémentaire ne permettent point de 
représenter exactement, sur le tableau, les positions des plans, celle du 
plan vertical ezcepide. Il faut pour les autres, se servir de planchettes 
ou de cartons, et ne jamais faire de figures en perspoctive ; elles peuvent 
donner des idées fausses aux élèves, Po SP 


es ı la position verti-. 
‘ cale et la position horizontale. Un plan est vertical dès que 


fmi ‘iii de >. 
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In distance d'un point à un plan est la longueur de la 
perpendiculaire qu'on y abaisse de ce point, parce qu’une 
telle droite est la plus courte de toutes celles qui peuverit 
être menées du point jusqu'au plan (44). 

Planter une tige perpendiculairement sur un plan. 

Disposez deux équerres de manière qu'une des petites 
arêtes de l’une se confonde avec une des petites arêtes 
de l'autre, sans que les deux instrumens aient d'autres 


ints communs; posez-les ensuite sur*le plan, par les 
tites arêtes non accolées, et placez la tige le long 


eux 
de celles qui se confondent. La direction de cette tige 
sera évidemment alors perpendiculaire à deux droites du 
plan. Pour plus d'exactitude, il convient que les deux petites 
arêtes non accolées fassent à-peu-près un angle droit. 

Si la tige devait contenir un point marqué hors du 
plan, il faudrait que la droite des deux arrètes accolées 
passät par ce point. 


87. Une droite est parallèle à un plan, lorsque deux | 


de ses points en sont également éloignés , ou lorsqu'il 
a entre ces points ct le plan, deux parallèles égales. 

Toute horizontale situés hors d’un plan horizontal, lui 
est parallèle, parce que les verticales qui vont de la droite 
au plan, sont toutes de même longueur. 

Toute verticale située hors d'un plan vertical, lui 
est parallèle, parce que les horizontales qui vont de la 
droite au plan, sont toutes de mème longueur. 

Placer une barre parallèlement à un plan. 

Tracez d'abord sur le plan, la direction que doit avoir 
la barre; puis, si le plan est vertical, plantez-y deux 
tiges perpendiculairement et sur la droite tracée ; s’il est 
horizontal ou ‘incliné, plantez-y dcux tiges verticales. 
Dans tous les cas, portez sur ces tiges, à partir du 
plan , deux longueurs égales. Par là vous déterminerez 


eux points, et il vous restera à placer la barre de façon 


qu'une de ses longues arêtes ou une de ses lignes droites 
parallèles aux longues arêtes , passe par ces deux points. 

La distance de la barre au plan ou un point de sa 

osition est quelquefois donnée, Il faut alors planter les 
deux tiges perpendiculairement au plan, quel qu'il soit, 
et marquer sur ces tiges deux points qui se trouvent éloi- 
gnés du plan autant que doit l'être la barre ou le point 


88. Une droite est oblique par rapport à un plan, si elle 
| 8 
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n'est ni perpendiculaire, ni parallèle. Lorsque le plan 
‘est horizontal, l'oblique.est toujours une ligne inclinée, 
qu'elle n'est alors ni verticale , ni horizontale (44). 
On determine ordinairement la position d'une ligne m- 
clinée, au moyen de sa pente , c'est-à-dire au moyen de 
la difference des distances d'un plan horizontal à deux 
oints de cette droite écartés horizontalement d'une unité 
de longueur (80 | 
. Placer une piece de charpente selon une pente donnee. 
Tracez, surleterrain du chantier , deux droites d'équerre 
ao, be (P. I, F. 14). Si la pente est de 68 centimètres par 
mètre, comme doit être celle des chevrons d’un toit en 
tuiles plattes , dans ce pays-ci , vous porterez un mètre de c 
en b et 68 centimètres de cena; puis voustirerez la droite 
ab qui sera la direction de la pièce de charpente. Mais, 
pour que cette direction füt très-exacte , il faudrait au lieu 
’un mètre , porter 3 ou # mètres de c en det 3 ou 4 fois 68 
centimètres de c en a: la pente serait la même, les points 
-&, bse trouveraient plus éloignés l'un de l'autre , et la pe- 
tite erreur que vous pourriez commettre en plaçant la règle 
ou le cordeau sur ces points, altérerait beaucoup moins 
vraie direction cherchée. 
La figure abc étant relevée sur bc verticalement , montre 
e la pièce de charpente , placée selon ab , ferait avec l'ho- 
rizontale dc, un angle b dépendant de la pente. Vous pour- 
riez doncaussi déterminer la position de la pièce , au moyen 
de cet angle de pente. Comme ıl est le plus petit des angles 
e ferait ab avec toutes les horizontales menées par 5, 
c'est celui-là qu'on a en vue, quand on parle de l'angle fait 
avec le plan horizontal , par une droite inclinée ab , de 
même qu'on veut désigner la plus courte des droites qui 
euvent être menées d'un point à une ligne ou à un plan, 
to "on demande la distance du point à la ligne ou 
au p 


89. Vous voyez par lä que pour déterminer langle 
wune droite inclinée ab fait avec le plan horizontal (P. 
tI, F. 44), il faut appliquer le fl-3-plomb en un point a 
de la droite , marquer le point c qu'indique le plomb sur 
le plan, et joindre c au pomt 5 où la droite rencontre le 
même plan. L’angle abc est celui qui est demandé. 
On trouverait d'une manière analogue, l'angle d'une ob- 
lique et d'un plan qui ne serait pas horizontal. Au lieu d'a- 
baisser une vertical e du pointa, il faudrait abaisser de ce 


* PLANS. 59 
même point une perpendiculaire sur le plan, ce qu'on fe- 
rait au moyen de deux équerres (86). 


90. L'ensemble de tous les points communs à deux plans 

ı se coupent , forme leur intersection. 

L’intersection de deux plans est une droite ; car si vous 
joigniez par une droite deux points qui leur fussent com- 
muns, cette droite serait à la fois dans chacun des deux plans 
(83) , et s'il y avait un point commun qu'elle ne prit pas, 
vous pourriez le joindre à deux points de la droit et 
former ainsi une face, un plan limité par trois lignes , qui 
se confondrait avec chacun des plans limits, Or, cela est 
impossible. Donc, la droite qui joint deux des points com- 
muns à deux plans quelconques , prend tous les autres et 
forme l’intersection de ces plans. 

Voilà pourquoi lesouvriers ne s'occupent point de rendre 
droites, Les arêtes qui doivent l'être dans un corps; il leur 
suffit de faire exactement planes, les faces qui se coupent 
selon ces arêtes. C'est aussi pour la même raison, que 
le pli d'une feuille de papier est toujours une ligne droite, 
car les deux parties d'une feuille pliée sont deux faces 
ou plans qui se rencontrent. 


91. Deux plans verticaux qui se coupent, ont une 
verticale pour intersection , parce que le fil-à-plomb 
appliqué à un des points communs , devant être à la fois 
dans chacun des plans (85), se dirigerait nécessairement 
selon la droite d’intersection. 

Un jalon est donc rigoureusement vertical, lorsqu'il 
se trouve dans deux plans verticaux qui se coupent. 

Placer un jalon ou une tige A verticalement ou per- 

iculairement à un plan horizontal (P.I, F. 15). 

Mettez-vous en un point quelconque B; suspendez d'une 
main le fil-è-plomb devant votre œil droit, et avec l’autre 
main , faites les signes nécessaires pour que l’aide amène 
la partie supérieure du jalon , dans le plan vertical qui 
contient le pied de ce jalon et le fil. Prenez ensuite une 
autre position C, et faites la même operation. Si l'aide 
a cette fois le soin de pousser à droite ou à gauche, 
dans la direction AB, le jalon sera vertical, des qu'il se 
trouvera dans le plan qui contient son pied et le fil. Ce- 
pendant , ıl convient de vérifier s'il est resté dans le pre- 
mier plan vertical. 

Il est plus court et plus sûr d'opérer à la fois en B 
et en C; par conséquent , trois personnes sont néces- 
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saires pour placer un jalon exactement et promptement 
dans È verticale de son pied. Neanmoins , un seul 
homme en vient à bout, s’il y met le tempset la patience 
nécessaires. ce 
Observez que l'opération a plus d’exactitude , lorsque 
les directions AB, ACse coupent à-peu-près d'équerre. - 
92. L'espace illimité que laissent entre cux deux 
lans qui se rencontrent, est appelé coin, parce que les 
Heux plans ont alors, l'un par rapport à l'autre, la 
osition des deux grandes faces du coin dont se sert 
e fendeur de bois. Le coin est donc pour les plans, 
ce que l'angle est pour les droites (23). Aussi est-ce au 
moyen de l'angle formé par des droites, qu'on apprécie 


un coin. 

L'indication d'un coin est la méme que celle de l'angle 
de deux droites tracées sur les plans , perpendiculaire- 
ment à l'intersection. Cet angle augmente par multipli 
cation ou diminue par division tout comme le com: 
il se double, si le coin se double, ou ıl se réduit au 
tiers, si le coin s'y réduit. Quand l'angle est droit, il 
en est de même du coin, et les deux plans se trouvent 
perpendiculaires entre eux. 

° Deux plans se rencontrent d'équerre , si l'un renferme 


.une per iculaire à l'autre. 


En effet , la perpendiculaire l'est sur toutes les droites 
du second plan (86); elle l'est donc sur l'intersection 
et sur une droite menée par son pied, d'équerre à 
cette intersection, dans le même second plan. Conse- 
quemment, le coin est droit. \ 

Tout plan vertical est perpendiculaire au plan hori= 
sontal qu'il rencontre; car il contient une infinité de 
verticales qui sont perpendiculaires à tous les plans 
horizontaux (80). Ainsi, la face intérieure d’un mur de 
maison et le plancher forment un coin droit ou sont 
perpendiculaizes entre eux. © 

erifier si deux faces planes d’une pierre sont d’equerre. 

On se sert pour cela d'une équerre évidée ou formée 
de deux règles. Lorsque cette équerre embrasse le coin 
de la pierre , chaque règle, placée perpendiculairement 
à l’aréte de ce com, doit s'appliquer exactement dans 
toute sa longueur, sur l'une des deux faccs. 

Mais, pour opérer avec une grande exactitude, en 
suivant ce procédé, il faudrait vérifier la position dos 
règles par rapport à l'intersection des faces. A est donc 


plus sûr on au moms plus simple de placer une des 
règles contre une des faces et de faire pivoter l'équerre 
sur cette règle, pour voir si, dans toutes les positions, 
l'autre règle s'applique exactement sur l'autre face. 
"il en est ainsi, la première face contient une 
droite perpendiculaire à la seconde (86), et par eonsé- 
ent le coin est droit. . | 

Vérifier si les deux faces inclinées d’un fatte de char- 
pente font bien l'angle voulu. 

Ces faces sont obliques l'une par rapport à l'autre; 
leur coin n'est donc pas droit, et il faut se servir d'une 
fausse equerre à charnière. Vous leverez, avec cet ins- 
trument, sur lépure ou tracé en grand, l'angle obtus 
que doivent faire les deux pans du toit (24); puis vous 
suivrez le premier des deux procédés qui viennent d’être 
donnés pour la vérification d'un coin droit. 


93. Tout plan qui rencontre un plan horizontal, y 
marque une droite de niveau; car l'intersection de deux 
plans est une droite (90), et toute droite située sur un 
plan horizontal est horizontale elle même (85). 

Parmi les droites qu'on peut tracer sur un plan incliné, 
il en est de parallèles qui ont une pente plus forte que 
celle de toutes les autres (80) ; elles sont appelées, pour 
cette raison, lignes de plus grande pente. 

Toute ligne de plus grande pente doit former un 
angle de pente plus ouvert que celui d'une autre droite 
quelconque, tracée sur le même plan (88)..Par consé- 
quent , elle fait avec le plan horizontal, un angle egal 
à celui du plan incliné , et rencontre d’equerre linter- 
section de niveau, ainsi que toutes les autres hori- 
zontales du second plan. 

Les lignes de plus grande pente ont de l'importance : 
les eaux et tous les corps qui glissent ou roulent sur un 
plan incliné, les suivent toujours, attendu qu'elles 
offrent les chemins les plus rapides et les plus courts à la 
fois, que puissent prendre ces corps pour descendre le plan. 

Tracer une ligne de plus grande pente. 

Vous déterminerez une des horizontales du plan in- 
ciné (44) et vous n'aurez plus qu'à élever, dans ce plan, 
une perpendiculaire en un point quelconque de l'hori- 
zontale ; cette ferpendiculaire et ses parallèles seront 
des lignes de plus grande pente. 


94. Le plan vertical qui contient une ligne de plus 


64 ‘  ÉXTRACTION DE RACINE: 

ré, ou comme le produit d'un antre nombre multiplié par 
lui-même, et il faut pouvoir trouver cet autre nombre. 
L'opération de calcul qu'on fait pour cela , se nomme ex- 
traction de racine quarrée ou simplement ertraction de ra 
cine: elle est indispensable à la pratique de la Geometrie. 


uelle est la racine de23 495? PREUVE. 
2.34.25 | 153,0522.. 0 
13 CE — 
92 303 
4600.00.00.00 | 30605 
69750 306102 
852960 13061042 
2451075461 ....... 7 


Je partage le nombre 23425 en groupes de deux chif- 
fres chacun , en allant de droite à gauche. Le 1er groupe 
à gauche peut conséquemment contenir un ou deux chif- 
fres. Je prends la racine quarré 1 du plus grand quarré 1 
contenu dans Je premier groupe 2, et j'écris cette racine 1 
à droite du nombre 23 13 , comme le diviseur d'une di- 
vision. De 2, je retranche le plus grand quarré 4 quil 
contient, et j'écris au-dessous le.reste 1. 

À côté de ce reste , j'abaisse le 4€r chiffre 3 du 2€ groupe 
et j'ai 13. Je double le chiffre 1 de la racine et j'obtiens 2 


que j'écris au-dessous, à la place ordmaire du quotient, 


une division. Je divise 15 par ce nombre 2. 

Le quotient 6 peut être trop grand pour la racine. Je 
l'essaie en le supposant écrit à la suite du diviseur 2 et en 
multipliant lenombre 26 quien résulte , par cemême quo- 
tient 6. Pour que 6 convienne à la racine , ıl faut que le 

roduit puissese retrancher du reste 4 du 4" groupe, suivi 
ke tout le second 34, c'est-à-dire du ngmbre 154. Tout 
cet essai, qui consiste en une multiplication et une sous- 
traction dont on n'a pas besoin de connaître le reste, se 
> fait par la pensée, sans rien écrire, comme l'essai d’un 
quotient, quand le diviseur a plusieurs chiffres. 

Je vois ainsi que 6 est trop grand. Je le diminue donc 
d'une unité et j'essaie 5 de la même manière. Trouvant 
le chiffre 5 bon pour la racine, je l'y écris à côté du chiffre 
4. Je l'écris. aussi à côté du diviseur2 , ce qui donne 25. 
Je multiplie 25 par le à de la racine, et je retranche de 
154, en écrivant successivement les chiffres du reste, comme 


- --  Sije faisais une division. Je trouve par là que le reste est 9. 


A côté du reste 9, j'écris le 4er chiffre 2 du 3° groupe 
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25, et j'ai 92. Je double le nombre 15 de la racine, et 
j'obtiens 30 que j'écris vıs-A-vis de 92, au-dessous de 15. 
Je divise 92 par 30 et j'essaie le quotient 3, comme j'ai 
essayé tout-à-l'heure 6 et 5. Trouvant le chiffre 3 bon 
pour la racine, je l'y écris à la suite de 45 et je l'écris 
aussi à la suite du dıviscur 30 , ce qui donne 503. Mul- 
tipliant 303 par le chiffre. 3 de la racine et retranchant 
le produit à mesure queje le forme, du reste du 2€ groupe, : 
suivi de tout le 3°, c'est-à-dire du nombre 925, j'ai pour 
reste 16. 

L'opération est alors terminée, si l'on ne veut pour; 
racine qu'un nombre entier. Cette racine est 153; le 
reste 16 montre que le nombre 23425 excède d'autant 
le quarré de 153. Si au lieu de 23425 nous eussions eu 
23409, nous aurions trouvé 153 pour racine , sans aucun 
reste. Mais, quoique incomplète , la racme 153 ne dif- 
fere pas d'une unité de la vraie racine, puisque 4 mis à 
la place de 3 dans 155, serait trop fort, même pour la 
division de 92 par 50. D'ailleurs , 154 a pour quarré 23716, 
nombre bien plus grand que 25425. 

Il en est donc des racines comme des quotiens : elles 
ne sont pas toujours complètes. Dans tous les cas, leur 
recherche se fait, ainsi que vous venez de le voir, au moyen 
de la division, de la multiplication et de la soustraction ; 
ceux qui savent bien exécuter ces opérations, n'éprou- 
veront donc aucune difficulté à pratiquer l'extraction de 
racine. | 

Il est souvent nécessaire d’avoir une racine moins dif- 
férente de la véritable, que celle qui est exprimée par 
un nombre entier. La même opération suffisamment con- 
tmuée , permet d'approcher aussi près qu'on veut de la 
racine exacte. Il suffit d'écrire à la suite du dernicr reste, 
autant de groupes de deux zéros, qu'on désire de décimales. 

Supposons qu'on veuille obtenir la racine de 23 425 à 
moins de 4 dixmillième près. Je devrai pousser l'extrac- 
tion jusqu'aux dixmillièmes, ou trouver les quatre pre- 
mières décimales de la racine, et par conséquent , j'écri- 
rai quatre groupes de deux zéros à la suite du reste 16. 

Cola fait, je continuerai de diviser chaque reste joint 
au 4er chiffre du groupe suivant, par le double du nom- 
bre déjà écrit à la racme, jusqu'à l'épuisement de tous 
les groupes de zéros; mais je séparcrai du nômbre entier 
153, par une virgule, les nouveaux chiffres que je mettrai 
à Ja racine. Ainsi, je diviscrai 160 par 306, puis j'écrirai 
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le quotient 0 à la suite de la virgule et à la suite de 
300. Si je multipliais 3060 par-0, et que je fisse la 
soustraction du produit, jobtiendrais évidemment pour 
reste 1600. Je passe donc ces deux opérations, et je 
divise tout de suite 1600 suivi du 1°" zéro du 2€ groupe, 
ou 16000, par 3060. Cela me donne 5 à la racine et 6975 
pour reste. A côté de ce reste, j'écris le 4er zéro du 3e 
groupe; je divise 69750 par 30610; j'obtiens 2 à la ra— 
cine et 85296 pour reste. Enfin, je divise 852960 par 
506 104 ; j'obtiens 2 à la racine et pour dernier reste 
2407546, ou plutôt 0,024 075 16. 

La racine de 23425 est donc alors 1453,0522. Elle se 
trouve encore moindre que la vraie ; mais n’en différant pas 
d'un dixmillième, elle peut bien étreregardéecomme exacte. 

Si aulieu du nombre entier 23425, on avait le nombre 
254,25, la recherche de la racine se ferait absolument de 
la même manière ; seulement, 1l faudrait former les gro 
de deux chiffres à partir de la virgule, et mettre une vir- 
gule à la racine, dès qu'on aurait employé tous les chiffres de 
la partie entière 254. La racine serait alors 15,305 22. 

La preuve par 9 de la multiplication, fournit un moyen 
facile et expéditif de vérifier une extraction de racine. Ad- 
ditionnez les chiffres de la racine et ôtez 9 à mesure que 
vous le pourrez ; formez le quarré du reste; additionnez 

‚les chiffres de ce :, en Ötant tous les 9; ajoutez le . 
nouveau reste aux chi du reste de l'extraction, en étant 
les 9; vous obtiendrez un troisième reste qui, si l’opera- 
tion a été bien faite, sera égal à celui que donnera le 
nombre proposé, quand vousen aurez additionné les chif- 
fres' etıöte les 9. 

Ici, le reste de la racme est 0; le quarre de o est o; le 
reste de l'extraction donne 7, et le nombre 25425 donne 7 
aussi. Par conséquent , l'opération est très-probablement 
bonne. 

Il faut observer toutefois que la preuve par 9 ne fait 
point apercevoir l'erreur qui provient d'un trop petit 
uotient ; cette preuve réussit , lors même qu'un ou plu- 
sieurs chiffres de la racine sont trop fubles. Il faut donc 
faire en sorte qu'ils ne le soient pas. Or, riea n'est plus 
facile : 11 suffit de prendre les divers quotiens aussi grands 
u'ils peuvent l'être, comme pour la division ordinaire. 
Jans cette operation, on est averti de l'insuffisance des 
quotiens , par les restes qui surpassent alors le diviseur , 
tandis qu'ils devraient être momdres. Dans l'extraction 
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de racine , il n'en est ainsi ; mais on est certain que 
le quotient ou le chiffre mis à la racine n'est pas tro 
petit, quand le reste est moindre que le double de la 
partie de racine déjà trouvée, augmenté d'une unité. 

Par exemple, dans la racine 153,05 obtenue après la 
he division, le dernier chiffre 5 est suffisamment d, 
é le reste 6975 est moindre que le double de 
5305 augmenté de 4 ou moindre que 30644. Si je 
mettais k au lieu du dernier 5, j'aurais 37 584 pour reste, 
15304 pour racine , et comme 37 584 est plus grand que 
1-2 fois 15304 ou 30 609, j'en conclurais que la racine 
45 304 est trop petite d'une unité au moins. 


POLYGONES, 


97. On donne le nom de polygones aux faces planes 
dont les limites sont des lignes droites. Elles présentent 
des angles , des sommets et des côtés, en même nombre. 
Les angles se trouvent tous ouverts en dedans (P. II, 
F. 16) ou bien les uns ont cette position , tandis que les 
autres sont ouverts en dehors (F. 17). Dans le premier 
cas , le polygone est dit à angles saillans, et dans le se- 
cond, à angles rentrans. C'est de la première espèce qu'il 
va être question , attendu qu'un polygone de la deuxième 
peut toujours être décomposé en plusieurs polygones à 
angles saillans : il suffit, pour cela, de tirer des droites 

es que AB, BC, appelées diagonales : elles donnent 
les figures ABD , BEFC, ABCG qui ne renferment aucun 
angle rentrant. 

Vous voyez que les diagonales d'un polygone sont des 
droites qui joignent deux sommets séparés par un autre 
ou plusieurs. 

out angle ABC (F.16) formé par un côté AB de 
polygone et le prolongement BC d'un des deux côtés qui 
rencontrent celui-là, est appelé angle extérieur. L'angle 
ABD de deux côtés du polygone est dit intérieur. 

Un polygone qui a tous ses angles égaux et tous ses 
côtés de même longueur, est régulier. 

Deux polygones dont l'un est la copie réduite de l'autre 
(68), sont dits semblables : les angles du premier sont 
égaux aux angles du second ; les angles égaux sont placés 

le même ordre, sur les deux figures ; il en est de 
même des côtés correspondans , c'est-à-dire des côtés qui 
joignent les sommets des angles de même indication ; en- 
fin, deux côtés correspondans sc coutiennent le même 
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nombre de fois que deux autres côtés correspondans 

quelconques. 
TRIANGLES. 

98. Le plus simple de tous les polygones est celui qui 
a trois côtés et trois angles'; on l'appelle triangle. 

La somme des trois angles d’un triangle égale celle de 
deux angles droits ;'car si vous prolongez fe côté AB(P. II, 
F. 18), et que vous meniez par le sommet B, une droite 
BD parallèle à AC, vous aurez l'angle DBE = A son cor- 
respondant (47); l'angle CBD= C comme alternes-inter- 
nes, et vous savez que les trois angles ABC, CBD, DBE, 
faits en un point B , du même côté de la droite AE, va- 
lent deux angles droits (34). 

Remarquez que, dans un triangle, chaque angle ex- 
terieur CBE, est la somme des deux angles intérieurs 


A, C, qui ont des sommets différens du sien (97). . 


99. Construire un triangle avec trois droites 4, B, 
C, dont une quelconque est moindre que la somme des 
deux autres ®. IL. 19). 

Ce tracé est absolument le méme que celui du n° 6. 
Tirez une droite et portez-y la longueur A, de Den E; 
puis du point D, avec B pour rayon, décrivez un petit 
arc; et du point E, avec C, décrivez un second arc qui 
coupe le premier en F} joignez enfin FAD etäE, vous 
aurez le triangle DEF dont les trois còtés auront les lon- 
gueurs données. 

Il faut, pour qu'il y ait possibilité dans le tracé, que 
chaque droite soit moindre que la somme des deux autres, 

arce que, dans un triangle, chaque côté est plus petit que 
Ja somme des deux autres qui forment une ligne brisée. 

Delà le moyen de lever un angle sahs fausse-équerre 

(24). Supposez qu'il s'agisse de l'angle formé par les traces 

e deux murs sur un plancher. Vous mesurerez une lon-- 
gueur AB sur l'une de ces traces (P. II, F. 20), une lon- 
gueur AC sur l’autre, et la distance des points B, C; puis, 
avec ces trois longueurs, vous construirez, par exemple, 
sur l'une des faces d'une pierre, un triangle dont l'angle 
opposé à la longueur BC, sera précisément égal à l’an- 
gle A. 


100. Cônstruire un triangle dont on connaît deux 
côtés et l'angle qu'ils forment. 


nest pas nécessaire de connaître les trois côtés d’un 
triangle, pour le tracer. Si vous avez l'angle A, par 
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exemple (P. II, F. 24), et les longucurs B, C des côtés 
ı le forment , vous faites un angle D égal à l'angle A 
(7 ; vous portez sur les côtés de l'angle D, les longueurs 
‚C; de Den Ecten F; puis vous tirez la droite EF 
qui achève le triangle DEF. 


404. Construire un triangle dont on a deux angles A, 
B et le côté C qui joint les sommets de ces angles (P. II, 
F. 22). 

Tala une droite et portez-y la longueur C, de Den E; 
faites sur DE, au point D, un angle égal à A (27), et 
au point E, un angle égal à B. Les autres côtés de ces 
angles achèveront le triangle DEF en se coupant au point F. 


102. Le triangle qui a deux côtés égaux , est dit syme- 
trigue. Les fermes d'un toit à deux pans, les faces de 
toit qui remplacent des pignons, sont des exemples de 
triangles symétriques. 

Dans un triangle eymétrigue ABC (P. II, F. 23), 
il y a égalité entre les angles A, C opposés aux côtés 
:gaux BC, BA; car la perpendiculaire BD donne DA=DC: 

10). - 

( Lorsque vous leverez un angle par le procédé du n° 99, 
al sera bon de faire symétrique le triangle BAC (F. 20), 
en prenant AB égale à AC, sul y a possibilité ; vous n'aurez 
alors qu'une seule longueur à mesurer et à noter, car ayant 
mesuré AC, vous pourrez rapporter cette droite sur AB. 


103. Le côté AC qui, dans un triangle symétrique (P. 
II,F.25), n'est pas égal aux deux autres, se nomme a 
triangle. La perpendiculaire BD abaissée sur cette base, 
du sommet B opposé, est la hauteur. Mais en général, 
on appelle hauteur d'un triangle quelconque, la perpen- 
diculaire abaissée d'un des sommets, sur le côté opposé, 

rolongé s'il le faut, et ce côté est alors regardé comme 
a base du triangle. 

Construire un triangle symétrique dont on connait la 
base B et la hauteur H (P. II, F. 24). 

Tirez une droite sur laquelle vous porterez la base B, 
de A en C; élevez une Derpendiculaire au milieu de 
AC (45); portez la hauteur H sur cette perpendicnlaire, 
de D en F, puis joignez E aux points A, C; vous aurez 
le triangle symétrique AEC. | 

Construire un triangle symétrique , quand cn connaît 
le ES H et la longucur L des côtés égaux (P. II, 


- 
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Elevez une perpendiculaire au milieu d’une droite quel- 
conque AB; portez la hauteur H de C en D ; décrivez de D, 
avec la longueur L, un arc qui coupe AB eh deux points 
E, F; joignez enfin D à E et à F; vous aurez le triangle 
symétrique EDF. | 

Construire un triangle symétrique , quand on connaît 
la base et la longueur des côtés égaux. 

Vous connaissez réellement les trois côtés et vous pouvez 
employer le procédé du n° 99. 

onstruire un triangle symétrique, quand on connaft la 
longueur L des côtés égaux et leur pente (P. II, F. 26). 

Elevez une perpendiculaire aumilieu d’une droite quel- 
conque AB. Sila 
vous porterez 5 décimètres de C en D, 41 mètre de CenE 
(80), et la longueur L sur la droite ED , à partir de E. Vous 
marquerez ainsi un point F. Décrivez de ce point, avec FE, 
un arc qui coupe AB une seconde fois en G, puis joignez 
Fà G; vous aurez le triangle symetrique EFG. 


104. Le triangle ABC qui a ses trois côtés égaux (P. II, 
F. 27), est dit équilatéral ("). Ses trois angles sont aussi 
égaux, car des angles opposés à des côtés de même lon— 
gueur, dans un triangle, peuvent toujours se couvrir exac- 
tement (104). Il s'ensuit que chaque angle d'un triangle 
équilatéral est de 60°, puisque leur somme est de 180° (98). 

Le triangle équilatéral est un polygone regulier, car ıl 


Satisfait aux conditions de régularité énoncées dans le n° 97. 


Construire un triangle équilatéraldont on connaît le côté. 
Connaissant un côté, vous connaissez les trois; vous 
pouvez donc cmployer le procédé du n° 99. 


105. Le triangle ABC (P. II, F. 28) dans lequel se 
trouve un angle droit B, est appelé triangle rectangle. Les 
équerres bien faites en sont des exemples. On nomme 
hypothenuse le côté AC opposé à l'angle droit. 

Puisque la somme des trois angles d'un triangle donne 
1800 et que l'angle B est de 900, Zes deux angles aigus 4,C 
d’un triangle rectangle valent ensemble 900. Lors donc 
quun tel triangle est symétrique, comme ABC, chacun 

es angles aigus A, C qui sont égaux , est de 450. 

Construire un triangle rectangle, quand on connaît les 
deux côtés A, B de Fan le droit, (P. I, F. 29). 

Elevez une perpendiculaire au milieu d’unedroite quel- 
conque CD (43); portez l'un des oötes donnés , A par 
__ _ rr 





* Prononcez écuilutéral. 


ente est, par exemple, de 5 décimètres, . 


let 
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exemple, de E en F, ct l'autre B, de E en G; joignant 
Fà G par une droite, vous aurez le triangle rectangle FEG. 

Construire un triangle rectangle, quand on connatt 
Phypothénuse A et un côté B de l'angle droit (P.I,F. 50). 

Elevez une perpendiculaire au milieu d'une droite quel- 
conque CD; portez la longueur B sur l'une ou sur l'au- 
tre de ces lignes, à partir de leur intersection E; décri- 
vez du point F aınsı obtenu, un arc qui ait pour rayon 
la longueur A de l'hypothénuse et qui coupe EC cu ED; 
joignez à F le point G donné par cet arc, et vous aurez 


le triangle rectangle FEG. 


Comparaison des Triangles. 


106. Dans plusieurs cas, on peut prononcer que deux 
triangles sont égaux ou que l'un couvrirait l'autre exac- 
tement , sans avoir besoin d'en mesurer les angles et les 
côtés. 

Deux triangles quelconques, ABC, A'B'C' sont égaux 
(P.I, F. 32). | 

40 Quand les côtés de lun égalent les côtés de l'autre, 
c'est-à-dire , lorsque AB=A'B', BC=B'C’, CA=C'A'; 

20 Quand un angle de Tun égale un angle de Pautre, 
et que les côtés du premier angle ont mémes longueurs que 
ceux du second; lorsque, par exemple, l'angle A=A', 
AB=A'B', ACZA'C' ; 

30 Quand un côté de Fun a méme longueur qu'un côté 
dé l'autre , et que les pile formés par le premier côté , 
égalent ceux qui sont formés par le second; lorsque, 
exemple, BCC" =B’, C=C. FOOT, PIE 

Il est facile de reconnaître en effet que, dans tous ces 
cas, le triangle A’B’C’ couvrirait exactement ABC, si 
trois des côtés et des angles qui forment le premier, étaient 
appliqués sur les trois parties qui leur sont égales dans - 
le second. Observez toutefois qu'au nombre des trois 
parties doit se trouver un côté; il ne suflit pas que les 
trois angles d'un triangle soient égaux à ceux d'un autre, 
pour que ces deux faces puissent se couvrir exactement. 

Vous verrez tout aussi facilement que deux triangles 
rectangles se recouvrent ou sont égaux, lorsque Thy, 
thénuse et un petit côté de lun egalent Phypothénuse et 
un petit côté de l'autre. 

combinant ces principes et les tracés des triangles 


(99, 100, 101, 405), on pärvient aisément à faire de 
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plusieurs manières, un triangle qui soit égal à un trian- 
gle donné. , 

107. Deux triangles ‘peuvent avoir la même superficie , 
sans pouvoir se couvrir ou sans être égaux. On dit alors 
quis sont les quelcong al 

Jeux triangles qu ues sont équivalens, quand la 
base et la hardeur de Pun égalent 1a baue et la hauteur de 
Pautre. Ainsi, deuxtriangles ABC, ADC (P. II, F. 33) qui 
ont mème base AC, sans avoir les mêmes angles, et dont 
les sommets B, D se trouvent sur une parallèle à cette base, 
sont équivalens; car ils ont des hauteurs égales, puisque 
ces hauteurs sont les perpendiculaires BE , DF comprises 
entre les parallèles AC ‚BD (45). : 

En effet; chaque triangle peut être considéré comme 
composé de bandes infiniment étroites et disposées paral- 
lèlement à la base. Il y a le même nombre de bandes dans 
les deux figures, attendu que les hauteurs sont égales. De 
plus, toute bande ac de l'un égale la bande correspondante 
a'c' de l’autre; car ac, a’c’ sont contenues dans AC, comme 
Be, Df dans la hauteur commune BE ou DF (67), et 
puisque Be—D/, on a aussi ac—a’c’. Les deux superficies 
“ se composent donc d'un même nombre d’elemens égaux ; 
elles ont par conséquent, la même étendue ousont équi- 
valentes. ı 

Construire un triangle qui soit équivalent à un triangle 
donné ABC. . 

Il suffit de mener par un sommet B, une droite BD 
parallèle au côté opposé AC, et de joindre un point 
quelconque D de cette parallèle, aux extrémités de AC. 

Partager un champ triangulaire ABC en un cer- 
tain nombre de triangles equivalens , 5 par exemple 
(P.D,F.34). 0 o. 

Divisez AC, un quelconque des cötes, en autant de 
parties égales qu'on demande de portions (65); puis, 
joignez les points de division D, E, au sommet opposé B. 
Les triangles ABD, DBE, EBC seront équivalens, puis- 
qu'ils auront des bases égales AD, DE, EG et mème hau- 
teur BF. | ° | 

.108. Les superficies de deux triangles de méme hauteur 
se contiennent comme leurs bases. 

Si, par exemple, la base CE du triangle CBE (P. II, 
F. 54), est contenue 3 fois dans la base AC du triangle 
ABC, la superficie du premier se trouvera contenue aussi 


COMPARAISON DES TRIANGLES. 73 


3 fois dans celle du second; car portant CE autant de fois ‘ 
qu'on le pourra sur AC, ct joignant les points de division 
au sommet B, on formera dans ABC, trois triangles équi- 


valens à CBE (107). 


109. Deux triangles qui renferment un méme angle, 
se contiennent comme les produits des côtés de cet angle, 

Soient les deux triangles ABC, abc ( P.H, F. 55), 
tels que l'angle B—b. Le premier contient le second comme 
- ABXBC contient ab bc. Placons abc sur ABC, de façon 
que l'angle 5 couvre son égal B ; le petit triangle prendra 
. la position a'Be'; Ba’ égalera da ; Be’ égalera de, et si nous 
menons a’C , les deux triangles de même hauteur ABC, 
BCa’ donneront la proportion N 08) 

ABC : BCe' :: AB : Ba’. 

Maisles deux triangles BCa’ , Bc'a’ ont aussi même hauteur, 


et consequemmeut .- 
BCa' : Bc'a' :: BC : Be’. 


i - Multipliant ces deux proportions l'une par l'autre, nous 


obtiendrons | | 
ABCXBCa' ; BCz'X Bc'a' :: ABXBC : Ba’ XBe. <> 


Divisant les deux termes du premier rapport par BCa', on ' 


a enfin 
ABC : Bca! :: ABXBC : Ba'XBc’. 
ou ABC : abc :: ABXBC | abX bc. 


410. Toutes les relations de similitude ou ressemblance 
97) ont licu à la fois pour deux triangles ABC, abe 
P. I, F. 55), et ces triangles sont par conséquent 

semblables , 1° lorsque deux angles quelconques 4 , B 
du grand sont égaux à deux angles a, b du petit. D'abord, 
le troisième angle C—c, puisque chacun est l'excès de 1800 
sur A-+B-ousur @+5. Ensuite, si l'on place le petit trian- 
gle sur le grand, de manière que l'angle b couvre B, ae 
prendra la position de ac’ parallèle à AC, attendu que les 
angles correspondans a’ et À sont égaux (79: Conséquem- 
ment, ba devenu Ba’ est contenu dans BA, comme de 
devenu Bc' l’est dans BC, comme ac devenu a'c! l’est 
dans AC (67). | 

20. Deux triangles sont semblables, lorsque deux côtés 
quelconques de même rang se contiennent comme deux 
autres côtés de méme rang, c'est-à-dire quand AB contient 
ab, comme AC contient ac, comme BC contient de. 
Portons ba de B en a’ et bc de B en c’; alors Ba’ sera con- 


40 
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tenu dans BA, comme Bc' dans BC, et a'c’ se trouvera 
parallèle à AC. Or il s'ensuivra que AC contiendra a’c', 
comme AB contient Ba’ ou ba. Ainsi a'c' égalera ac, et 
le triangle Ba'c' egalera abc (106). Mais les angles de Ba’c’ 


- «galent ceux de ABC (47); donc il en est de même des 


angles. de abe , et toutes les conditions de similitude sont 
remplics. 

30 Deux triangles sont semblables, lorsqu'un angle du 
grand égale un angle du petit, et que les côtés du premier 


angle contiennent leurs correspondans du second le méme. 


nombre de fois; quand, par exemple, l'angle B—B et que 
AB tient ab, comme BC contient bc. Plaçons l'angle. 8 
sur l'angle B, de manière qu'il le couvre ; a tombera en 
un point a’, c en un point c’, et le triangle Ba c’ sera égal 
à bac (106). Mais, parce que AB contiendra Ba’ comme 
BC contient Be’, a'c’ se trouvera parallèle à AC (67). Donc 
AC contient a’c’ ou ac, comme AB contient ab ; l'angle 
d ou a égale A (47); l'angle ©’ ou c égale €, et toutes 
les conditions de similitude sont remplies. 4 

40 Deux triangles sont semblables, lorsque les trois 


” côtés de l'un sont parallèles aux trois côtés de l'autre ; 


tar alors les angles du grand sont égaux à ceux du petit (47), 
et l'on retombe dans le premier cas. 
bo Deux triangles sont semblables, lorsque les trois 


_ cétés de Pun sont perpendiculaires aux trois côtés de 


l'autre : il en résulte aussi l'égalité des angles, car si l’on fait 
tourner l’une des figures, de manière que chacun des côtés 

- exécute un quart de conversion, ces côtés deviennent tous 
en même tems parallèles à ceux de l'autre triangle. 


_ 411. Deux triangles semblables se contiennent comme 
les quarrés numériques de deux côtés correspondans. 


. Pourles deux triangles semblables ABC, abe (P.IL,F.35), 
96) ABC AP, En effet, l'égalité des angles B, 
on a ( ) The abb” neñet, l'ég té des angles B, 5 
| ABC ÄBXBC à. 4 . 
donne (409) ee" Mais il suit de la similitude que 
BC_AB On peut donc mettre le second de ces rapports è 
de ab ABC ABICAB 
la place du premier. Par conséquent, — Sax 
Ainsi, on n’a pas besoin de mesurer les superficies de 
deux triangles semblables , pour. connaître combien de 
fois le grand contient le petit : il suffit de mesurer deux 
oôtés correspondans AB, ab, de faire le quarré de chacune 
de ces longueurs et de diviser le grand quarré par le petit 


(97). 
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Si, par exemple, AB—15m et que ab—5m , le quarré 
de AB sera 225 ; celui de ab sera 25. Divisant 225 par 
25, vous trouverez 9 pour quotient , et vous en conclurez 
que le triangle ABC contient 9 fois le triangle abc. 

Partager un champ triangulaire ABC en 4 portions 
Gale (PU, Fe 90) a égal x 

Ivisez e côté en deux parties égales (43); joignez 
les milieux , per des droites DE. EF , FD; Leno Li 
quatre triangles , et chacun de ces petits triangles sera le 
quart du grand. | 

En effet, DF est parallèle à BC (65); par suite, l'angle 
ADF égale son correspondant B (47), et comme l'angle 
A est commun aux triangles ABC, ADF, ces deux figures 
sont semblables. Or, AB contient 2 fois AD; sı donc vous 
prenez AD pour unité de longueur, AD—1 et AB=2. Par 
conséquent , le : de AB est 4, celui de AD est 1, et 
ABC contient 4 fis ADF. Vous verrez de m&me que CEF 
est le 2e de ABC, que BDE en est le 3° quart , et 
vous conclurez que DEF en est le 4€ ; ou bien vous recon- 
naltrez facilement qu’en vertu des parallèles (66), les # petits 
triangles ayant leurs côtés correspondans égaux, sont égaux 
(106); d'où il résulte aussi que chacun est le quart de ABC. 

Partager un champ triangulaire ABC en 9 portions 
égales ( P.II, F. 37). . 

la racine de 9, comme vous avez pris tout-à- 

l'heure celle de 4, pour savoir en combien de parties 

égales vous devez diviser les côtés. Cette racine est 5 ; par- 

ez donc AB, BC, ACchacun en 3 parties egales (65), et 

joignez les points de division de deux côtés, par des paralle- 
les au troisième ; vous formerez ainsi 9 triangles égaux. 

Ces deux exemples suffisent pour montrer comment on 
partage un triangle quelconque en autant de portions égales, ‘ 
que l’exprime le quarré d’un nombre entier. 

Réduire un triangle. 

C'est souvent la reduction de la superficie qu'on indique, 
plutôt que celle des côtés, et d'ordinaire cette réduction. 
de la superficie est exprimée par une fraction qui a l'unité 
pour numérateur et le quarré d'un nombre entier pour 
dénominateur. Il s'agit, par exemple, de réduire le 
irrangle au ?, au ? , au -',, etc. Dans un tel cas, vous 
extrairez la racine du dénominatcur, vous la donnerez 
pour deneminateur à l'unité, et la nouvelle fraction in- 
diquera la réduction convenable des côtés. Ainsi, on 


76 COMPARAISON DES TRIANGLES. 


effectuerait la réduction de la superficie au 7; , en opérant 
celle des côtés au +, puisque 4 est la racine de 16. 

Quant à la réduction des côtés, elle se fait par le pro— 
cédé décrit dans le n° 68, et l'on construit le triangle 
demandé, en employant les longueurs réduites, comme 
le prescrit le n° 99. | 

Copier un triangle en grand. 

Veut-on, par exemple, que la superficie de la copie 
soit quadruple de celle du modèle ? vous extrairez la ra- 
cine de 4, et cette racine 2 vous apprendra que les 
côtés doivent étre doublés. Il ne s'agira plus que de re- 
courir au n° 99, pour construire le triangle demandé, 
avec des droites doubles de celle du triangle donné. 


412. Tout triangle rectangle ABC est partagé en deux 
triangles qui lui sont semblables , par la perpendiculaire 
BD abaissee du sommet de l'angle droit sur l'hypothé- 
nuse (P. II, F. 28). 

En effet, l'angle A appartient au grand triangle ABC 


et au petit ADB; l'angle C appartient au grand et au 


moyen BDC. D'ailleurs, ADB et BDC ont chacun un an- 
gle droit, comme ABC (110). 

Les deux petits triangles étant semblables au grand , 
sont évidemment semblables l'un à l'autre. 

Le quarré numérique de l'hypothénuse égale la somme 
| des quarrés numériques des deux autres côtés d'un triangle 
rectangle. 

Si, par exemple, le côté BC—=4M et que AB=5", le 
quarré de l'hypothénuse AC sera 25, somme des quarres 

6 et 9 des nombres 4 et 3. 

En effet, les trois triangles rectangles ABC, BDC, ADB 
étant semblables, se contiennent comme les quarrés de 
leurs hypothénuses (141). Or, le grand triangle est la 


somme des deux petits. Donc, le quarré de son hypo- - 


thénuse doit valoir la somme des quarres des hypo— 
thénuses des deux autres triangles, c’est-à-dire des côtés 
BC, AB de l'angle droit B. | 

Voilà pourquoi il est prescrit de donner aux cordons 
du cordeau-équerre (22), des longueurs qui soient entre 
elles comme 4 , 4 et 5. Le quarré 25 du dernier nombre 
valant la somme des quarrés 9 et 16 des deux premiers, 
il s'ensuit que le cordeau tendu forme un triangle rec— 
tangle dont l'hypothénuse cst le plus grand des trois 
cordons. | 
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Mesurer la longueur de la rampe droite d'un escalier 
qui doit commencer en A et finir en B (P. Il, F. 51). 
Cette rampe n'étant pas construite, il n'y a pas lieu d'y 
appliquer la mesure. On ne peut pas non plus employer 
une corde tendue de A en B, car le poids d'une corde, sì 
faible qu'il soit, l'empêche de former une ligne droite, 
toutes les fois qu'elle n'a pas une position verticale. Enfin, 
le procédé du n° 82 ne donnerait peut-être pas une exac- 
ttude suflisante. Vous pourriez, à la vérité, vous servir 
d'une règle qui serait assez épaisse pour ne pas fléchir sous 
son propre poids; mais on n’en a pas toujours sous la main, 
qui soit telle et assez longue. Il est donc bon de savoir, 
calculer la longueur d’une ligne inclinée AB, au moyen de 
la longueur horizontale AC et de la hauteur verticale BC, 
qu'il est toujours facile de mesurer. 
La verticale du point B et l'horizontale AC qu'elle ren- 
contre , sont d'équerre et forment conséquemment avec 
un triangle rectangle. Faites donc le quarré de la lon- 
gueur AC et le quarre de la longueur BC; additionnez ces 
deux quarrés, pour avoir celui de l'hypothénuse AB; puis 
extrayez la racine de la somme ; cette racine sera la lon- 
gucur de AB. La formule de ce mode de mesurage est 
H=|/CXC+C"XC', dans laquelle Cet C' représentent les 
côtés de l'angle droit. Le signe | indique qu'il faut 
extraire la racine quarrée de la quantité placée dessous. 
Si, par exemple, AC—12", et que BC—9",5, la formule 
donne H-/ PS1 BXI = Take" 00,25 
—l 254 25—15*,505 22, pour la longueur de fl'hypo- 
thénuse ou de la rampe AB (86). Aucun autre mesurage 
ne la ferait connaître avec un pareil degré d’exactitude. 
C’est ainsi qu'on peut trouver la longueur de l’hypothé- . 
nuse du triangle rectangle, toutes les fois que les longueurs 
des deux côtés de l'angle droit sont connues. Il serait plus 
exact d'achever par ce moyen le mesurage d’une rampe qui 
ne pourrait être parcourue, que d'employer le procédé. 
prescrit dans le n° 82. u 
On veut faire, avec des planches de 6 mètres , un au- 
vent qui abrite une largeur de 5% ; quelle est la pente à 
donner ? ; 
. Si vous supposez que l'horizontale AC ait 5m (P.II,F.31) 
et que la ligne inclinée AB ait 69, la verticale BC sera la 
pente totale du toit à construire, et il s'agira de calculer 
a longucur de cette verticale. Or, le triangle ACB est rco- 
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tangle, et par conséquent, le quarré de l'hypothénuse AB 
égale le quarré de Äc , plus fe quarré de DC. Donc, ce 
dernier quarre est la difference des deux autres. Retranchez 
donc de 3561, quarré de AB, le quarré 25mm de AC, vous 
aurez pour reste 14” qui serale quarré de BC. Extrayant la 
racine de 11"® jusqu'aux millièmes, vous trouverez 3",316 
pour la pente totale BC. La pente pour 1%, serait le 
cinquième de 32,316, puisque AC=bm, Si donc les po— 
teanx qui soutiendrout le bout A des planches doivent 
avoir 2, le bout B devra être placé à 8,316 du sol. 

- Voilà qui vous montre comment il faut calculer la lon— 
gueur de l'un des petits côtés de tout triangle rectangle , 
quand on connaît celle de l’autre et celle de l'hypoténuse. 

formule de ce mesurage est C=/ (HXH—-C’XC'). 

On se propose de bdtir une maison dans l'angle B de 
deux chemins d'équerre ( P.I, F. 28); la façade qui 
regardera le sommet B, aura 15 mètres de longueur et 
devra faire le même angle avec les deux directions BA, 
BC. A quelles distances de B faut-il marquer les extré- 
mités de cette facade, pour qu'elles soient sur les bords 
. des deux chemins ? 

La‘ façade AC formera avec les directions BA, BC, 
un triangle symétrique, puisqfe les deux angles A, C 
doivent être égaux (102). Les longueurs BA, BC seront 
donc égales, et comme le triangle ABC est rectangle, 
le quarré de AC vaudra le double de celui de BA, par 
exemple , ou bien le quarré de BA sera la moitié du 
quarre de 15". Or, le quarré de 15* est 225””. Prenant la 
moitié, vous aurez 442"",5; extrayant la racine jusqu'anx 
millièmes, vous trouverez 10*,606 pour la distance BA 
et pour la distance BC. La droite qui joindra les points 
À, C ainsi déterminé, aura 15° à À millimètre pres. 

Ce calcul est un exemple de celui qu'il faut faire , toutes 
les fois qu'il s'agit de trouver les petits côtés d'un triangle 
symétrique et rectangle dont on connait l'hypothénuse. 


La formule de ce mesurage est Cf, /HXH, 
| 2 
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Toute face qui est limitée par quatre lignes droites , se 
nomme quadrilatère O) Il n'y a rien de particulier à dire 
sur les quadrilatères dont les côtés opposés se coupent 





(*) Prononcez couadrilatère. 








Base B, la hauteur 
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quand on les prolonge ; mais souvent ces côtés opposés 
sont parallèles, et les formes qui en résultent méritent 
l'attention, à cause de leur emploi dans les arts. 


Trapèze. 


413. Un quadrilattre ABCD (P. IL F. 59) qui a deux 
tés parallèles AB,CD, est appelé trapèze ; le plus grand, 
CD de ces côtés en est la grande base, et le plus petit AB, _ 
la petite base. Lorique les côtés concourans AD, BC, sont 
égaux , le trapize est dit symétrique. Cette dernière forme 
se rencontre les toits appelés mansardes , dans la clef 
d'une plate-bande en pierres taillées , dans les assemblages 
en queue d’aronde, etc. 

Tracer un trapèze mar que dont on connaît la grande 

et la longueur L des côtés concou- . 
rans (P.UI,F. 39). 

Tirez une droite et portez-y la base B de C en D; 
élevez une perpendiculaire au milieu de CD, ou en tout 
autre point (43); prenez EF—H ; menez par F une pa- 
rallèle à CD; pus écrivez des points C, D , avez L pour 
rayon, deux arcs qui coupent cette parallèle chacun en 
deux points, et joignez aux extrémités de la base CD, les 
mtersections A, B, les plus voisines de F ; vous aurez le 
trapèze symétrique ABED. 

ı au lieu de la longueur des côtés concourans, on 
connaissait la petite base, ıl faudrait en chercher la moi- 
ue (62), puis porter cette moitié sur AD, à droite et 
à gauche de F. 

Si au lieu de la grande base, c'était la petite qui füt 
donnée, avec la longueur Let la hauteur H, vaus devriez 
joindre aux points C, D, les mtersections G, H les 
plus éloignées de F. Le résultat serait alors le trapèze 
CDHG. 

Ces divers cas vous montrent qu'il faut trois choses 
pour déterminer un-traptze symétrique , c’est-à-dire, pour 
construire une face de cette forme , dans laquelle il n'entre . 
rien d’arbitraire. …. 

Parallélogramme. 
115, Un quadrilatère ABCD (P. IE, F. 40) dont los 


côtés opposés sont parallèles, est nommé parallélogramme. 
La hauteur de cette figure est la distance de deux côtés 
opposés ; la base est alors l'un de ces cötes.. 
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‘ Les côtés parallèles d'un parallelogramme ont méme 
longueur : AB CD, AD=—BC (66). 
Les diagonale: AC, BD sont inégales , car elles appar— 
tiennent à deux triangles ABC, BCD, tels que les deux 
autres côtés de l'un égalent les deux autres côtés de l’autre, 
et la première AC est opposée à un angle aigu B, tandis 
que la seconde BD est opposée à un angle obtus C. 
Enfin, les diagonales d’un parallélogramme se coupent 
ar le milieu. Effectivement, AD==BC , les angles DAE et 
CE, ADE et CBE sont égaux comme alternes-iriternes , 
et pat conséquent , le triangle AED =le triangle BCE ; 
d'où il suit que AE opposé à l'angle D, et CE côté corres- 

ondant, sont de même longueur, qu'il en est de même 
ha DE, BE, et que l'interseciion E des deux diagonales 
se trouve au milicu de chacune. 
Tracer un parallélogramme dont la hauteur H et les 
côtés B,B' sont donnés (P.I, F. 40). 
= Tirez une droite et portez-y le côté B, de D enC; 
elevez une perpendiculaire en un point quelconque de 
CD (38); portez H de F en G; menez par le point G, une 

arallèle à CD'; puis décrivez des points C, D, avec 

' pour rayon, deux arcs qui coupent la parallèle en 
deux points chacun, et joignez à C, D , les intersections 
A, B situées à droite des centres ou les intersections H, I 
situées à gauche. Vous aurez le parallélogramme ABCD 
ou le parallélogramme CDIH qui remplira les conditions. 
. Tracer un parallélogramme dont on connaft un angle 
A et les deux côtés B, C qui forment cet angle 
(P.U,F.41). ne | 

Faites un angle E égal à l'angle donné A (27 ); portez 
. la longueur B, sur Fun des côtés de cet angle, de E 
en F, et la longucur C sur l'autre côté, de E en G; 
décrivez un arc, de F, avec C pour rayon, et de G, 
avec B, un second arc qui coupe le premier en H; joignez 
‘enfin ce point H à F et à G. La figure EFHG sera un 
parallelogramme , et de plus elle sera le seul qu'on puisse 

ire avec les données du problème. 

Vous voyez, par ces deux éxemples, que la détermina- 
tion d'un parallélogramme exige trois choses. 


Losange. 


415. Un parallélogramme ABCD ( P. II, F. 42) dont 
les quatre côtés sont égaux et ohliques les uns sur les 


autres , s'appelle losange. 


QUADRILATERES. 84 
Les diagonales inégales d'un losange se coupent par 
le milieu et dequerre. Elles se coupent par le milieu, 
comme diagonales d'un paralélogramme 114), et'con- : 
sequemment AE=EC. Les deux triangles AEB, EEB 
sont donc égaux (106). Par suite, l'angle AEB=BEC, 
et ces deux angles sont droits (50). - 
Tracer un losange dont on connaît le côté Let une 
diogonale M. 
irez une droite ct portez-y la diagonale M, de A en 
C; puis, des points A, C, avec L pour rayon, décrivez 
deux arcs qui se coupent en deux poinis B, D, et tirez 
les quatre rayons déterminés par ces intersections. Vous 
aurcz le losange ABCD qui satisfera aux conditions. Ainsi, 
deux choses suffisent pour particulariser un losange :. ces 
deux choses pourraient être encore les diagonales ou un’ 
angle et un côté. ! 


Rectangle. 
416. Un parallélogramme ACDE (P. Il, F. 45) dont 


les angles sont droits et les côtés voisins inégaux , se nomme 
rectangle ; de deux côtés d’equerre CD, CA, l’un est 
la base et l'autre la hauteur du rectangle ; les diagonales 
sont égales et se coupent obliquement par le milieu. 

L'égalité des: diagonales AD, CE résulte de celle des 
triangles rectangles ACD, CDE ; ces triangles sont égaux, 
parce que AC=DE et que le côté CD leur est com- 
saun (106). 

L'obliquité des mêmes diagonales l'une sur l'autre, 
provient de l'inégalité des côtés d'équerre AC, CD ; car 
si AC est moindre que CD, par exemple, les angles 
ADC, ECD ont une indication commune au-dessous de 
45° (405), et conséqueminent l'angle CFD surpasse 
900 (8) , US i 

Tracer un rectangle dont on connatt la base B et la 
hauteur H. 

Tirez une droite ct portez-y la base B, de C en D; éle- 
vez au point C ou au point D, une perpendiculaire (58), 
et prenez DE=H ; mencz par E une parallèle à CD et par 
C une parallèle à DE, ou bien décrivez un, arc, de E, 
avec B pour rayon, et de C, avecH, un autre arc qui 
coupe le premier. L'intersection A des parallèles ou des 
arcs ach@vera le rectangle ACDE. 

Deux choses suffisent donc pour déterminer un rec- 
tangle: on pourrait donner aussi une diagonale avec la 
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base ou la hauteur, et dans ce cas, vous trouveriez la 
bauteur ou la base par le second procédé du n° 4105. 


Carre. 
447. Un parallélogtamme dont les angles sont droits et 


les quatre côtés égaux, se nomme carré: ce ‚pelysono 
est le quadrilatère régulier. La figure ABCD (P. II, F. 44) 
présente un carré; sa base CD et sa hauteur AD ont 
même longueur; les diagonales sunt égales et se coupent 
d'équerre par le milieu. | 

| Les diagonales sont égales, parce que le carré est un cas 
particulier du rectangle (446), et elles se coupent d’equerre, 
parce que le carré est un cas particulier du losange (145). 

Tracer un carré dant le côté L est connu. 

Opérez comme pour faire an rectangle dont la base et 
la hauteur seraicnt égales à L (116); ou bien , tracez deux 
droites AG, BD, qui se coupent à angles droits (43); 
décrivez de leur intersection E, avec un rayon quel- 
conque, un arc qui les rencontre aux points F, G ; portez 
L sur la droite FG, de FenH; menez par H une parallèle 
à BD, jusquà AG; menez par A une parallele à FH, 
jusqu'à BD. Vous aurez AB=FH=L (66), et il vous 
restera à porter EA, de E en C et en D. La figure 
ABCD , ainsi tracée, sera un carré, car EA==EB, comme 
EG=EI (67). 

Tracer un cercle autour d'un obstacle qui empéche de 
marquer le centre ou de faire circuler un cordeau. 

Construisez autour de l'obstacle, un carré ABCD dont 
le côté égale le diametre du cercle à tracer (P. II, F. 45); 
divisez chaque côté en douze parties égales (65) ; numérotez 
celles de AB, CD, en allant des extrémités au milieu , et 
celles de AD, BC, en allant du milieu aux extrémités ; 
joignez ensuite chaque point de division d'un demi-côté, 
à celui qui porte le même numéro sur la première moitié 
du côté suivant ; par exemple, le point 6 qui avoisine À 
sur AD, au point 6 de AB; le point 5 de AA, moitié de 
AD, au point 5 de A6 , première moitié du côté suivant 
AB, etc. L'intersection des droites 4.4 et 2.2, celle de 
2.2 et de 3.3, celle de 3.3 et de 4.h, etc., seront des 
points d'une courbe très-peu différente d'un cercle qui 
aurait son centre à l'intersection des diagonales du carré 
et toucherait les quatre côtés à leurs points milieux. 
4,1,6,6. Pour tracer cette courbe, il vous suffira d'en 
joindre les différens points, par des arcs faits à la main; 
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ou bien vous planterez des piquets près de ces points, les 
uns en dedans de quelque peu, les autres de quelque 
peu en dehors; vous engagerez de champ une règle 
ployante entre les piquets, et enfin vous ferez glisser le, 
ong de la règle une pointe à tracer. i 

Planter des arbres en quinconce. . 

Tracez deux droites d’equerre AB, AD (P. II, F. 46 ); 
portez sur l'une et sur l'autre, autant de fois l'intervalle de 
deux arbres , que vous voulez d’allées dans les deux sens 
perpendiculaires ; achevez le rectangle ou le carré ABCD; | 
portez le même intervalle sur les côtés BC, CD, autant 
de fois que les deux autres côtés le contiennent; puis 
joignez les points de division opposés; vous aurez des 
parallèles qui se couperont d’equerre et formeront des car- 
rés. C'est aux intersections de toutes ces droites, sommets 
des carrés, que doivent étre plantés les arbres : ıls seront 
disposés en quinconce, c'est-à-dire qu'ils formeront des 
allées dans tous les sens. = 

Comparaison des quadrilateres. 

418. Deux quadrilatères quelconques ABCD, AB’CGD’ _ 
sont égaux (.P.II,F.47), si la diagonale AC de l'un le 
partage en deux triangles ABC, ACD égaux aux triangles 
A’B’C’, A'C'D', que la diagonale A'C' forme dans l'autre. 
Or, le triangle ABC=A’B’C’, quand les côtés du pre- 
mier égalent les côtés du second ; le triangle ACD=A'C'D' 
dans la même circonstance (106). Nous pouvans donc dire, 
en principe, que deux quadrilatèresquelconques sont égaux 
lorsque les côtés et une diagonale de Pun égalent les côtés 
de même rang et la diagonale correspondante de l'autre. 
Ainsi, quan vous aurez reconnu que AB=A'B’, BC= 
B'C’, CD=C'D', DA=D’A’ et que AC=A'C', vous pour- 
rez aflirmer que la face ABCD=A'B'C'D'. 

Construire un quadrilatère qui soit égal à un quadrila- 
tere donné 4BCD. 

D suffit de tirer la diagonale AC et de construire sur une 
droite A'C'=AC, deux triangles A'B‘C', A'C'D' qui soient 
égaux aux triangles ABC, ACD (99, 400, 401). 


419. Deux trapèzes quelconques sont égaux, lorsque 
les côtés de l'un égalent les côtés correspondans de 
l'autre. Ainsi, pour cette sorte de quadrilatères, ıl n'est 
pas nécessaire de reconnaître si l’une des diagonales a même 


ougueur dans les deux figures. Cela provicat de ce qu'en 
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opérant sur la grande base de l'un , avec les côtés concon- 
rans de l'autre , comme dans le n° 113 , la petite base du se- 
cond devrait. couvrir exactement celle du premier, pour 
pouvoir être placée entre les deux arcs ; alors les deux figu- 
res se confondraient, s 


120. L'évalité des parallélogrammes quelconques a 
lieu dans les mémes circonstances que celle des quadrila- 
téres. Par conséquent , pour les losanges , qui sont des pa- 
rallélogrammes ct dont fes quatre côtés ont même longueur 
CI 15), il y a égalité, quand le côté et une diagonale de 

un égalent le côté et une diagonale de l'autre. 

Partager un parallélogramme en un certain nombre de 
portions egales. | 

Il suffit de diviser deux çôtés opposés en autant de par- 
ties égales qu'on veut de portions, ct de joindre les points 
de division correspondans ; car vous formez ainsi de petits 
parallélagrammes égaux , en nombre égal à celui des por- 
tions, puisque les côtés de chacun sont égaux aux côtés de 
même rang des gutres et que les diagonales correspondantes 
étant parallèles, sont de même longueur (60). 

Deux parallélogrammes sont équivalens , lorsqu'il y a 
égalité entre les bases et entre les hauteurs ; car la diago- 
nale de l'un Je divise endeux triangles équivalens à ceux que 
forme la diagonale de l'autre (107). Ainsi , un parallelo- 
gramme et un rectangle qui, ne pouvant pas se couvrir 
exactement, ne sont point égaux, peuvent pourtant ren- 
fermer la même superficie, | 

Deux parallelogrammes qui ont seulement des bases 
égales , se contiennent comme leurs hauteurs. Si l'une des 
figures a une hauteur double ou triple de la hauteur de 
l'autre , sa superficie est aussi double on triple de la su— 
pérficie de cette autre ; car on peut former dans le grand 
deux ou trois parallélogrammes équivalens au petit. 

Deux parallélogrammes qui ont seulement des hauteurs 
égales, se contiennent comme leurs bases. Il suffit donc 
de mesurer et de comparer ‘ces bascs, pour comparer les 
superficies. Ainsi, dans le cas où l'une des bases serait de 
2 mètres et l'autre de 32, le parallélogramme qui aurait 
la première base , serait les + de celui qui aurait la seconde. 
On pourrait effectivement former dans la petite figure 
deux parallélogrammes, et dans la grande trois qui seraient 
équivalens entre eux. | 


121. L'égalité des rectangles a lieu dans les mêmes 
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circonstances que celle des trapèzes; mais comme les cò- 
tés opposés d'un rectangle sont égaux., on peut dire aussi 
quil y a égalité entre deux rectangles , quand elle existe 
eure leurs bases et entre leurs hauteurs. Du reste , il en 
est des rectangles qui ont seulement des bases égales ou 
sculement des hauteurs égales , coaune des parallelo- 
grammes quelconques , dans les mêmes cas , puisque le rec- : 
tangle a tous les caractères du parallélogramme (116). 

Deux carrés sont égaux dans los mêmes circonstances 
que les rectangles ; mais comme la base et la hauteur d'un 
carré sont égales, on peut dire aussi que deux carrés sont 
fgaur , si le côlé de l'un égale celui de l'autre. 

Partager un rectangle ou un carré en un certain nom- 
bre de portions égales. | 

Il suilit de diviser deux côtés opposés en autant de par- 
ties égales , qu'on veut de portions, et de joindre les points 
de division correspondaus ; car vous former ainsi de petits 
rectangles, en nombre égal à celui des portions ; ils ont la 
mème longueur pour base , un des côtés de la grande figure 
pour hauteur, et par conséquent même superficie. 


Mesurage des quadrilatères et des triangles. 


422. L'unité de mesure des superficies est la super- 
ficie d'un carré qui a pour côté unité de mesure des 
longueurs. Si ce côté est un pouce, l'unité de superficie 
est dite pouce carré , ce qui signifie carré d'un pouce de 
côté ; si le côté est d'un pied, on a le pied carré: s'il 
est d'une toise , d'une lieue, etc., il donne la toise carrée, 
la lieue carrée , ctc. 

- L'ancienne perche carrée présentait un carré dont le 
côté était la perche linéaire ou des longueurs , qui avait 
22 pieds. Un carré dont le côté contenait 10 perches li- 
néaires ou 220 picds , formait l’arpent des Eaux-et-foréts. 

On employait aussi autrefois des rectangles , pour unités 
des superficies : la toise-ligne était un rectangle qui avait 
une toise de base sur une ligne de hauteur ; la toise-pouce 
était un rectangle qui avait une toise sur un pouce; la 
toise-piedétait un rectangle qui avait une toise sur un pied. 

Le carré qu sert à mesurer les superficies, selon 
le systeme métrique ou décimal, se nomme ruillimètre 
carré , sile côté est un millimètre; centinève carré , si 
le côté est un ceutimelre ; déciniètre carré, si le côté est 
uu décimétre ; suëêtre carré ou centiure , si le càté est un 
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mètre; décamètre carré ou are ou que, si 
le côté a 10 mètres: hectomètre nn area ar 
pent métrique, si le côté a 400 mètres; kilometre carré 
ou myriare , si le côté a 1000 mètres , enfin myriamètre 
carré, sı le côté a 10000 mètres. 

On emploie aussi des rectangles métriques , pour unités 
de superficie ; les uns ont un mètre pour base et un mil- 
limètre ou un centimètre ou un décimètre pour hauteur ; 
les autres ont un décamètre pour base, et un mètre ou 
un decımetre pour hauteur. | | 

423. Quelle que soit l'unité de superfig®, un rectangle 
Ja contient autant de fois que l'exprime Ne produit de la 
base , mesurée avec la base de cette unité, multipliée 
la hauteur , mesurée avec la hauteur de la même unité; 
en d'autres termes, la superficie d'un rectangle égale le 
produit de la base par la hauteur. Ce principe a pour 
formule R=BXH. 

Supposons d'abord que l'unité de superficie soit un carré, 
| et prenons pour exemple le rectangle À BCD (P.I, F. 46). 
Sı le cöte du carré est contenu 6 fois dans la base CD, 
nous obtiendrons 6 bandes rectangulaires, en tracant des 
parallèles à CB, par les points de division; et si le mème 
côté est contenu 8 fois la hauteur AD, nous divi- 
serons chacune des 6 bandes en 8 carrés égaux , au moyen 
de parallèles à AB, menées par les points de division de 
AD. Or, il est clair que pour avoir le nombre total 48 
des carrés du rectangle , il suffit de répéter le nombre des 
carrés d'une bande, autant de fois qu'il y a de bandes, et 
cela revient à multiplier 8, longueur de la hauteur AD 
mesurée avec le côté du carré, par 6 , longueur de la base 
CD mesurée avec le même côté. ° 
_ Si donc vous voulez mesurer en mètres carrés la super- 
ficie d'un rectancle tel que ABCD, vous mesurerez sa base 
et sa hauteur avec le mètre linéaire , et vous ferez le pro- 
duit des deux longueurs trouvées. Si vous voulez obtenir 
la même superficie en toises carrées, vous mesurerez la base 
‘ et la hauteur avec la toise linéaire, et vous ferez aussi le 
produit des deux longueurs trouvées. 

Supposons maintenant que l'unité de superficie soit un 
rectangle dont la base ait une longueur b et la hauteur une 
longucur 4 (P. II, IF. 48). Supposons encore que la base AB 
du rectangle ABCD à mesurer , contienne 3 fois 5, et que 
la hauteur AD contienne 4 fois A. Des parallèles à AD 


menées par les poigis de division de AB, donneront 3 ban- 
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des rectangulaires qui auront chacune è pour base et AD 

hauteur ; des parallèles à AB menées par les points 

de division de AD, partageront chacune de ces bandes en 

k petits rectangles qui auront chacun è pour base et À pour 

hauteur. Or, pour conuaître le nombre total 42 de ces pe- 

tsts rectangles , il suffit de répéter le nombre de ceux d'une 

bande , autant de fois qu'il y a de bandes, et cela revient 

a multiplier 4 , longueur de la hauteur AD mesurée avec 
h, par 3, longucur de la base _AB mesurée avec 5. 

Si done il s'agissait de mesurer en toisc-pieds la super- 
ficie d'un rectangle tel que ABCD, vous mesureriez sa base 
AB avecla toisc et sa hauteur AD avec le pied: le produit 
des deux longueurs trouvées vous donnerait le nombre de 
toise-pieds demandé. S'il fallait obtenir la méme superficie 
en rectangles d'un mètre de base, sur un decimetre de 
hauteur, vous mesureriez AB en mètres ct AD en déci- 
metres : le produit serait le nombre des petits rectangles 
contenus dans le grand. 

| 


| 424. Ce qui vient d’être dit du mesurage d'un rectangle, 
i s'applique aussi à celui d'un carré, puisque. le carré n'est 
qu'un cas particulier du rectangle. Il s'ensuit que la toise 
carrée contient 56 pieds carrés, car les deux côtés de la toise 
carrée contiennent chacun 6 pieds linéaires, et 6X6—56. 
Pour une raison analogue, le pied carré vaut 444 pouces 
carrés, le pouce carré vaut nn lignes carrées , la perche 
carée vaut 484 picds carrés, l'arpent vaut 400 perches 
carrées (122). 

Vous voyez aussi que le myriamètre carré contient 400 
kilomètres carrés ou myriares , puisque le myriamètre li- 
néaire vaut 10 kilomètres linéaires. Pour la même raison, le 
myriare vaut 100 hectares , l'hectare vaut 100 ares, l’are 
vaut 100 centiares ou mètres carrés, le mètre carré vaut 
400 décimètres carrés, le décimètre carré vaut 100 centime- 
tres carrés, et le centimètre carré vaut 100 millimètres carrés. 

Le principe du n° 423 montre encore que la toise car- 
rée reuferme 6 toise-pieds, que la toise-pied équivaut à 
12 toise-pouces ou à pieds carrés , et que la toise-pouce 
fait 12 toise-lignes ou 72 pouces carrés. u 

Quant aux rectangles métriques , chacun est le dixième - 
de celni qui a une hauteur décuple de la sieune ; le rec- 
tangle d'un mètre de base et d'un millimètre de hauteur, 

r exemple, est le dixième du rectangle d'un mètre de 
base et d'un centumèire de hauteur. Il s'ensuit que le mètre 
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carré vaut 10 mètte-décimètres. Il est visible d'ailleurs que 
lé mètre-décimètre contient 10 décimètres carrés, que le 
imétrescentimétre contient 100 centimètres carrés, etc. 


495. Mesurer un rectangle en mètres carrés et parties 
rectangulaires ou décimales du mètre carré. 

Mesurez sa base et sa hauteur en mètres et parties du 
mètre. La première contiendra , par exemple , 59,453 et 
Ja seconde 2,52. Vous multiplierez ces deux nombres 
l'un par l’autre ; lé produit 8mm,0 156 indiquera que la su- 

erficie du rectangle vaut 8 mètres carrés et 456 dix-mil- 
Éèmes de mètre carré , ou 8 ınötres carrés , 4 mêtre-centi- 
mètre, 5 metremillimnetres et 6 dixièmes de mètre millı- 
mètre (124). 


Remarquez que les mètres carrésse désignent par deux m. 


426. Mesurer un rectancle en mètres carrés et parties 
carrées. | 

Mesurez la base et la hauteur en métres et parties du 
mètre. Si, comme dans le cas précédent , la première con- 
tient 5M,455, et la seconde 21,52, vous multiplierez aussi 
ces deux nombres l'un par l'autre. Le produit 8mm,0156 
indiquera que la superficie du rectangle renferme 8 mètres 
carrés, un decimetre carré, et 56 centimètres carrés (124). 

Cela vous montre que le second mesurage se fait ab- 
solumeut comme le premier ; seulement, pour obtenir les 
parties carfées ou centesimales du mètre carré, il faut 
partager en groupes de deux chiffres , à partir de la vir- 
gule, les décimales qui accompagnent le nombre de mètres 
.carrés. Si le dernier groupe à droite n'avait qu'un chiffre, 
vous le compléicriez en écrivant un zéro à la suite de ce 
chifire. | 

427. Mesurer un rectangle en hectares. 

Mesurez la base ct la hauteur au moyen de la chaîne 
métrique. Cette chaîne est un décamètre linéaire : elle a 
40 mètres, mesure prise depuis l'extrémité intérieure d'une 
des poignées en fer qui la terminent, jusqu'à l'extrémité 
intérieure de l'autre. Comme les chalnons dont elle est 
formée , ont 5 décimètres chacun, et que les mêtres y sont 
marqués par des anneaux de laiton, de permet d'appré- 
cier les mètres .ct mème les decimetres que contient une 
longueur , en sus d'un certain nombre de décamètres. 

Supposons donc qu'à l'aide d'une chaîne nouvelle , vous 
avez trouvé 15 décamétres, I mètres, 5 décimètres, ou 
45°" 15 pour la base du rectangle , et 9 décamètres, 3 mè- 
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tres, 2 déciumètres, ou 9°®,32 pour la hautear. 

Vous multiplierez l'un l'antre, les deux nombres 
450» 45 et 9°=,32. Le produit 1432,9940 indiquera quele 
rectangle contient 143 décamètres carrés ou ares, 99 cen- 
liares et 40 centièmes de centiares (124).. , 

Mais , ‘on néglige ordinairement les fractions du cen- 
tiare ; par conséquent, le rectangle donné vaut 143 ares 
et 99 cenfiares, ou 4 hectare, 43 arcs, 99 centiares. 

Si vous nögligiez les décimètres de la base et de la hau- 
teur, vous ne trouveriez que { hectare, 43: ares et 22 
centiares. Il ÿ gurait donc une errreur en moins de 77 
centiares, erteur beaucoup trop grande pour qu'on s'ex- 
pose à la commettre. | 

Ainsi, pour mesurer un rectangle en hectares, il faut 
mesurer L' base et la hauteur en décimètres s multi- 

her les deux longueurs l'une autre séparer 6 
décimales et barrer les deux dernières par 

En suivant eette règle, vous auriez, dans l’exemple 
précédent , à multiplier 4545dm par 932dm; vous mettriez 
une virguleentre le 6€ et le 7€ chiffre du produit 1439940; 
vous eflaceriez les deuf premiers à droite, et vous ob- 
tiendriez 1%,4599. 


128. Mesurer un rectangle en toises carrees et par- 
ties carrées de la tolse carrée. a 

Su ns que la base du rectangle soit de 5" 4P' et 

e IE hauteur ait 2! Ori gro 40". Va convertirez ces 
deux longueurs en unités de la plus petite des espèces 
qu'elles renferment , en lignes par conséquent. Elles don- 
neront, la première 4896',la seconde 4 854. Multipliant 
l'un par l'autre ces deux nombres de lignes, vous trou- 
verez 8979264" pour la superficie du rectangle, et il vous 
restera à chercher combien ce nombre de lignes carrées 
forme de pouces carrés, de pieds carrés et detoises carrées. 
A cet effet, vous diviserez 8979 264"! par 144" valeur d'un 
pouce carré ; le quotient donne exactement 62356P?; il 
n'y a donc pas de lignes carrées dans le rectangle proposé. 
Divisant ensuite le nombre de pouces carrés par Dave 
valeur d'un pied carré, vous obtiendrez 4"? pour reste 
et 1535”? pour quotient. Divisant enfin lenombre de pieds 
carrés par 56°" valeur d'une toise carrée, vous trouverez 
pour reste 4P.P et pour quotient 12". Ainsi, le nombre 

97926412" 4’? 4er, ou bien la superficie du rec- 
tangle vaut 12toises carrées, 1 pied carré et 4 pouces carrés. 


12 
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429. Mesurer un rectangle en: toises carrées et par> 
fies rect:ngulaires de la toise carrée. 
. Supposez que la base du rectangle soit, comme dans 
le cis précédent , 5° 4 et que la hauteur ait aussi 2' Ori 
‘8r° 40%, Vousferez le produit de ces deux longueurs, par 
une multiplication complexe, en considérant le multipli— 
eande 2' Ori 8r 40!, par exemple, comme exprimant 
des toises carrées, des toise-pieds, des toise-pouces , 
des toîse-lignes, et en observant que la toise-pied vaut 
+ de la toise carrée, que la toise-pouce vaut = de la toise— 
pied , que la toise-ligne vant - de la toise pouce (124). 

oici Foperation: 

gt 0t-pi 8upo 40"! 





5 4» 
. 40t! 
Pour 3 toises. .... Giri 4» 
: | 4 qui 
Pour 3"? ou 1/s toise. . 4 0 & 5 
Pour 14 0u1/3 de SP! . 2 4 5% 


at que! Qupb gui 2/x 
Le résultat est exactement égaf au précédent 194: 4P-? 
4P-®, car une toise-ligne vaut 864"! dont les 2 font 5761 
ou hr; 4tr° vaut 72PP , et 2:® valent A44PP ou APP, 
Remarquez que je n'ai point fait de produits auxiliaires, 
pour passer des toises carrées aux toise-pouces , puis aux 
toise-lignes. J'ai dit 5 fois 8‘? font 40'r° qui, divisées pax 
42, donnent 3"F et 4'P°; 5 fois 104! font 50"! qui, divisées 
par 12, donnent 4'P° et 2"!. On arriverait toutefois au 
même résultat, en faisant des produits auxiliaites. 


150. Mesurer un rectangle en arpens et perches carrées. 
À l'aide de la perche lméaire, ancienne chaîne d'are 
enteur , longue de 22‘, vous trouverez, par exethple, 
3 perches 5% dans la base et 12° 181 dans la hauteur, 


Faites une multiplication complexe avec ces deux nom- . 


bres , en regardant le multiplicande comme exprimant des 
perches carrées et des perche-pieds, observant qu'il y a 

perche-pieds dans une perche carrée, et décom 
sant les pieds en 11, plus wm certain nombre de fois 2, 
plus 4. Vous trouverez ainsi 2977? 45Pri 15, 

Ayant le nombre des perches carrées, 11 ne s'agit plus 
que de séparer les deux premiers chiffres à droite, dans 
la partie entière, pour avoir le nombre des arpens (424). 
La superficie demandée est donc à-peu-près gun 977 ABER, 


151. Combien faut-il de rouleaux de papier à ten- 
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ture, pour couvrir un pan de mur qui n'a aucune que 
verture , dont le longueur est 538,55 ei dont la hauteur 
est 2m,80? | 

La superficie du mur est 3m,55x2m 809°", 94. Un 
rouleau de papier contient 24 feuilles qui ont environ 0m, 3% 
de hauteur sur 02,546 de largeur. La longueur du rouleau 
est donc 0M,35X24—8m,40. Comptons seulement 8,20 
à cause des rognures. La superficie d'un rouleau sera 
8m,20xX0m,46=5u0m,77, car le rouleau dévelappé est un 
rectangle , comme le pan de mur. Cherchant combien de 
fois 9mm 94 contiennent Jmm,77, nous trouverons qu'il 
faut 2,64 rouleaux ou à-peu-près 2 rouleaux et 16 feuilles, 

Cet exemple vous montre que pour comparer deux 
rectangles guolconques , on doit calculer leurs superficies 
en unités de méme espèce et diviser celle du plus grand 
par celle du plus petit ; le quotient indique combien de 
fois le premier contient le second. 

152. Un rectangle a 4% de base et 10,2 de hauteur. 
On veut en faire un autre qui soit équivalent à celui-là, 
et qui n'ait que 3% de base; quelle hauteur doit-on 
lui donner ? 

Le rectangle dont la hauteur est connue a 4mm 8 de 

perficie. L'autre devant être equivalent à celui-là, aura 
aussi une superficie de 4mm,8. Or, ce nombre doit égaler 
le produit de la base 3% multipliée par la hauteur in- 
connue. Si donc vous divisez 4Mm,8 par JM, yous trouverez 
cette hauteur pour quotient. Ainsi, le nouveau rectangle 
devra avoir 142,6 de hauteur. 


‘ 433. Tout ce qui a été dit du mesurage des rectangles , 
s'applique entièrement à celui des carrés. Mais, comme la 
base ct la hauteur d'un carré sont égales , il suffit , pour 
calculer la superficie d'une telle figure , de mesurer un des 
côtés et de multiplier par elle-même la longueur trouxee. 
Ainsi, un carré dont le côté serait de 4m,7, aurait 22mm 09 
de superficie. Or, ce nombre 22,09 qui résulte de 4,7X,4,7 
est le quarré du côté (96). De là ce principe: le superfi- 
cie d'un carré égale le quarré numerique du cöte. 

Représentant un carré cleonque par C et la longueur 
du ‘côté par L, on a pour formule C=LXL. | 

434. Faire un carré qui soit équivalent à la somme de 
plusieurs autres. | 

Soient A, B, C les carrés donnés (P. II, F. 49). Vous 
tracerez deux droites d’&querre (43); vous porterez sur l’une 
le côté du carré A, de Den È, et sur l'autre le côté du 
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came B, de D en F. Le carré qui serait fait sur EF, vau- 
drait la somme des carrés A, B, puisque les superficies 
sont exprimées par Îles guarrés des côtés (133), et que le 
é de la longueur EF égale la somme des quarrés des 

‘longueurs DE , DF (112). Elevez maintenant une perpen- 
diculaire à l'une des extrémités de EF, au pomt E, par 
exemple (39 ou 10), et portez-y le côté de È, de E en G. 
La droite FG sera le côté d'un carré qui vaudra la somme 
de C et du carré fait sur EF. Si donc vous faites un carré 
avee FG (117), il sera équivalent à la somme des trois 
carrés donnés. | 

Vous pourriez évidemment, par le même moyes, dou- 
bler ou tripler un carré: il suffirait de prendre les longueurs 
DE, DF, EG, égales chacune au côté du carré donné. 


, . 435. On a besoin pour construire des bdtimens, d'uri 
espace carré qui renferme 273,529"; quel est le côté de 
ce carré? Zu 

Le nombre 273529 est le quarre ‘de la longueur du 
pöte (159). Il faut donc en extraire la racine, pour connal- 
tre cette longueur. En opérant comme il est prescrit dans 
le n° 96, on trouve que e côté du carré doit avoir 523". 
Vous construiriez la figure soit au moyen du procédé 116, 
soit au moyen de celui du n° 117. 

Il est visible, d'après cela, que pour avoir le côté d'una 
carré qui soit équivalent à une figure donnée , on doit me- 
surer la superficie de cette figure, puis extraire la racine 
du nombre obtenu. 


436. Si un parallélogramme quelconque et un rectangle 
ont des bases égales et des hauteurs égales , ils sont équi- 
valens (120). La superficie du parallélogramme se mesure 
donc comme celle du rectangle : il faut en multiplier la 
‚base par la hauteur. Ainsi , la formule est P=BXH. 
Supposes e la base CD du parallélogramme ABCD 
P. II, F. 40} ait 6m,50 et que la hauteur FG soit de 
‚25. La formule donneP—6m 50x5m, 25—35mm 4128. 
Vous trouveriez encore le même nombre de mètres carrés, 
si vous mesuriez comme base le côté BC, et comme hau- 
teur une perpendiculaire abaissée sur BC, d'un point quel- 
conque de AD. 

n veut connaître combien coûtera en totalité le cré- 
pi Pun mur de cimetière , et Pon sait que le mètre carré 
se paie 0,48, que la forme du terrain est celle d’unrec- 

| rt deg > que ce rectangle a deux côtés horizontaux de 
425m chacun et deux côtés inclinés de 85%, que la pente 
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totale de ces derniers est de 82,50 et que la hauteur ver- 
ticale des murs sera de 2%. i 

Les murs qui seront élevés selon la rampe, auront pour 
faces à crépir, des parallélogrammes tels que ABCD 
(P.I, F. 5 ) dont la base BC—22 et dont la hauteur 
est l'horizontale AE. Nous calculerons cette hauteur au 
moyen du triangle rectangle AEB, dans lequel BE—8,50 
et l'hypothénuse AB=85”@ ; nous trouverons ( 112) que 
AE=842,573. La superficie de chaque parallelogramme 
sera done 169mm,446. Il faut la quadrupler pour avoir 
la surface totale des deux murs en pente, car ils ont 
chacun une face intérieure et une face extérieure. Or, 
169mm 146%<4—676mm 584. 

Les faces à crépir des deux autres pans de mur, sont 
des rectangles égaux dont la base a 125m et la hauteur 
2m, La superficie d'un de ces rectangles sera donc 123 
X2m—2/40mm ; quadruplant , nous aurons 984mm pour 
la surface totale des deux pans rectangulaires ; ajoutant à 
ces 984mm les 676mm, 584 déjà trouvés , nous saurons que 
la superficie du crépi sera de 4660mm,584 ; multipliant 
enfin 0f ‚45 par ce nombre de mètres carrés, nous obtien- 
drons 747f,26 pour le prix demandé. 

137. Un triangle est toujours la moitié d'un parallé- 
logramme de même base et de méme hauteur ; car si par 
la sommet B du triangle BCD (P. II, F. 40), vous me- 
nez une parallèle à la base CD, et par D, une parallèle au: 
côté BC, vous formerez un parallélogramme ABCD qui aura 
même base et même hauteur que le triangle, et qui le 
contiendra deux fois. Les deux triangles BCD , DAB sont 
effectivement égaux , puisque les côtés de l'un égalent les, 
côtés de l'autre (406 «+ Or, la superficie du parallélogramme . 
est le produit de la base CD multipliée par la hauteur FG; 
celle du triangle BCD sera donc Ta moitié de ce produit. 
Ainsi, pour mesurer un triangle, il faut mesurer la base 
et lu hauteur avec la méme unité, faire le produit des 
deux longueurs trouvées et prendre la moitié de ce produit. 
Ce principe converti en formule , donne TE. 

Le résultat reste le même , quel que soit le côté qu'on 
prenne pour base, pourvu que la hauteur égale la per- 
pendiculaire abaissée sur ce côté , du sommet opposé. 

On veut couvrir la croupe triangulaire d'un toit , avec 
des tuiles plates de 0m,24 sur 0M,16 qui, à cause des 
parties superposées, entrent au nombre de 70 dans. le. 
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mètre carré. La base du triangle a 122,50 et la hauteur 
3m 15. Combien faudra-t-il de tuiles ? soi 
128,00 3,15 __ 


Vous eurez , d'après la formule, T= 


2 
49mm 6875. Multipliant 70 par cenombre de mètres carrés, 
vous obtiendrez en nombre entier 1379, pour la quantité 
de tuiles demandée. 


438. Il peut. arriver et il arrive assez souvent que l'in- 
térieur d'un triangle présente des abstacles qui empêchent 
d’en mesurer la hauteur. Dans ce cas, on prolonge la 
"base AC (P. II, F. 33); on mène une parallele BD à 
cette base, par le sommet opposé B (49 ou 50), et en 
un point quelconque F du. prolongement „ on élève une 
perpendiculaire jusqu'à la rencontre de BD (38). Cette 
perpendiculaire DF=BE hauteur du triangle ARC, puis- 
que ces droites sont’ des parallèles comprises entre .pa- 
rallèles (66). | 

Vous pouvez aussi, au lieu d'employer ce procédé, 
calculer la superficie du triangle au moyen des trois c6- 
tés. C'est même là ce qu'il faut faire, toutes les fois que 
les longueurs de ces côtés sont connues , afin d'éviter le 
mesurage de la hauteur et l'erreur qui.en est inséparable. 

Soit proposé de déterminer la superficie d'un triangle 
dont les trois côtés ant 15m, 25m, 52m,25. Vous ferez 
la somme de ces trois longueurs ; vous prendrez la moitié 
de cette somme 702,25 ct vous aurez 352,425. Cherchez 
alors l'excès de la demi-somme 35,125 sur chaque côté ; 
vous trouverez 35,425—15—20,125, pus 35,125—25 
12,195, puis 35,125—52,25—2,875. Multipliez ensuite 
la demi-somme 35,125 par le 4er excès 20,125, vous 
aurez 706,890 625 ; multipliez ce produit par le 2° excès 
42,425 , vous aurez 8 571,048 828 ; multipliez ce second 
produit par le 3€ excès 2,875, vous aurez 24 644,765 38; 
.extrayez enfin la racine’ de ce troisième préduit (96) » 
vous obtiendrez 156mm,976 pour la superficie du tmangle. 

‚Remarquez qu'il suffit de conserver 6 décimales dans 
chaque produit, lorsqu'on veut se borner aux millièmes 
de mètre carré pour la superficie. Il suffirait d’en con- 
server 4, si l'on voulait se borner aux centièmes de la 
racine quarrée. Bien entendu qu'il faut augmenter d'une 
unité la dernière des décimales conservées , quand la 
première de celles qu'on supprime n'est pas momdre que 5. 

Pour ne point courir le risque de se tromper dans 


les calculs de ce mesurage , il faut les faire d'après la for- 
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dans la- 


cle T représente la superficie du triangle , s la 
Lame des troia côtés, et CC ; C’ chacun de ces côtés. 
Les parenthèses ( ) indiquent qu'on doit opérer la sous- 
traction des deux quantités qu'elles renferment , avant de 
multiplier. 

139. C’est au moyen du mesurage des triangles, 
s'exécute celui d'un quadrilatère quelconque ABCD (an 
F. 47) qui n'est ni rectangle, ni carré, ni. lo- 
gramme , ou dont la forme n'est pas connue, On calcule 
la superficie de chacun des triangles ABC, ACD formes 
par une diagohale (137 ou 138), et la somme des deux 
nombres trouvés donne la superfieie du quadrilatere. 

Il est à observer que la diagonale AC deit être prise 
pour base de chaque triangle , toutes les fois qu'elle peut 
êtré mesurée directement , afin qu'il n'y ait que trois me 

es de longuéuré à effectuer , au lieu de quatre. 
Cependant, sı le ilatère était reconnu trapèze, 
vous n'auriez non plus que trois droites à mesurer, en 
prenant pour bases des deux triangles, les cotés parallèles 
e la figure. Dans ce cas, vous multiplieriez AB, puis CD 
la hauteur EF commune aux triangles ABD, BCD 
GP. F. 39), et vous feriez la somme des moities des 
eux produits ; ou pour éviter une multiplication et une 
division, vous ajouteriez les longueurs des bases AB, CD; 
vous prendriez la moitié du résultat, et vous multiplieriez 
cette demi-somme des bases du trapèzé, par lahauteur EF; 
le produit serait la superfieie chierchée. 

Ainsi, le trapèze égale le produit de la demi-somme 
de ses bases, multipliée par la hauteur. Ce principe con- 
verti en formule , donne T--t XH. : 
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440. Des polygones dont le nombre de cötes surpasse 
4, ıln'ya que les réguliers qui donnent lieu à des tracés 
intéressans (07). Ceux-là sont aussi les seuls dont les pro- 
priétés doivent maintenant nous occuper. Voici néanmoins 
un premier principe qui concerne à la fois les polygones 
réguliers et les irréguliers. Za somme des angles intérieurs 
d’un poly one quelconque s vaut deux angles droits ou 
4800 multipliés par leur nombre diminud de 2. 


% FOLYGONES RÉCULIERS. 

Vous voyez effectivement qu'un polygone ABCDE (P.II, 
F.38)a autant de diagonales dui partent d'un même PA st 
A, que l'exprime le nombre des angles diminué de 3; et 
comme le nombre de ces diagonales est inférieur d'une 
unité à celui des triangles qu'elles forment, il y a autant 
de ces triangles que indique le nombre des angles du 

olygone diminué de 2. Or, ces angles sont composés 
Ke ceux des triangles, et la somme des angles de chaque 
triangle est 1800 (98). Donc, la somme des angles du 
polygone vaut 4800 multipliés par le nombre des triangles 
ou par le nombre même de ces angles diminué de 2; 
rouver l'indication de l'angle intérieur d'un polygone 


régulier. 

Comptez les angles du polygone ; ôtez deux unités de 
leur nombre; multipliez 4809 par le reste, vous aurez la 
somme des indications de tous ces angles. Or, ils sont 
égaux, puisque le polygone est régulier ; si donc vous di- 
visez le produit par leur nombre, le quotient serà l'in- 
dication d'un seul. Ces calculs sont indiqués plus briève- 


ment par la formule X dans laquelle @ repré- 


sente l'angle intérieur et n le nombre des angles du po- 
lygone. 

Voulez-vous connaître, par exemple , l'angle intérieur 
d'un carré? La formule donne a— x ciale = 
900 , ce que vous saviez déjà. Faisant les mêmes 
opérations pour le triangle équilatéral, vous verriez 
son angle intérieur est de 60°, principe qui a été 
dans le n° 404. 


144. Les polygones qui ont plus de # angles onde 4 côtés, 
se nomment p ones s'ils en ont 5 , hexagones s'ils en 
ont 6 , octogones s'ils en ont 8 , décagones s'ils en ont 40, 
dodécagones s'ils en ont 12, pentédécagones s'ils en ont 15. 
Les autres polygones étant rarement employés dans les arts, 
. ne portent pas de noms particuliers, ou bien ceux qu'ils 
ont reçus sont peu usités. 

Tracer un pentagone régulier. 

Décrivez un cercle quelconque ; tracez AB un des dia- 
mètres ( P.II, F. BI ); élevez au milieu une perpendi- 
culaire ; cherchez le milieu E du rayon CD 43); 
portez EC sur EB, de E en F, et BF de Ben 6. La 
corde BG pourra être portée 40 fois exactement sur la 
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circonférence ; elle la: divisera donc en 10 arcs de 560. 
Par conséquent , si vous tirez les cordes des arcs doubles ou 
de 720, vous aurez 5 droites égales (15) qui formeront un 
pentagone régulier BHIKL. Les angles sont effectivement 
égaux comme les côtés , car ils sont tous inscrits, chacun 
renferme entre ses côtés + de circonférence ou 3 fois 
720 ou 2169, et son indication est par suite de 1080 (33). 
Un polygone qui a, comme le pentagone BHIKL , tous 
ses sommets sur une circonférence, est dit inscrit. Lors- 
qu'un polygone régulier est inscrit, le centre de la cir- 
conférence est aussi le centre du polygone , c'est-à-dire le 
point également écarté des sommets, ainsi que des côtés 
qui sont des cordes de même longueur. L'angle formé 
ar des rayons CB, CL menés à deux sommets voisins , est 
angle au centre du mème polygone , et l'indication de 
cet angle égale 3600 divisés par le nombre des côtés. L'arc 
BL est effectivement la cinquième partie de la circonfe- 
rence (15). 


142. Tracer un pentagone régulier dont le côté M est 
donné (P.IL,F. 4), 

Faites un pentagone régulier quelconque BHIKL, en 
suivant le procédé précédent ; portez la longueur M sur 
un côté BL, de B en N; par le point N, menez NO 
parallèlement au rayon CB, jusqu'au prolongement du 
rayon CL, et par le point O menez OP parallèlement à 
BL, jusqu'au prolongement de CB. La droite OP est 
égale à BN (66) et par suite à M; de plus, elle est 
placée comme BL, par rapport aux rayons CB, CL. Si 
donc, avec CO ou CP, vous décrivez une circonférence 
concentrique à celle dont BC est le rayon, vous pourrez y 

orter exactement 5 fois la corde OP, et vous formerez par 
A le pentagone demandé. " 

Ce procédé "est général : il s'applique à tous les poly- 
gones reguliers ; de sorte que pour tracer un polygone re= 
gulier dont le côté est donné, il'faut commencer par 
construire un polygone régulier de méme nom, dont 
les côtés aient une longueur arbitraire. 


143. Tracer un hexagone régulier. 

Décrivez un cercle quelcouque ; prenez une ouverture 
de compas égale au rayon AB {P. ir, F. 52), et portez- 
la, comme corde, sur la circonférence, à partir d'un 
point quelconque B. Vous reviendrez au mème point, 


15 
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après avoir marqué six arcs égaux; et si vous joignez 
chaque point de division au point voisin, vous forme- 
rez l'hexagone régulier BCDEFG. | 

Ce tracé suppose que la corde BC d'un arc de 600, 
sixième partie de la circonférence, est égale au rayom 
BA. Or, cette égalité est vraie : puisque l'angle BAC est 
de 600, les deux autres angles du triangle ABC valent 
en somme 4800-—600 ou 4200 (98), et comme le triangle 
est symétrique, chacun de ces deux angles est de 60° (102) ; 
ce qui apprend que le triangle ABC est équilatéral (104) et 
que par conséquent BC==BA. 


4lkk. Tracer un octogone régulier. 

Décrivez un cercle quelconque, tirez deux diamètres 
d’equerre AB, GD (P. II, F. 55) et joignez leurs extré- 
mités ; vous formerez un carré inscrit ACBD (117). Par le 
ceutre E, menez ensuite des parallèles aux côtés de ce 
carré ; vous diviserez chaque quart de la circonférence en 
deux parties égales (65) ; la courbe se trouvera divisée en 
8 arcs égaux, et par conséquent , si vous joignez chaque 
point de division au point voisin, vous obtiendrez l'octo— 


gone régulier AFCGBHDI. - 


445: Tracer un décagone régulier. 

Il faut faire ce qui a été prescrit dans le n° 144, pour 
trouver la corde de 36°, dixième partie de la circonférence, 
car cette corde est evidemment le còté du decagone régu— 
hier inscrit. Quand la corde BG {P. II, F.. 51) est trouvée, 
on la porte 40 fois sur la circonférence, puis on joint chaque 
point de division au point voisin. . 

446. Tracer un dodecagone régulier. 

Décrivez un cercle quelconque ; tirez deux diamètres 
d'équerre AB, CD (P. II, F. 54) ; de chaque extrémité de 
ces diamètres, marquez des arcs de 600, des deux côtés, 
avec une ouverture de compas égale au rayon. Comme l'arc 
AC==90° et que l'arc AF sera de 600, l'arc EC vaudra 300; 
comme l'arc CF sera de 60°, l'arc AF vaudra aussi 500. La 
circonférence se trouvera donc partagée en arcs de 300 ou en 
douze parties égales; par conséquent, les cordes de ces arcs 


formeront un dodécagone régulier AFECGHBIKDLM. 


447. Tracer un pentédécagone régulier. 

Décrivez un cercle arbitrairement ; cherchéz la corde de 
, 36 degrés (141) et portez-la sur la circonférence, d'un 
point quelconque À en un-point B(P. II, F. 55); rappor- 
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tezensuite le rayon AC, de A en D. L'arc AD sera de 600; 
l'arc BD qui vaut AD—AB, aura done 240 excès 
de 60° sur 360. Or, 240 est précisément la quinzième 
partie de 360°. Vous pourrez done porter la corde BD 
exactement 15 fois sur la circonférence. Joignant cha- 
que point de division au point voisin, vous aurez. enfin 
le pentédécagone demande. 


448. La Géométrie élémentaire ne fournit point de 
rocédé pour tracer exactement les polygones réguliers de 
F 9, 11, 13, 17 côtés, ni ceux dont le nombre de cô- 
tés est multiple d'un quelconque de ces nombres. Quant 
aux multiples des polygones dont vous venez d'apprendre 
la construction, la Géoinétrie n’enseigne à tracer rigou- 
reusement que ceux qui sont indiqués par les nombres 
16, 32, 64 et ainsi de suite en doublant toujours, par 
les nombres 20, 40, 80 et ainsi de suite cu doublant 
toujours, par les nombres’24, 48, 96, etc., et par les 
nombres 30, 60, 120 ; etc. Le procédé est le même pour 
tous ces polygones: il consiste a faire un octogone regu- 
lier insenit, ou un décagone, ou un dodécagone, ou un 
ventédécagone , et à diviser en 2, 4, 8, etc., parties égales, 
es arcs dont les còtés du polygone tracé sont les cordes 
(65). De cette façon , l'octogone régulier , par exemple, 
ournira le polygone régulier de 46 côtés, celui-là produira 
le polygone de 52 côtés, ce dernicr donnera le polygone de 
64 côtés, et ainsi des autres. 

449. Les tracés des polygones réguliers conduisent à 
établir en principe, qu'une circonférence qui passe par 3 
sommets d'un de ces polygones, passe aussi par tous les 
autres; elle est dite alors circonscrite au polygone. Le procé- 
dé au moyen duquel on fait passer un cercle par 3 points 
(63), peut donc servir à circonscrire une circonference 
à un polygone régulier. 

Si du centre À d'un polygone régulier quelconque 
(P. II, F. 56), on abaisse une perpendiculaire sur un côté 
BC, ct qu'avec AD pour rayon, on décrive un cercle, du 
point A, ce cercle aura le côté BC et tous les autres pour 
tangentes (51), car toutes les perpendiculairesAD,AÉ, etc., 
ont mème longueur, attendu que les triangles CAB, 
BAF, etc., sont égaux, par suite de l'égalité qui existe 
entre leurs côtés correspondans (106). Dans cette position, 
la circonférence est dite inscrite au polygone ou bien le 
polygone est dit circonstrit au cercle. | 
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450. L'égalité de deux polygones quelconques a lieu 


dans des circonstances analogues à celles où existe l'égalité 


des quadrilatères (118). J7 faut que les côtés de Tun et les 
diagonales tirées d'un des sommets , soient de méme lon- 
gueur que les côtés correspondans et les diagonales corres- 
pondantes de Pautre ; car alors la première figure se trouve 
composée de triangles égaux à ceux de la seconde, et 
comme les triangles égaux sont placés dans le même ordre, 
les deux polygones peuvent se couvrir exactement. 

Vous pourrez donc faire un polygone qui soit égal à un 
polygone quelconque et donne, en suivant ce qui a été 
prescrit pour copier exactement un quadrilatère (118). 


454. Deux polygones réguliers sont égaux , lorsqu'ils 
porter le méme nom et male côté de De est egal au côté 
de l'autre ; car alors tous les angles (140) et tous les côtés 
du premier (97) sont égaux aux angles et aux côtés du se- 
cond; d'où il suit que les deux figures peuvent sc couvrir 
exactement. 

Construire un polygone régulier qui soit égal à un 
polygone régulier donné, revient donc à tracer un poly- 
gone régulier de même nom dont le côté est connu (142). 


452. Deux polygones semblables sont composés dun 
même nombre de triangles semblables, placés dans le 
méme ordre. | 

Si nous supposons, par exemple, que les angles du 

olygone ABCDE soient égaux aux angles de même rang 

u polygone abcde(P.II,F.38), et que les côtés du premier 
contiennent les côtés correspondans du second le mème 
nombre de fois (97), les trois triangles formés dans le 
premier, par les diagonales tirées du sommet À , seront 
semblables aux trois triangles formés dans le second, par 
les diagonales tirées du sommet a. 

En effet, de ce que l'angle B=d et de ce que AB 
contient ab comme BC contient dc, résulte la similitude 
des triangles BCA, bca (110), et de plus l'égalité des angles 
BCA, bca. Or, de cette dernière égalité et de ce que 
l'angle BCD=bcd, suit que l'angle ACD = acd. La si- 
militude des deux triangles fait d'ailleurs que AC contient 
ac comme BC contient be, et parce que BC contient 
bc comme CD contient cd, AC contient ac comme CD 
contient cd. Les deux triangles ACD, acd se trouvent 
donc dans le cas des premiers et sont semblables. 
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On demontrerait par le même raisonnement, la si- 
militude des triangles suivans , s'il y en avait plus de trois, 
et celle des derniers, comme celle des premicrs. 

Il suffit donc pour prononcer que deux polygones 
quelconques sont semblables, d'avorr reconnu qu'ils sont 
composés d'un même nombre de triangles semblables, 
placés dans le même ordre. 

Pour les polygones réguliers, le caractère de la si- 
militude est beaucoup plus simple: Deux polygones 
réguliers sont semblables, s'ils portent le même nom. 
Alors en effet, les angles de l'un égalent les angles de 
l'autre (140), et deux côtés correspondans se contiennent 
comme deux autres côtés correspondans quelconques, 

uisque dans chaque figure tous les côtés ont même 
ongueur. 

Deux polygones semblables se contiennent comme les 
quarres numériques de deux quelconques de leurs droites 
correspondantes. 

Deux choses se contiennent nécessairement comme leurs 
fractions de même dénominateur , comme leurs moities , 
comme leurs tiers, par exemple. Conséquemment, deux 
polygones semblables doivent se contenir comme les tri- 
angles semblables dont ils sont composés, c'est-à-dire 
comme les quarrés numériques de deux côtés corres- 
pondans ou de deux diagonales correspondantes (111). 

Il s'ensuit qu'un polygone qui a pour un de ses côtés, 
l’hypothénuse d'un triangle rectangle, vaut la somme 
des deux polygones semblables à lui dont les côtés cor- 
respondans sont ceux de l'angle droit. 

Ce principe est applicable aux cercles, car ces figures 
cuvent être considérées comme des polygones reguliets 
‘un très grand nombre de fort petits côtés. En effet, 

plus un polygone régulier a de côtés ct moins il diffère | 
du cercle auquel ıl est inscrit (141); de sorte que le 
nombre des côtés devenant très-grand, il est impossible 
à l'œil de distinguer le cercle du polygone. 

Si donc les droites DE, DF, EG (P. I, F. 49) sont prises 
égales à des côtés correspondans de polygones semblables, 
réguliers ou non, FG sera le côté correspondant d'un 
polygone qui, fait semblable aux polygones donnés, vaudra 


‚leur somme; et dans le cas où DE, DF, EG seraient 


égales aux rayons ou aux diamètres de différens cercles, 
FG donnerait le rayon ou le diamètre d'un cercle 
dont la superficie vaudrait la somme de celles des cercles 
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donnés. Ainsi, vous pouvez doubler, tripler, etc., un poly- 

gone et un cercle , tout aussi aisément qu'un carré (154). 
lteduire ou étendre un polygone. 

L'opération revient à diviser le polygone en triangles 
par des diagonales et à copier ces triangles en peut ou 
en grand (114). Supposons que vous ayez à réduire au 
scizième , un plan (P. II, F. 38) qui présente un poly- 
gone ABCDE formé par un docher A, une croix B, un 
arbre C, l'intersection D de deux chemins, et un mou- 
lin E. Vous prendrez le quart du côté AB, du côté BC 
ct de la diagonale AC, au moyen d'un angle de réduction 
(68) ; vous porterez le quart de AB sur une droite, de 
a eu b; dea, avec le quart de AC pour rayon, vous de- 
crirez un petit arc; de b, avec le quart de BC pour 
rayon, vous decrirez un autre petit arc qui coupe le 
premier en c; et le triangle abc, sera la copie au seizième 
du triangle ABC (4114). Ensuite, vous ferez de la même 
“ manière, sur ac, la copie du triangle ACD, au moyen du 
quart de AD et du quart de CD, puis sur ad, la copie 
de ADE; vous obticndrez ainsi le polygone abcde qui sera 
l'image exacte de ABCDE ct dont la superficie contiendra 
la seizieme partie de celle du grand polygone, étant com- 
posé de trois triangles égaux chacun au seizitme du 
grand triangle correspondant. | 

. Pour achever. la copie du plan, il vous restera a des- 
siner entre a et d, le chemin AD; entre det e, le che- 
min DE; entre a et e, la rivière AE. Ontrace à vue ces 
Lignes du plan, en les dirigeant par rapport à ad, de, ac, 
à-peu-près comme elles sont placées par rapport à AD, 
DE, AE. | 

« Cette application vous enseigne aussi comment il faut 
opérer pour faire un polygone qui soit semblable à un 
polygone quelconque et donné. 


Lever des plans. 


455. Il vous serait maintenant facile, en réfléchissant 
à tout ce que vous avez appris sur les polygones sem- 
blables , de découvrir vous-m&mes les procédés à employer 
pour fuire ou leve; le plan d'un terrain quelconque, car 
ce plan n’est autre chose que la copie réduite du polygone 
ou des polygoncs dont le terrain est entouré ou couvert. 
Nous allone néanmoins appliquer les principes & un des 


In 
cas Ics plus compliqués, afin d’avoir l'occasion de vous 
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fire connaître quelques moyens qui facilitent l'opération 
et la rendent plus exacte. Supposons donc que vous ayez 
à lever le plan de toute une commune, d'un terrain oc- 
cupe par un village, des champs, des haies, des bois, 
des chemins et un ruisseau ou une rivière. 

Croquis. Vous ferez d'abord le croquis, c'est-à-dire 
le dessin à vuc de tout le terrain (P. TV. F.8), et vous 
y placerez les objets, aussi exactement que vous le pour- 
rez, dans les positions qu'ils occupent récllement les uns 
par rapport aux autres. Ce croquis doit ètre fait sur 
une page d'un grand cahier , afin qu'on puisse l'exécuter 
aisément , en tenant le papier d'une main. Vous y tra- 
cerez d'abord le polygone abcdefshi que forment les 
points remarquables situés aux limites ou près des li- 
mites du terrain , puis successivement les quadrilatères ct 
les triangles qui remplissent l'intéricur de ce polygone, 
en allant toujours des plus grands aux plus petits. On 
épronve d'abord quelque peine à faire d'une manière un 
peu nette, un semblable dessin; mais on y parvient 

ıentöt. D'ailleurs, il n'est pas indispensable qu'il soit 
bien dessiné ; on ne s’en sert que pour inscrire les mesures, 
ce qu'on appeile coter , et ‘pour écrire les noms des par- 
ties du terrain. 

Mesuraces. Après avoir terminé le croquis, vous com- 
mencerez les mesurages horizontaux , à la chaîne (72), par 
celui d'un côté ab du grand polygone, ayant som de 
prendre les distances dü point 4 aux points où des alı- 
gaemens importans viennent rencontrer ce côté. Ainsi , 
vous coterez ak, pour marquer l'intersection k de ab et 
de l'alignement d'une partie droite de la rivière; puis 
vous mesurcrez et vous coterez kb. Mesurez ensuite, 
kl, ln, distance donnée par un autre alignement bm du 
bord de la rivière, puis le reste ma du chemin la. Vous 
aurez tout ce qu'il faut pour construire, plus tard, à 
l'échelle, le triangle abl, les deux triangles quil ren- 
ferme et la partie bl du cours de la rivière. L'arrondisse- 
ment se fait à vue; mais vous pouvez aussi prendre la 
distance du coude vu point où se coupent bm et kl. 

Mesurez la largeur de la rivière, soit au point /, soit 
ailleurs, si elle est à-peüu-près la même partout. Dans 
le cas contraire, on la mesure à tous les points où elle 
varie sensiblement, et ilen est de même des chemins 
de voiture, si l'échelle permet de tenir compte de leur 
largeur. Quant aux sentiers qui se représentent par deux 
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traits fort rapprochés et quelquefois par un seul, il est 
inutile d’en prendre la largeur. Les cotes de largeur s’ins- 
crivent comme celles que vous voyez au chemin Le, sur 
la grande base d'un trapèze, quand la petite n'est pas suf- 
fisamment longue. 

Mesurez li et a, , pour avoir les trois côtés du triangle 
ali et pouvoir placer le point i du bois. L'embranchement 
des deux chemins se fait à vue, ainsi que la partie du 
chemin qui va de i au cadre. Pour l'ordinaire, on ne 
détermine rigoureusement que les points situés sur le 
contour du grand polygone ou dans l’intérieur ; voilà pour- 
quoi il est prescrit de prendre ce polygone de manière à 
renfermer tout le terrain dont on veut le plan exact. 

‘Mesurez la largeur du pont et cotez-la, comme celle du 
chemin Le; mesurez ensuite ip donnée par l'alignement Zp 
tangent à la rivière; mesurez aussi pf, ph, ho, hn, on et 
oi. Vous pourrez faire le renfoncement du bois, quorque in 
ne soit pas mesurable, et le triangle iA, bien qu'on ne 
puisse cheminer selon Ih. 

Remarquez qu'en parcourant ainsi le terrain pour me- 
surer , vous trouvez les moyens de corriger les erreurs 
du croquis. Si, par exemple, l'alignèment /A ne passe pas 
en réalité par la rencontre g de la rivière et de la haie tg, 
vous changez convenablement la direction de cette haie. 

Mesurez Ir et rh, en prenant les distances rs , st; pre- 
ncz aussi tg. Si la rivière est trop large pour que th soit 


mesuré à la chaîne, vous emploierez le procédé du n° 74. 


Mesurez tu,uh,uv, vx,vy,uy,ty yz,za',a'y,a't, et conti- 
nuez de décomposer ainsi en triangles , les diverses figures 
du terrain , observant toujours de mesurer les moindres 
rampes horizontalement et d'employer pour former tout 
nouveau triangle, un côté de triangle déjà connu. La 
figure montre au reste comment doit être faite la decom- 
position, et quelles sont les intersections d’alignemens qu'il 
faut coter. 

Les maisons se figurent par masses, et les angles saillans 
ou rentrant de ces masses sont faits droits, à moins qu'ils 
ne soient très-sensiblement aigus ou obtus. Dans ces der- 
niers cas, on prolonge leurs côtés pour former un trian- 
gle symétrique A, tout-à-fait égal à, celui qu'il faudrait 
fare à l'intérieur, pour lever l'angle du bâtiment par le pro- 
cédé du n° 102, et quand on met le plan au net, on co- 
pie ce triangle à l'envers. Observez toutefois que vous pou- 
vez vous dispenser de ces opérations, en cotant les points 
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bù les aligncinens des murs vont rencontret chactın les deux 
haies du jardin. | 
Les mêmes moycns servent à lever le contour d'un bois 
ou d'une vigne et en général de toute figure dont on ne peut 
mesurer les diegonales. Ainsi , la largeur de la route ct sa 
direction BC déterrainée pat les triangles, feront connaître 
les points D, E, d ; le point c sera marqué sur l'alignement 
Bb, à la distance Be de B; le point F de l'alignement GE 
Sera aisément connu ; vous pourrez donc tracer les che-. 
tuins droits De, EG. De mème, les points H, g deter- 
mineront le sentier gf; vous aurez le point f, par la dis- 
tance If; vous pourrez donc marquer le point K di la, 
direction #f est rencoñtrée par le senticr Le; et tracer 
ce chemin dont vous connaitrez dijà le point L. Le point 
æ sera fourni par la distance Ke. Ainsi, vous serez en 
état de dessiner les contours et les divisions du terrain 
couvert de vignes ; sans avoir mesuré une seule de ses 
diagonales, | 6 
| Au resté; Je levet récl d'une petite partie des alen- 
tours d'un village, achevera de vous faire comprendre _ 
toute ecitc manière d'opérer , et vous trouvétez de vous- 
mêmes , ext y pensant un peù, les moyens de vous tirer 
des cas extraordinaires qui pourront se présenter. Mais 
al conviettt de eopier auparavant la figure 8 , en doublant 
les côtés des triangles ef procédant de proche en proche, 
à part du côté ab, comme il a été prescrit ci-dessus. Cet 
exercice vous fera bien voir le but de toutes les opérations 
et vous rendra capables de les appliquer sur le terrain. 
Onrtrtarion. Il en est une dont nous n'avons pas encore 
parlé ; c'est celle qu'il faut faire pour orienter le plan, c'est- 
a-dire, pour y marquer les quatre points cardinaux : nord, 
sud , cs, ouest. Plantez vertiealement un jalon en un point 
M de l'alignement ab, par exemple; marquez sut le sol 
l'extrémité de l'ombre de ce jalon, vers 40h du matin, et 
avec la longueur de cette ombre, decrivez un arc d'environ 
4800 dont M soit le centre. De 10h à midi, l'ombre dimi- 
nuera et quittera la circonférence ; mais son extrémité y 
reviendra après midi, vers 2h . Marquez le point où se 
trouvera eette extrémité à ce moment , et divisez en deux 
les égales, l'arc P qu séparera les deux positions 
‘ extrêmes de Fombre (63). La droite de division MN sera 
dirigée du sud au nord ; vous pourrez la tracer sur le plan, 
#1 vous mesurez Mb, NB, MN ; une ligne droite perpendi- 
eulaire à celle-là indiquera l'est à droite ct l’ouest à gauche, 
| 16 


‘ 
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Gonverriors. Quelques mots maintenant sur les conven- 
tions faites pour representer, dans le dessin au net, les 
diverses parties du terrain et les objets qui s'y trouvent. 
Les champs restent en blanc. Les bois se font comme vous 
le voyez en O. De petits ronds dentelés représentent des 
&rbres isolés : vous en trouvez de tels sûr le bord -de la ri- 
vière, vers le point è. Une ligne droite dentelée par de petits 
zéros, figure une haie. Les masses des maisons sont couver- 
tes de traits fins qu'on trace à la plüme , Sans règle, à peu’ 
près parallélement ; on les appelle hachures. Une église a 
ses hachures parallèles à ses longs côtés; tout autre bàti- 
ment public est couvert de hachures croisées , comme le 
montre le rectangle situé à gauche de l’église : il contient, 
par exemple ; le preslytère , la maison commune ,. l’école 
et le logis du pâtre. Les murs sont figurés par de simples 
traits plus gros que ceux des chemins. Une rivière un peu 
large est couverte de lignes courbes qui suivent les con- 
tours des bords; celles du milieusont plus écartées que 
les autres ; une flèche indique la direction du courant. 
Cette flèche mise près des bords , suffit pour distinguer un 
ruisseau d'un chemin courbe. La figure 4 (P. IT) montre 
comment se fait une prairie ; la figure 2 montre une vigne ; 
la figure 3 montre un étang ; la figure 4 indique un marais; 
la figure 5 indique un petit jardin ou un carreau de grand 
jardin , car lorsque les jardins sont grands, on doit en tracer 
es allées. 

NiveLcemenr. On a besoin, dans certain cas, de connaître 
les hautéürs relatives de différens points d'un terrain dont 
on lève le plan. Il peut étre utile, par exemple, de savoir 
combien le point A de la rivière (P. IV, F. 8)s'élève au- 
dessus du point 5, ou quelle est la pente totale de A en 
b. C'est au moyen d'un niveau d'eau que vous la trouverez 
(44). Placez cet instrument en un point quelconque d'où 
vous puissiez voir b et A; plantez verticalement un jalon 
en b et mesurez la distance de è au point 5’ où le jalon 
est rencontré par l'horizontale du niveau A (P. IH, F. 6); 
‘VOUS aurez l'dévation bb’ de l'horizontale au-dessus de 6. 
Faites la même opération pour le point A; vous aurez 
l'élévation AA’ de la même horizontale au-dessus de ce 
point, si le pied de l'instrument n'a pas varié. Retranchant 
donc la plus petite hauteur AA’ de la grande 5b’, vous 
connaîtrez , par la différence bb" ou Ah”, de combren de 
mètres le point À est élevé au-dessus de 5. Ce nombre 
de mètres est ce qu'on appele la cote verticale du point 
h; celle de dest zéro. 


x 
‘ 
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Si vous opérez de la même manière entre het g(P. IV, 
F.8.), entre get f, entre fet d, etc., vous trouverez 
les hauteurs relatives de tous ces points. Puis, pour avoir, 
par rapport à è, la cote verticale bb’ de g ( P. I, F. 7), 
point plus élevé que h, vous ajouterez à la cote 5b” 

h, la quantité 4%’ dont g est au-dessus de ce point; 
pour avoir la cote verticale 55”, de f, point moins élevé 
que g, vous retrancherez de la cote 5b’ de g, la 
“ quantité ff’ dont fest au-dessous de ce point; etc. 

Toute cote verticale indique donc de combien son 
point est élevé au-dessus du point 5 le plus bas de tous les 
points du plan, et il suflit évidemment de retrancher une 
cote verticale d'une autre, pour savoir de combien le 
point de la {re cote est moins élevé que celui de la 2°. 

Chercher ainsi les cotes verticales de plusieurs points, 
par rapport à un autre, choisi pour point de comparai- 
son, c'est faire un nivellement. 

Les cotes verticales s'inscrivent , sur le croquis, à côté 
des points auxquelles elles appartiennent, et entre paren- 
thèses; sur le plan au net, on les écrit de la même 
manière, à l'encre rouge. 

Il serait possible qu'on.rencontràt un point d qui 
füt au-dessous du précédent f (P. IV, F. 8) d'une quantité 
plus grande que la cote de ce dernier ; qu'il y eût, par 
exemple, 6m de différence entre f et d, tandis que la 
cote de Sf serait 4M. Dans ce cas, on retrancherait la 
cote im de la différence d’elevation 6%; le résultat 
2 serait la quantité dont d se trouverait au-dessous de 
B ou dont 5 se trouverait au-dessus de d. Ce serait d 
qui deviendrait le point de comparaison: 2% serait la 
cote de b, et toutes les cotes verticales déjà tronvécs 
devraient être augmentées de 2. 

D est possible aussi qu'entre deux points d, e, on 
ne puisse pas placer le niveau dans une station d'où d 
et c soient visibles. Il faut alors comparer d à un point 
quelconque G ou E, puis comparer G ou E à c. Un 
point qu'on prend ainsi pour intermédiaire , sans avoir 
besoin de sa cote, est dit point de repère. 

Il est possible enfin que de deux points comparés, l'un 
A (P. II, F. 8) soit au-dessous de l'horizontale et l’autre B 
au-dessus. On doit alors, au lieu de retrancher, ajouter 
les distances AA’, BB’ des points à l'horizontale A'B', 
pour avoir la difference d'élévation BB”. Si les deux 
puints se trouvaicnt à la fois au-dessus de l'horizontale, 
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il faudrait retpaueher , comme dans le cas où ils sont 


tous deus au-dessous, ‘ 


Mesurage des polygo:ıes. 


454. Nous pourrions, à la rigueur, renvoyer pour 
le mesurage des polygones, à celui des triangles, puis 
qu'un polygone quelconque peut toujours se décomposer 
en triangles. Il est clair qu'en mesurant ces triängleg 
et faisant Ja somme de toutes leurs superficies, on au- 
rait celle du polygone. Mais il est des cas où un mesu- 
rage plus expéditif peut être employé, et il en est 
d'autres où la décomposition est impossible. 

Mesurer un polygone régulier quelconque. . 

Cherchez le centre, par des perpendiculaires aux mi- 
Jieux de deux côtés (65); mesurez une de ces perpen- 
diculaires, du centre A en E (P. II, F. 56); mesure 


aussi un côté BF; caleulez la superficie du triangle BAF 


dout vous connaissez la base et la hauteur (137), et mul- 
tipliez cette superficie par le nombre des còtés du polygone 
régulier; vous aurez pour produit ceHe de tout ce poly 
gone, puisqu'il renferme autant de triangles égaux à BAF 
qu'il a de côtés. | 

Soient P la superficie du polygone régulier, C le côté, 
R le rayon AE de la circanference inscrite, et N le 
pombre deg côtés ; on a pour formule pe 

S'il s'agit d’un hexagone régulier, que AB 00 29, et 
que BE =0#, 34, la formule donne p= MA 
0,2958, | i 

Mais au lien de procéder ainsi, yous pouvez bien 
multiplier le côté BF par 6 , ce qui donne la somme des 
côtés ou le contour du polygone, puis multiplier le pro- 
duit par la longucur de AE et diviser le résultat par 2; 
ce calcul fait trouver comme l'autre, 0mm,2958 pour su- 
perficie. On peut donc dire que la superficie d'un poly- 
sone régulier égale la moitié du produit de son contour 
multiplié par la perpendiculaire AE abaissée dy centra 
sur un côté. 


155. Le cercle pouvant être considéré comme un poly- 
gone régulier (152), doit avoir le même mesurage que 
cette sorte de figure. Or, lorsque le polygone se con- 
fond avec. le cercle dans lequel il est inscrit ou auquel il 
est circonscrit, le ceptour est la circonférence, et la 
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dictlaire au côté est le rayon du cerele. Par consi 
went, la superficie d'un cercle égale Ja moitié du pro» 
uit de la cırcönference multipliée par le rayon. 


Si le rayon est de 5m, le diamètre sera Bmx? , la cir- 
conference vaudra 5BX2%C3,141G d'après le n° 19, et la 
superficie égale SX IN IR Mais 

pertici FA rent. > remarquez que 
Je chiffre 2 multipliant et divisant, peut étye supprimé, 
et qu'alors on à, pour la superficie du cercle, BMX 
3,1416%x5m. Remarquez encore que multiplier Je rayon 
bu par 9,1416 et le produit par 5m, revient à faire le 
quarré de ce rayon 5” et'à le multiplier par 3,1416. Nous 
pouvons donc dire enfin que la superficie d’un cercle est 
égale au quarré numérique du rayon multiplié par le nome 
bre 3,1416. La formule abrégée de ce principe, est $.C= 
RXRX3,1416 , si S.C représente la superficie du cercle, 

Pour un cercle dont le rayon serait de 3, on aurait, - 
par la formule, S.C—9mmnX35,1,16—28mm 2744. Ce ré- 
sultat n'est pas exact; il se trouve un pen trop grand; mais 
le produit Yymmx 3,4445 —28mm, 2735 serait trop petit; 
de sorte que la véritable superficie d'un cercle de 31 de 
rayon, est comprise entre 28!1m 2735 et 28mm,274h. Au 
reste, elle diffère beaucoup moins du dernier de ces nom- 
bres que du premier, et enla supposant égale à 28mm 2744, 
op ne fait pas yne erreur d'un centimètre carré. : 

Il p'est pas rare de rencontrer des hommes qui cherchent 
les moyens d'obtenir exactement la superficie d’un cer- 
cle; chaque année mème, plusieurs prétendent avoir 
trouvé ces moyens. Mais , malgré leurs eflorts et ce qu'ils 
appellent leurs succès, le problème est encore à resou- 

re. N'essayez pas d'être plus heureux ; vous perdriez 
votre temps et vos peines ; car en supposant quon put 
trouver Ja quadratwe du cercle, c'est-à-dire la mesure 
exacte de Ja superficie, ce qui est bien loin d’être certain, 
Ja découverte serait fort peu utile, puisque nous possédons 
le moyen d'approcher de la vraie valeur de cette superfi- 
gie , autant que nous pouvons le désirer. u 
Vous avez déjà vu effectivement qu'en multipliant le 
uarré 9 du rayon par 3,1416, vous ne faites pas erreur 
dun centimètre carré ; hé bien ! si vous preniez pour mul- 
tiplicateur le nombre 3,141 593, vous n’auriez pas 4 milli- 
métres carrés de trop, et si vous multipliiez le quarré du 
rayon par 5,141 592 683 59 vous ne vous tromperiez pas de 
30 trilioutémes de mètre carré. Le résultat n'équivaudrait- 
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ficies de talites ces figures, vous devrez et faire la tone, 

toutefois sans y comprendre la superficie du triangie RLS, 

qui ne fait point partie de celle du terrain à arpenter ; ce 

triangle doit étre au contraire retranché de la somme des 

‘ suites figures, attendu qu'on j'a compris dans le trapèze 
BbcC. 


Il n'est pas nécessaire de faire plusieuts multiplications, 
pour calculer la superficie de la partie eEQg; ünc seule 
. suffit. Remarquer en eflet que cette partie du terrain 
égale eENn+nNOo+-00Pp+pPQg , que chacun de ccs 
trapèzes vaut la demi-somme de ses bases multipliee par 
la hauteur en commune à tous (139), et qu'au lieu de 
calculer chaque irapéze séparément, on peut fort bien 
additionner les demi-sommes de bases et multiplier le to- 
tal par la hauteur commune en. Ot, ée total se tom- 
posera évidemment de (jeE+inN)+(inN+100)+(400 
+$pP)+(jpP+4gQ), ce qui revient à !eE-+uN +00 
+pP+iq0. Par conséquent , vous obliendrez la super- 
fiae de fa figure eEQg, en additionnant les longueurs 
jeE, nN, 00, pP, 19Q et multijiliant leur somme par 
en une des parlıes égales de eF. De là ce principe: Pour 
mesurer l'ensemble d'une suite de trapèzes qui ont tous 
méine hauteur et deux à dent une base commune, il 
Jaut faire la somme des bases communes, y ajouter les 
moities des bases ertrémes , et multiplier le total par la 
hauteur d'un trapèze. 


459. Arpenter un terräin limité par une zourbe 5 
dans lequel on peut opérer. i 
Après âvoit tré Ab, une des plas grandes cordes de 
Ja courbe (P. IH, F. 11), vous la diviserez en parties égales 
. et assez pelites pour que les parties correspondantes de 
Ja limite puissent être regardées, sans grande erreut, com- 
me des lignes droites. Vous mesurerez ensuite les cordes 
tracées perpendiculairement à AB, par tous les points 
de division. La superficie eomprise entre les deux pa- 
. rallèles exirémes CD, EF ponrra étre mesurée au moyen 
du principe précédent ; et il n'y aûra plüs qu'à y ajouter 
les tex triangles ACD, BEF, pour avoir la totalité du 
terrain. Or ACD égale le produit de la moitié de CD 
rAG; BEF égale le produit de la moit# de EF par 
3H ; les hauteurs AG, BH de ces iriangles sont aussi 
les hauteurs des trapèzes intermédiaires , et les produits 
des moxiés de CD, EF par la hautcur commune, em- 
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trent déjà dans le calcul de la superficie CDFE. Par con- 

equeut, vous aurez à fort peu près la superficie totale 
ACEBE DA, en multipliant la somme de toutes les cordes 
parallèles par l'écartement de deux cordes voisines. | 

Il s'ensuit ce principe : Lorsque dans une suite de tra- 
pèzes terminée par deux triangles, les figures ont toutes 
méme hauteur et deux à deux une base commune, on 
obtient la superficie totale en multipliant la somme des 

es par une seule hauteur. 

Si le terrain finissait d'un côté par un trapéze et de l’au- 
tre par un triangle, il est clair que dans la somme des bases 
devrait entrer entièrement la basé du triangle et seulement 
la moitié de l’autre parallèle extrême. 

Au lieu de former deux pointes, comme dans la figure 
44, le terrain peut être arrondi aux deux bouts, comme 
dans la figure 12. Il faudrait alors partager AB en par- 
ttes forts petites » pour que tous les arcs de la courbe 

ussent être regardes, saus grande erreur, comme des 

roites. Afin d'abréger le mesurage, vous tracerez, dans 
ce cas, deux perpendiculaires FH ‚IK qui retranchent 
les parties les plus arrondies des bouts ; vous diviserez leur 
ecartement CD en parties égales, d'une grandeur conve- 
nable, pour tracer d'autres perpendiculaires , comme pré- 
cédemment, et vous formerez à vue 4 petits triangles, tels 
que EFG, qui soient sensiblement équivalens aux parties 
retranchées telles que ACG. La superficie FENIKOPHF 
calculée selon la règle du n° 158, différera peu de celle 
du terrain limité par la courbe AENBOPA. | 

Il convient de vous faire observer, en terminant cet 
article, qu'on peut éviter le partage en parties égales de 
eF (P. nt. F. 10), de AB (F. 11), de ch 
cela, on porte à partir de C, par exemple (F. 12), une 
longueur arbitraire CL un certain nombre de fois, 4 je 
suppose, ce qui fait arriver au point M. On opère ensuite 
comme il a été dit, pour la partie de la figure comprise entre 
les parallèles FH, NO, puis on mesure à part les tra- 


ezes ou les triangles des extrémités dont les hauteurs : 


AD, AC sont moindres que CL, et ces superficies sont 
ajoutées à celle qui est déjà calculée. | 


160. Arpenter un terrain quelconque dans lequel on 


ne peut opérer, un bois, une vigne, un étang, par exemple. - 


Pour faire‘ ce mesurage sans équerre d'arpenteur , il 
faut prolonger trois côtés du polygone, de manière à 
45 


(F. m Pour 
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former tm triangle ABC qui embrasse tout le terrain (P. II, — 


F. 43). Ce triangle doit n'avoir aucun de ses sommeis sur 
ceux de la figure donnée , afin que ses côtés étant moins 
longs, soient plus faciles à mesurer. Appli ant le calcul 
du n° 138, on determine la superficie de ABC, et celles 
des petits triangles ADE, BFG, CHI; puis, après avoir 
fait | somme de ces trois dernières, on la retranche de 
ABC. Le reste est évidemment la superficie du terrain 
DEFGHI. 

Avez-vous une équerre d'arpenteur ? marquez par des 
jalons , les pieds A, B (F. 44) des perpendiculaires à un 
côté DI, qui pessent par deux sommets E, H ; marquez 


aussi le pied C de la perpendiculaire abaissée de G sur . 


l'alignement BH (42); plantez enfin un 4® jalon à la ren- 
contre K des alignemens AE, CG. Vous aurez alors un 
rectangle ABCK qui renfermera le polygone douné et dont 
vous calculerez aisément la superficie (127). La moitié du 
produit ADXAE vous donnera celle du triangle DAE ; la 
moitié du produit BIXBH sera celle de IBH; la moitié 
du produit CHXCG sera celle de HCG. Abaissant la per- 


ndiculaire FL, vous formerez un /i€ triangle extérieur. 


FLG et un trapeze EKLF que vous mesurcrez aisément 
. aussi; faisant enfin la somme des 4 triangles extérieurs 
et du trapèze, puis retranchant cette somme de la su- 
perficie du rectangle, vous obtiendrez évidemment pour 
reste celle du terrain DEFGHI. 


161. Arpenter un terrain en pente. 

La vraie superfitie d'un terrain en pente ou d'un 
lygone situé sur un plan incliné, s'obtient comme celle 
d'ane figure dont le. plan est horizontal. Mais, sous le 
rapport des produits agricoles, on doit ne chercher que 
la superficie du polygone horizontal qui se trouverait 
compris entre les mêmes plans verticaux que le polygone 
incliné ; car, si d'un côté les plantes basses peuvent s'éta- 
taler plus amplement sur ce dernier, d'un autre les plantes 
‘à tiges ou à racines pivotantes n’y viennent pas en plus 
grand nombre, et le sol y est toujours moins fertile que 


dans un champ de niveau , attendu que les grandes pluies ‘ 


le depouillent peu-à-peu de la bonne terre. 

= Pour obtenir la superficie horizontale d'un terrain en 

pente , 1 suflit de mesurer horizontalement les droites 
ont la longueur est nécessaire au calcul des triangles’ et 


des trapèzes qui composent le polygogne douné. On agit 
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à cet effet conformément au n° 73, en suivant la marche | 
prescrite dans les trois. dermers articles. 

Remarquez que sì vous calculez la superficie d'un terrain 
au moyen dela figure qu'il a sur un dessin, c’est toujours 
la superficie horizontale que vous tronvez, puisque les 
cotes des longüeurs, inserites au croquis, expriment des . 

istances horizontales (153). Lersqu'on se sert ainsi d'un 
plan dont l'échelle est, par exemple, de 4 millimètre 
pour mètre, le, calcul donne les superficies en millimètres 
carrés, mais il faut regarder le résultat comme exprimant 
des mètres carrés (69.) _ 


162. Partager un terrain en plusieurs portions équi- 
valentes. | 
Soit, par exemple, le polygone quelconque ABCDE 

à partaker en & H délattles quivalens (P. II, F. 15). 
Vous mesurerez d'abord ce polygone. Supposons que vous 
trouviez 667mm, 87. Chaque quadrilatère devra contenir 
Je quart de ce nombre de mètres carrés, on 166mm, 97. 
Divisez cette superficie par la longueur 22,50 de AF 
perpendiculaire sur CB; le quotient 7M,42 sera la base 
‘un triangle égal à la moitié de 466*",97, car cette base 
multipliée par AF donnerait 166"",97 dont il faudrait 
pren la moitié pour avoir la superficie du triangle (137). 
ortez donc 72,42 de B en G; le triangle BAG sera 
moitié d'un des quadrilatères cherchés. Pour trouver 
Pautre moitié, vous diviserez 166mm,97 par 25”, longueur . 
de GH endiculaire sur AE; vous porterez le quotient 
6,68 KA en I, et vous tirerez GI. Le triangle AGE 
dont la superficie sera la moitié de 25"X6",68, vaudra 
la moitié de 166,97, et par conséquent, le quadrilatère 
ABGI sera le premier quart du polygone. | 
Si maintenant vous portez Al de I en K, le triangle 


IGK qui aura aussi GH pour hauteur, vaudra AGI ou 


la moitié de 166*",97. Pour déterminer un autre triangle 
équivalent ou pour achever le deuxième quart du poly- 
gone , vous diviserez 166°“ 97 par 26,75 longueur de 

perpendiculaire sur BC, vous porterez de G en M, 
le quotient 6",25 et vous joindrez les points K, M. Le 
quadrilatère IGMK sera la seconde des portions demandées. 


Vous pourriez former la troisième de la même manière; ©’ 


mais il serait à craindre qu'elle eüt 5 côtés et que la der- 
mire füt triangslaire. Pour être certain d'obtenir encore 
deux quadrilatères , vous calculerez le triangle KDE, au 
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moyen de sa base KE—6 et de sa hauteur DN=12". 
Retrandiant de 166"",97 la superficie 36”” de KDE, 
vous trouverez 130”",97 pour celle du triangle qui ajouté 
à KDE formera le troisième quadrilatère. Si donc vous 
divisez 430°°,97 par 7” moitiédela perpendiculaire DO, 
le quotient 18",74 sera la base KP du nouveau triangle 
KDP ; le quadrilatère KEDP donnera le 3° quart du poly- 
gone, et le quadrilatère restant DCMP ensera la 4° portion. 
Il pourrait arriver que le triangle KDE eût une superf- 
cie plus grande que le quart du polygone donné. Alors et 
s'il vous était mdifférent d'avoir, pour une des parts, un 
triangle ou un quadrilatère, vous retrancheriez 166"",97 de 
‘ Ja superficie de KDE; le reste serait celle d'un triangle à ôter 
de KDE. Pouren connaître la base, vous diviseriez ce reste 
par la moitié de DN ; puis vous porteriez le quotient de K 
en R, par exemple. Le triangle ÂDE serait la 3€ portion et: 
le pentagone KRDCM serait la 4e. Mais s'il fallait absolu- 
ment qu'aucune des parts né fût triangulaire , vous feriez 
‘sur tout autre triangle KEM, KCM, etc., ce qui a été fait 
en ‚premier lieu sur KDE. 
serait possible aussi qu'une des limites du polygone 
fût sinueuse. Vous la decomposeriez en petites parties qui 
ussent être regardées, sans grande erreur , Comme des 
gnes droites, ct vous agiriez sur le nouveau polygone, 
comme dans l'exemple précédent, formant toujours des 
triangles dont l'ensemble produisit une des portions. Bien 
entendu que, dans ce cas, deux, trois, etc., des petites 
arties de la limite sinueuse compteraient pour un seul côté 
e quadrilatère ; de sorte que les parts de terrain seraient 
censées avoir cette figure, quoiqu'elles fussent réellement 
des pentagones, des hexagones, etc. 
Partager un polygone en trois parties, par exemple, 
qui en soit Tune le +, l'autre le À et la troisième les *.. 
L'opération revient encore au partage en portions équi- 
valentes ; car les fractions données, réduites au même dé- 
nominateur, deviennent -&, 5, +33 leur somme doit faire 
et fait effectivement {2 ou 1; et si l'on partage le polygone 
en 12 parties de même superficie, la réunion des quatre 
premières de ces parties donnera les 4 ou le $ du tout, 
‘ensemble des 3 parties suivantes formera les eu le !, 
et le reste se trouvera composé de 5 parties ou de 5. 
Cet exemple suffit pour montrer comment il faut 
partager un polygone en parties exprimées par des frac- 
tions inégales dont la somme est Punité. 
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165. Comme Ja forme du trapèze est assez souvent celle 
des champs, il convient de vous enseigner les procédés parti 
culiers qu'on peut suivre pour partager de semblables ter- 
Partager un trapeze ABCD en un nombre quelconque 

de trapèzes éqüivalens, par des droites qui coupent Nes 
bases (P. III, F. 16). | 

Supposons qu'on venille 3 portions de même superfi- 
cie. Vous diviserez chaque base en 3 parties égales, et 
vous joindrez les points de division correspondans. Les 
trapèzes AEFD, EFHG, GHCB renfermeront effective- 
ment la même superficie, puisqu'ils auront même hau- 
teur et que les bases de chacun seront égales aux bases 
correspondantes de tout autre (139). | 

Partager un trapeze ABCD en un nombre quel- 
conque de trapèzes équivalens , par des droites paral- 
lèles aux bases (P.I, F. 17). 

Voulez-vous d'abord partager le trapèze ABCD en deux 
portions de même superficic? vous raisonnerez comme il 
suit: Si EF èle aux bases était la ligne de division, 
ABEF serait la moitié de la difference des deux triangles 
GCD,GBA, et le triangle GEF vaudrait le petit triangle . 
GBA, plus la moitié de cette différence. Or, la somme d'un 
nombre tel que 7 et de la demi-différence de ce nombre à un 
autre tel que 11, c'est la même chose que la moitié de 7, 
plus la moitié de 7, plus la demi-différence de 7 à 11, ou 
a même chose que la moitié de 7, plus la moitié de 11, ou 
la même chose que la demi-somme des deux nombres ; en 

. 11— 11 tt . 
chiffres , 74274 fe TT TENTE Le tri 
angle GEF serait donc la demi-somme des triangles 
GCD,GBA ; et comme ce sont des triangles semblables, 
"le quarré du côté GE vaudrait la demi-somme des quarrés 
des côtés correspondans GC,GB (141). | 

Par conséquent , pour opérer le partage, prolongez les 
côtés DA,CB, jusqu'à ce qu'ils se conpent en Gr; mesurez 
GB, GC ou GA, GD; faites la somme des quarrés numé- 
riques de ces deux longueurs; puis extrayez la ricine de la 
moitié de cette somme. Le résultat sera la distance de & 
au point E, par lequel il faudra mener une peralkèle EF 
aux bases , pour que le trapèze ABEF ait la même super- 
ficie que le trapèze EFDC. | | | 

S'agit-11 de partager le trapèze ABCD en trois portions 
équivalentes? on double le quarré numérique de GB, 
on ajoute le'produit au quarré de GC, ct l'on extrait la 
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racine du tiers de la somme, pour avoir la distance de 
G au point H, par lequel doit être menée la première 
parallèle aux bases. On trouve ensuite le point I de la 
deuxième , par l'opération précédente faite sur le trapèze 
HCDK. O | 

S'il fallait former 4 portions équivalentes dans le tra- 
pèze ABCD, vous tripleriez le quarré numérique de GB, 
vous l'ajouteriez au quarré de GC , et vous extrairiez la 
- racine du quart de la somme, pour connaître le point 

de la premiere parallèle. Les points des deux autres s'ob— 
tiendraient comme dans le cas précédent. 
. Vous voyez donc que le nombre par lequel il faut mul- 
tiplier le quarré de GB, est lenombre des portions moins 1 ; 
et que c'est par ce nombre même des portions qu'on doit 
diviser la somme du produit et du quarré de GC, avant 
de: faire l'extraction. * . 


DESSIN DES CORPS. 


164, Nous yoici arrivés à l'étude des faces courbes. La 
première chose à faire, c'est d'apprendre à les représenter 
exactement sur le papier ou, ce qui revient au même, à 
dessiner les corps de manière qu'au moyen d’une échelle, ° 
on puisse en trouver les véritables dimensions. 
©: Pour que le dessin d'un corps en donne exactement les 
dimensions , il doit se composer de deux parties: le plan. 
et l'élévation. | | 
Le plan d'un corps est Fensemhle des pieds des per- 
pendiculaires ahaissées des divers points du corps, sur 
un plan horizontal: eu général, ces points sont unis sur 
le plan; par des droites ou des courbes , selon qu'ils le 
sput dans corps par des droites ou des courbes. 

. Placez voire équerre de façon que ses faces triangulaires 
soient horizontales, et placez des fils-à-plomb aux trois 
sommeis. {es fils marquekont trois points sur un plan 
horizontal situé au-dessous de l'équerre, A une distance 
quelconque. Unissez ces points par trois droites, vous . 
‘ aurez ya triangle parfaitement égal aux faces triangulaıres 
de l'équerre. En effet, les fils-à-plomb sont parallèles, et 
leg droites horazontales qu'ils comprennent entre eux sont 
égales, pursqu'alles sant aussi parallèles (66); par conséquent, 
le côtés du triangle fait sur le plan horizontal, sont égaux 
AUX. Gûtés vorrespondans des faces triangulares de l'équerre, 
et il s'ensuit que ce triangle égale chaque face (406). Un 


n .- f 
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tel triangle est le plan de l'équerre ; il en fait connaître 
toutes les.dimensions , l'épaisseur exceptée. Ä 

Il est clair , d’après cela, qu'une pièce de bois coupée, 
d’equerre , dont les deux bouts seraient des carrés et qui 
se trouverait placée verticalement, aurait un carré pour 
son plan; les côtés de ce carré donneraient la largeur 
et l'épaisseur de la pièce; la longueur serait la seule di-. 
mension que vous ne pourriez prendre sur le plan. 

Si une des longues faces de a même pièce était hori- 
zontale, le plan serait un rectangle précisément égal à 
cette face et à la face opposée ; 1l ferait connaitre la lon- 
gueur et la largeur de la pièce, mais il ne donnerait 

cpaisseur ° 

F Observer que les perpendiculaires qui vont des points 
d'un corps, aux points correspondans de son plan , donnent 
les distances des points de ce corps au plan horizontal sur 
lequel il est dessiné. | | 

n géométrie, le plan d'un corps en est la projec- 
tion horizontale ; les perpendiculaires qui le déterminent 
sont appelées lignes projetantes ; mais on peut, sans incon- 
vénient , se dispenser d'employer ces noms. 


165. L’élévation d'un corps n'est autre chose que son 
plan fait sur un plan vertical. Il faut done, pour la dé- 
terminer, abaisser des divers points du corps, des per- 
pendiculaires sur un plan vertical , et généralement joindre 
es pieds de ces perpendiculaires par des droites ou des 
courbes , selon que les points correspondans sont joints par - 
des droites ou des courbes. | 

Notez bien que la position du corps pendant qu'on fait 
son élévation, doit être absolument la mème que celle 

"il avait pendant la construction du plan: le plan et 
l'élévation sont deux dessins inséparables qui se rapportent 
à une seule position du corps. 

Lors donc qu'une équerre est horizontale et que son 
plan est un triangle égal à celui de ses grandes faces, son 
élévation est un rectangle dont les grands côtés-sout ho- 
rizontaux et dont les petits côtés sont des verticales égales 


. à l'épaisseur. 


La pièec de bois verticale que nous avons vue avoir un 
carré pour plan, a pour élévation un rectangle dont les 
grands côtés sont verticaux et d'une lougueur égale à celle 
de cette pièce. 

Quand la mtme pièce , placée horizontalement , a pour 
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plan un rectangle, son élévation est un'carré, si les lon- - 
gues arêtes sont perpendiculaires au plan vertical, et les 
“ côtés de ce carré donnent l'épaisseur. | 

Vous voyez par à, que l'élévation peut faire con- 
naître la dimension que ne fournit point le plan: 

L'élévation d'un corps est aussi appelée projection verti- 
cale ; les perpendiculaires qu'on abaisse sur le plan verti- 
cal pour la déterminer, sont dites lignes projetantas, comme - 
les verticales qui déterminént le plan Ii est visible au reste 
que‘ces perpendiculaires sont des horizontales, et que 
leurs longueurs égalent les distances des points du corps, 
au plan vertical sur lequel l'élévation est dessinée. 

‚Le plan horizontal qui contient le plan d'un objet, et 

le plan vertical qui en renferme l'élévation , sont sou- 
vent appelés plans de projections. 


166. Afin de pouvoir faire sur une même feuille de 
papier , le plan et l'élévation d'un corps, on y trace pa— 
rallèlement au bord inférieur ou supericur, une droite 
un peu forte, comme les lignes de résultat. Cette droite ; 
nommée ligne de terre, est censée l'intersection d'un plan. 
horizontal et d'un plan vertical ; on suppose que la partie 
du papier située au-dessous , est le plan horizontal du ter- 
rain, et que la partie située au-dessus , est un plan verti- 
cal, celui d'un mur par exemple. Il faut s'habituer à con- 
sıderer la feuille comme si elle était pliée selon la ligne 
de terre, de manière que la partie inférieure füt hori- 
zoutale , et la partie supérieure, verlicale. 


‘ 167. Construire le plan et l'élévation d'une équerre 
dont les grandes faces sont horizontales et dont Pun des 
. petits côlés est parallèle au plan vertical. On suppose 
que ce petit côté est éloigné de 04,4 du plan vertical, 
que la face iuferieure de l'équerre se trouve à 02,2 du 
plan horizontal , que l'épaisseur est de 02,02, que le côté 
parallèle au plan vertical a 02,4, que l'autre petit côté a 
Un 3 et que l'échelle est au dixieme. — | 
Elevez en un point quelconque A de la ligne de terre 
YZ(P. HI, F. 18), une perpendiculaire AB ; portez 02,04 
de À en C, et par le point C, menez une parallèle à 
AB; prenez AD et CE de 04,01, puis tirez DE ; prenez 
DI de 04,03, puis tirez FE. Le triangle EDF sera le lan 
de l'équerre , car le côté DE de ce plan doit être parallele 
à la ligne de terre , comme le côté correspondant de l'é- 
uerre (46), et autant éloigné de cette droite, que le côté 
l'est du plau vertical. 


DESSIN DES CORPS: 494 


Maintenant, portez 0m,02 de A en G ét de C en H, 
puis 0m,002 de G en I et de H en K.. Les droites GH, IK 
acheveront Je rectangle qui doit former l'élévation de l'é 
querre (165); car il faut évidemment que le côté GH de 
ce rectangle soit éloigné de la ligne de terre, autant que 
la face inférieure du corps est éloignée du plan horizontal. 

Vous voyez par là que sut le dessin complet d'un corps, 
les distances au plan vertical sont les perpendiculaires à 
la ligne de terre, trac&es dans le plan horizontal, comme 
AF, CE, et que les distances au plan horizontal doivent 
étre mesurées sur les perpendiculaires à la ligne de terre, 
tracées dans le plan vertical, comme AI, CH. . 

Ainsi, non seulement le dessin complet d'un corps 
fournit toutes les dimensions dont on peut sveir besein , 
pour construire ce corps, mais en outre il donne les 
moyens de le placer comme il était placé où comme il 
doit Tetre. Effectivement, il suffirait de faire sur le 
terrain cu sur un plancher, un triangle égal'à EDF, 
d'après l'échelle, et de planter verticalement, aux som- . 
mets de ce triangle, trois tiges égales à AG, pour 
poser l'équerre horizontalement et & une distance de 

m,2 du plan horizontal. 


168. C'est parfois tiniquement pour dontier les vraies 
dimensions d'un corps et indiquer les positions exactes 
de ses parties , les unes par rapport aux autres , qu'on 
fait un plan et une élévation. Dans ce cas, on ne tient 
aucun eompte des distances de ces parties au plan vertical 
ou: au plan horizontal ; ces deux plans n'existant pas, et 
pe devant servir qu'à l'intelligence du dessin, sont placés 
arbitrairement par rapport au corps. Quelquefois même 
on y substitue deux faces de ce corps, sil en a deux 
qui soient perpendiculaircs entre elles, afin de simplifier 
le tracé. | | 
La figure 49 (P. II), par exemple, présente aussi 
bien que la figure 48, les dimensions et la forme de 
l'objet dont elle contient le plan et l'élévation, quoique ce 
soit-la grande face inféricure de l’équerre qui serve de plan 
horizontal, et une des pctitesfaees qui serve de plan vertical. 

Construire le plan et l'élévation d'une piece de bois 

carré, longue de 6, large ds Om,5, épaisse de Om,2, 
… Puisqu'on petit prendre arbitrairement les plans de pro- 
jection , nous supposerons le plan horizontal parallele 
aux larges faces et le plat vertical parallele aux faces 
Ce | 48 


429 SURFACES COURBES. 


étroites. Il sensuivra que les longues arêtes seront pa- 
ralléles à la ligne de terre YZ (P. Ill, F. 20). Faites donc 
un rectangle ABCD, dont les grands côtés aient 62 ou 6 
parties dé l'échelle , et soient parallèles à YZ; donnez 0, 
aux petits côtés AD, BC et prolongez-les sur le plan verti- 
cal; tracez EF parallèlement à YZ; prenez EG et FH de 
Om,2, puis tirez GH. Le rectangle ABCD sera le plan 
‘ dela pièce de bois, et le rectangle EFHG en sera l'élévation. 


SURFACES COURBES. 


169. Les faces courbes des corps, qui ne sont inter- 
rompues par aucune face plauc, sont plus ordinairement 
apriclées surfaces cout bes , probablement parce que cha- 
cune peut être considérée comme l'ensemble d'une mul- 
titude de petites faces planes extrêmement étrortes , dont 
le eorps serait complètement enveloppé (83). 

. Il y a des surfaces courbes réglées , et d'autres qui 
ne le sont pas. Les premières sont celles sur lesquelles une _ 
règle peut s'appliquer de toute sa longueur, au moins dans 
un sens; les positions qu'elle y peut prendre sont pa- 
ralléles, ou bicn elles concourent toutes en un point, 
ou bien elles se croisent sans se rencontrer. Un tuyau de 
poële , une voûte de cave, le pourtour d'une meule, un 
crayon de mine de plomb, présentent chacun une surface 
“courbe réglée selon des parallèles. Un pain de sucre, le toit 
rond et pointu d’une tour, une colonne, un canon de fusil, 
un éteignoir , un sceau évasé, un entonnoir en fer blanc, 
ont chacun une surface courbe réglée selon des concou- 
‘ rantes. Les ailes d'un moulin à vent, une planche gauchie, 

les orcilles ou versoirs d’une charrue, le Lessons en plâtre 
d'un escalier, montrent des surfaces courbes réglées sui— : 
vant des droites qui se croisent sans se rencontrer. Ces der- 
| nières surfaces sont dites gauches ; la Géométrie élémen- 
taire ne s'en occupe point. 


SURFACES CYLINDRIQUES. 


170. Toute surface courbe qui est réglée selon des pa- 
rallèles, s'appèle surface cylindrique; et le corps qu'elle 
enveloppe, porte le nom de cylindre, quand ses autres 
limites sont deux faces planes. | 

Si les faces planes qui forment les deux bouts d'un cy- 
lindre, sont parallèles, le cylindre est complet et ces faces 
en sont les Bases. Si elles ne sont pas parallèles, le cylindre 
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est tronqué ; une des faces planes est prise pour base et 
l'autre est la zroncature. Toutes les droites qu'on peut tra- 
cer sur la surface courbe d’un cylindre complet , vut même 
longueur (95). 

Un cylindre qui a un cercle pour base est dit eirculaire ; 
al est dit oblong ‚sl a pour base une ovale, ou tout autre 
courbe qui soit fermée, comme celle-là, mais non circulaire. 

Lersque les droites de la surface cylindrique sont d'é- 
guerre sur la base, le cylindre est droit ; il est oblique dans 
le cas contraire. | 

Enfin, un corps cylindrique dont l'intérieur est évidé en 
cylindre, forme un manchon cylindrique. Ordmairement, 
les deux faces courbes d'un manchon cylindrique sont équi- 
distantes, c'est-à-dire que leur distance est partout la 
même (*). | | 

D'après ces définitions, wne meule non encore percée, 
un crayon de mine de plomb, le rouleau du laboureur , 
l'âme d'un fusil, un puits, un trou de tarıere fait de 
part en part et d'équerre dans un corps à faces paralliles , 
sont des cylindres droits, circulaires et complets ; uu litre, | 
une quarte, un tuyau de poéle, un auneau plat , une 
cuve sont des manchons cylindriques, droits, circulaires 
et complets, si l'on considère leur matière, et des cy- 
lindres creux, si l'on considère leur vide; les baïgnoires, 
certains cuviers et plusieurs sortes d'autres vases sont des 
manchons cylindriques ou des cylindres creux, droits, 
oblongs et complets. — 

U serait difficile de citer quelques exemples de cylindres 
obliques : leur rareté nous permettra dabreger , eu les 
passant sous silence. 

La droite qui joint les centres des deux faces planes d'un 
cylindre, est l'axe de ce corps. L'axe est toujours parallèle 
aux droites de la surface cylindrique (66). 

471. Dessiner un cylindre droit , circulaire et com- 
plet, dont l'axe est vertical et dont la longeur L et le 
rayon R sont donnés (P. HI, F. 21). 

plan est un cercle égal à la base. Vous décrirez 
donc sur le plan horizontal, au-dessons de la ligne de 
terre YZ, un cercle A qui ait la longueur R pour rayon. 
L'élévation doit être un rectangle égal à celui que for- 





(*) Il serait bon que tous les curps, exécutés en bois, en fer-blauc, 
eic., fassent mis sous les yeux des élèves. 
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‚ment les diamètres tracés dans les bases , parallèlement 
à YZ, et les denx droites qui joignent les extrémités de 
ces diamätres. Abaisseg donc du centre A, une perpen- 
diculaire sur YZ; menez deux tangentes parallèles à cette 
perpendiculaire AA” (54); tirez BC parallèlement à 
TÀ portez la longueur L ‘de C en D et de B en E; puis 
‘joignez D à E. Le cercle A iudiquera la forme du cy- 
lindre ; le rectangle BCDE donnera Je diamètre BC de 
ce cylindre et la longueur CD. L'axe est représenté sur 
Je plan par Je centre A, et sur l'élévation par la droite 


A'A"=L. 


472. Mesurer la surface courbe d'un cylindre droit 
et complet, o 

On peut concevoir cette surface composée d'une mul- . 
titudo de petits rectangles très-étroits, dont la hauteur 
soit la longueur CD du cyliudre (P. IU, F. 21), et dont 
les bascs forment un polygone qui se confonde avec un 
des cercles, si le cylindre est circulaire. Or, la somme 
des superficies de ces rectangles égalera Ja somme de 
leurs bases multipliée par la hauteur commune, c'est-à- 
dire la circonference A du cylindre, multipliée par la lou- 
gueur CD. Par conséquent, une surface cylindrique , 
droite, ciroulaire et complète égale la circonference de 
sa base , multipliée par sa longueur L. Comme toute 
circonférence égale son diamètre D multiplié par 3,1416, 
Ja formule S.Cy=DX3,1416XXL donnera la surface courbe 
de tout cylindre droit et cireulaire , lorsqu'on y rempla— 
cera D et L par leurs lougueurs mesurées avec la même 
uni. 
. Si, par exemple, D=0",15 et que L=0",85, la for— 
muledevientS.Cy=0*,415%3,1416%x0*,85==0"",400 558, 
ou A0 décimètres carrés, 5 centimätres carrés et D4 mul 
Junètres carrés (126). . 

Lorsque le cylindre est oblong, on mesure le contour 
de la base au moycn d'une ficelle et l'on multiplie la 
Jongueur de ce contour par celle de'la surface. | 


175. Mesurer la surface totale d'un cylindre droit 
et complet, . 

Calculez la surface courhe et ajoutez-y le double de 
la superficie de l'une des bases, SE 

Dans Pexemple précédent où le rayon 0m 073, la 
superficie d'une base (455) est Qmui,005 625%x3, 1416 
Oum 017 6715 ; les deux basesfont ensemble Om ,017 6715 
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x2—0mm,035545, et la surface totale du cylindre cir- 
claire vaut Omm, 400 554+ Oum 055 345—0mm,435 897, 


474. Dessiner un cylindre droit, circuluire et trongué. 

Pour avoir le dessin le plus-simple, il faut supposer 
le cylindre placé verticalement sur le plah horizontal, 
et la troncature perpendiculaire au plan vertical. Alors 
Je plan est un cercle A de même rayon que le cylindre 
(P- IH, F. 22), et l'élévation est un trapèze BCDE dont 
a grande base BC égale la plus longue droite de la sur- 
face , et dont la pelite base DE égale la plus courte 
droite. Ces côtés du trapèze sont d'aillcurs tangens au 
cerde A, par leurs prolongemens; BE est le diamètre 
du cylindre s CD la plus grande corde de la troncature, 
et A’A” l'axe. Be u 

175. Mesurer la surface courbe d'un cylindre droit 
et tronqué. 

Si le cylindre est circulaıre, mesurez la ‘plus longue 
droite BC et la plus tourte droite DE de la surface (P. III, 
F. 22); prenez leur moyenne, c'est-à-dire la moitié de. 


leur somme, et multipliez la circonférence de la base 


cette moyenne. 

Si le cylindre est oblong et que la base puisse être par- 
tagée en quatre parties égales par deux droites d’equerre , 
vous agirez encore comme dans x cas précédent ; mais 
lorsque la base ne scra pas divisible de cette facon, vous 
en partagercz le contour en parties égales et peu grandes ; 
vous mesurerez toutes les droites de la surface qui par- 
tiront des points de division, et c'est par la moyenne 
de toutes ces longueurs , que vous multiplierez la longueur 
du contour prise au moyen d'une ficelle. Le produit don- 
nera la surface cylindrique d'autant plus exactement , y. 

58). 


+ 


vous aurez mesuré un plus grand nombre de droites (1 


476. Dessiner un manchon cylindrique droit, circu- 
laire , complet et vertical. 

Le plan se compose de deux circonférences concentri- 
ques ; le rayon de la plus petite égale le rayon du cylindre 
creux ou intérieur ; lo rayon de la plus grande est celui de 
la surface cylindrique exterieure. L'elévation doit presen- 
ter un grand rectangle BCDE pour la surface extérieure 
(P. HI, F. 23) ; un petit rectangle FGHI pour la surface 
intérieure , et la ligne A’ A” de l'axe. Les côtés BC,DE du 
grand rectangle sont tangcus à la grande cixconféreuce , et 
les côtés FG,HI de l'autre sont tangens à la petite. | 
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Il est à observer ici que les arêtes et antres lignes d'un 
corps ne se représentent pas toujours de la même manière. 
Les lignes du plan qui répondent à celles qu'on apercevrait 
sut l'objet en promenant les yeux au-dessus, et les ligues 
de l'élévation qui répondent à celles qu'on verrait sur l'ob- 
jet en le regardant par devant, se font continues, en raison 
de ce qu'elles figurent des lignes vues ; les lignes qui en 
figurent d'autres qu'on ne pourrait pas apercevoir dans les 
mémes circonstances , et que pour cela on appelle lignes 
cachées , se font pointillees, c'est-à-dire en petits points 
ronds ou plutôt en traits séparés beaucoup plus courts que 
ceux d'une ligne de construction. D'après ces conventions, 
il est clair que les droites FG,HI doivent être pointillées, car 
placé en ävant du manchon cylindrique , on ne verrait pas 
celles qu'elles représentent. 


177. Mesurer la surface courbe totale d'un' manchon 
cylindrique quelconque. . : 
_ L'opération consiste à mesurer séparément la surface 
cylindrique intérieure et la surface eylindrique extéricure , 
en employant les moyens précédens , et à faire la somme 
des superficies trouvées. 


178. Mesurer la surface totale d’un manchon cylin- 
drique quelconque. - | 
près avoir it la somme des deux surfaces courbes, 1l 
faut y ajouter le double de l'espace compris entre les deux- 
contours d’une des bases , si le manchon est complet, ou 
l'espace compris entre les deux contours de la base, et l’es- 
pace compris entre les deux contours de la troncature, sì 
e manchon est tronqué. 

Lorsque les contours sont circulaires, on obtient la su- 
perficie qu'ils comprennent entre eux, en retranchant celle 
du petit cercle, de celle du grand. Quand les contours ne 
sont pas des circonférences, il fäut d'abord mesurer la 
superficie renfermée dans chacun, comme Tenseigne le n° 
159, puis retrancher l'une de l'autre. | 
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‚479. Toute surface eourbe qui est réglée selon des 
* droites concourantes, s'appèle surface conique, et le corps 
, qu'elle enveloppe, porte le nom de cône, si d'ailleurs il n'a 
pas d’autres limites courbes. | 
Le cône est complet, quand ıl renferme le point où con- 
courent les droites de la surface courbe: alors il n'a qu'une 


> 
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seule fasce plane qui est la Base ; il est trongué dans le cas 
contraire , et alors il a deux faces planes: si ces deux 
faces sont parallèles , elles prennent ensemble le nom de 
bases ; si eltes ne le sont pas, l’une est la base ét l'autre 
la troncature. Le cône est circulaire ou oblong, selon 
qu'il a un cercle ou une autre figure pour base. 

Le point où concourent les droites d'une surface conique, 
sappèle sommet. La droite qui joint le sommet au centré 
de A base, se nomme axe. Le cône et le tronc de cône 
sont droits, quand l'axé est perpendiculaire à la base; 
ils sont obliques, si l'axe l'est lui-même. Dans le premier 
cas, toutes Îles droites de la surface courbe font le même 
angle sur la base (89). Enfin, il y a des manchons coniques, 
comme des manchons cylindriques ; mais les premiers ré- 
sultent toujours de cônes tronqués. a 

Ainsi, les pains de sucre non émoussés, les pointes 
des paratonneïres et des poinçons à percer, l'intérieur 
d'un éteignoir sont des cônes droits, circulaires et com- 
plets ; une colonne et les pierres rondes qui la composent, 
sont des cônes tronqués ou des troncs de cône: droit et 
circulaire ; il en est de mème d'un seau évasé, d'un cha- 
peau d'homme, d'un dé de tailleur, si l'on considère leur 
vide ; maïs ces mêmes corps sont des manchons coniques, 
quand on considère leur matière. 

Les arts n'exécutent presque jamais ni cône oblique, ni 
tronc de cône à faces planes non parallèles; ainsi, nous 
n'aurons$ pas à nous occuper de ces corps. 


180. Dessiner un cône droit , circulaire et complet 
dont l'axe est vertical. 

Tracez sur le plan horizontal, un cercle egal à la base, 
vous aurez le plan. Abaissez du centre A (P. III, F. 24), 
une perpendiculaire AA’ sur la ligne de terre YZ; me- 
nez des tangentes parallèles à AA’; d'un des points B, C 
où elles rencontrent YZ, avec un rayon égal à la longueur | 
du cône, mesurée sur la surface courbe, décrivez un arc 
qui coupe le prolongement de AA’ en un point A”; puis 


‘ joignez ce point à B et à C. Le triangle symétrique BA”C 


formera l'élévation du cône, A’A” donnera la vraie longucur 
de l'axe, BA” sera celle -des droites de.la surface, ct A” re- 
présentera le sommet. 


481. Mesurer la surface courbe d’un cône droit, circu= - 
laire et complet. u 


Cette surface est la somme d'une multitude de triangles 
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‘ dont les très-petites bases formeraient le contour-de la 
base du cône, et qui auraient pour hauteur commune, 
la longueur d'une droite de la surface conique. Or, la 
somme de ces triangles égalé évidemment la moitié du 
produit de la somme des bases multipliée par la hauteur 
commune. Donc, la surface courbe d’un cöne droit egale 
la moitié du produit du contour de la base multiplié par 
une droite de cette surface. 

Appelons D le diamètre de la base et L la Jongucur de 
la surface ; la formule qui donnerä la surface courbe de 
tout cône droit et arculaire , sera S.Co= Kt, 
Si, par exemple, D=0n,04 et que L--0",3, le nom- 


bre des mètres carrés contenus dans la surface conique 
" 7 oo 31416503 em 
sera exprimé par #2: 0"",018 85 ou 1 de- 


cimètre carré, 88 centimètres carrés et 50 millimétrescarrés. 

La surface totale d'un cônc droit et complet est évidem— 
ment la somme de la surface courbe et de la superficie 
de la base. 


482. Dessiner un tronc de cône droit et circulaire , 
à bases parallèles. 

Le plan se compose de deux circonférences concen— 
triques , lorsque l'axe est vertical: l'une est égale à la 
grande base et l'autre à la petite. Pour construire l'élévation, 
ıl faut abaisser du centre A, une perpendiculaire AA” sur 
la ligne de terre (P. IH, F. 25); mener une parallele 
à YZ, qui en soit éloignée d'une longueur A’A” égale à 
Ja distance des deux bases; puis tracer des tangentes aux 

‘deux circonférences du plan, parallölement à AA”; celles 
“ de la grande circonférence déterminent le diamètre BC de 
la base inféricure; celles de la petite donnent le diamètre 
DE de la base supericure ; le trapèze symétrique BCDE 
est l'élévation du tronc de cône, A’A” représente l'axe, 
et BE ou CD est la vraie longueur des droites de la sur- 
face conique. | - 


183. Mesurer la surface courbe d'un tronc de cône 
droit et circulaire à bases parallèles. 

Elle peut étre considérée comme couverte d'une mul- 
titude de trapèzes dont les très-petites bases forment les 
contours des deux bases du tronc. Ces trapèzes ont une 
hauteur commune BE (P. II, F. 25); chacun est égal 
à la demi-somme de ses deux bases multipliee par sa 
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hauteur (1 39) , et leur somme vaut conséquemment la 
demi-somnre de toutes les bases, multipliée par BE. Donc, 
la surface courbe du tronc de cöne droit et circulaire, à 
bases parallèles , égale la moitié du produit fait avec la 
somme des contours des bases et une droite de cette sur- 


ace. 

4 Soient D le diametre de la grande base, d celui 
de la petite base et L- la longueur de BE. La 
surface du tronc de cône’ circulaire et droit à bascs 
parallèles, sera représentée par cette formule S. T. Co— 


ica SOLO, pelato X3,1416XL. Vous cal- 


culerez donc une pareille surface ‘en multipliant la 
demi-somme des deux diamètres par 3,1446 et le pro- 
duit par la longueur d’une des droites. 

Si, par exemple, vous voulez évaluer le crépis exte- 
rieur d'une tour ronde, dont le mur en talus forme 
une surface tronc-conique , et que cette tour ait exté- 
rıcurement 40" de diamètre par le bas, 9° de diamètre 


en haut, 50" de longueur, vous écrirez S. T. Co" +9" 


FAUCI BI 1116804783, 114 6— 
4499 96. | 


484. Dessiner un manchon conique, droit et circu- 
laire, à bases parallèles. | 7 

Un pareil corps présente deux surfaces tronc-coniques, 
l'une extérieure , l'autre mtérieure. Vous pourrez done 
exécuter le dessin en appliquant successivement à ces deux 
surfaces , ce qui a été prescrit dans le n° 182, pour une 
seule. Mais vous observerez de pointiller la grande cir- 
conférence et les droites BE, CD de la surface intérieure 
(P. I, F. 26), car ces trois lignes sont évidemment 
cachées (176). 

485. Mesurer la surface totale d'un manchon con: 
que, droit, à bases parallèles. 

Procédez comme il est enseigné dans les n° 178 
et 183. 


SURFACES SPHÉRIQUES. 


186. De toutes les surfaces courbes non réglées ou 
sur lesquelles une règle ne saurait s'appliquer de toute 
sa longueur, dans aucun sens, nous n'avons à consi- 
dérer que celles qui peuvent être coupées selon des 
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ciroonférences, par des plans parallèles. Les autres se 
présentent trop rarement pour que nous. devions nous 
°° Une à s pl arquabl ı les lè t 

Une des plus rem es parmı remières, c'es 
la surface boules ; les géombtres l'abpélent surface 
sphérique, parce qu'ils ont donné le nom de sphère au 
corps qu'elle enveloppe. 

La surface sphérique a tous ses points également éloi- 

és d'un autre qui en est le centre. Les droites qui vont 
de ce centre à la surface, sont des rayons de même lon- 
gueur ; celles qui vont d'un point de la surface à un 
autre, en passant par le centre, sont des diamètres, et 
il y à égahté entre tous.ces diamètres, comme entre 
. les rayons qui en sont les moitiés. 

On prend le diamètre d'une sphère au moyen d'une 
double équerre ou compas arialogue à celuì dont se ser- 
vent les cordouniers , pour mesurer la longueur d'un pied 
humain ; mais il faut que les petites branches èles 
de ce compas soient sensiblement plus grandes que la moi- 
tié du diamètre à mesurer ; il faut aussi que toute la sphère 
ait pæsé eutre elles, pour que leur écartement donne 
une mesure juste. À défaut de compas de cordonnier, on 
se sert d'une règle et de deux équerres, comme pour 
mesurer le diamètre d'une tour (da . 


187. Dessiner une sphère dont le diamètre D est 
donné (P. II, F. 27). 

Le et l'élévation sont des cercles A, A’ d'un rayon 
égalà É moitié de D ; les centres de ces cercles doivent être 
placés sur une droite AA’ perpendiculaire à la ligne de 
terre YZ. 

188. Mesurer une surface sphérique. 

Il suffit de multiplier par 3,1446 lequarré numérique du 
diamètre mesuré en mètres , par exemple ; le produit donne 
le nombre de mètres carrés contenus dans le surface. 

… Ainsi, S.S=DXDX3,1416 est la formule à laide de 
laquelle on peut calculer la surface d'une sphère quel- 
conque. 

st le diamètre D=-0",25, on a S.S—0",25X0",25X 
3,1416—0"°,0625X3,1416—0"°,196 35. 


189. Mesurer une calotte sphérique. _ 

On nomme calotte sphérique, la surface courbe d'une por- 
tion de sphère terminée par une face plane , laquelle ne 
peut être qu'un cercle. Le plan de cette surface œurbe 
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est un cercle égal à celui de la face plane , dont-BD forme 
le diamètre, par exemple (P. III, F. 28); l'élévation 
est un segment de cercle B N 

La face plane senomme base, et la plus grande distance 
CE de cette base à la surface courbe , est appclée hauteur. 

Pour avoir la superficie d'une calotte, il faut mul- 
tiplier la circonférence A' de la sphère par la hauteur CE. 

La formule est donc S.Cal=DX3,A816YH, D repré- 
sentant le diamètre de la sphère. | 


490. Mesurer une zône sphérique. 

Une zône sphérique est la surface courbe d'une portion 
de sphère terminée par deux faces planes parallèles qui 
sont des cercles , et qu'on nomme bases. Ta distance de 
ces bases s'appèle la hauteur de la zönc. | 

L'élévation est une partie BDFG du cercle A’, comprise 
entre deux parallèles BD, FG (P. HI, F. 28). Le plan 
est l'espace renfermé entre deux cercles qui ont A pour 
centre commun, et les cordes BD, FG pour diamätres. 

La superficie d'une zöne se mesure comme celle d'une 
calotte. Ainsi, la formule est S.Z=DX3,1416:xH. 


SURFACES ANNULAIRES. 


191. On nomme surface annulaire, Is surface totale 
de tout anneau rond, semblable aux anciennes bagues 
d’alliance. 

Dessiner un anneau rond. 

Le plan est formé de deux circonférences concentriques 
P. IN, F. 29); l’une égale la plus grande circonférence 

e l'anneau, l'autre égale la plus petite du vide. Leur 
distance ou la différence de leurs rayons est, par consé- 
quent , l'épaisseur de l'anneau (59). i 

L'élévation présente deux droites BC, DE parallèles à 
la ligne de terre YZ, dont la distance est la mème que 
celle des circonférences du plan. Pour achever le dessin, 
faites l'axe de l'anneau, en abaissant de A une perpendi- 
culaire AA” sur YZ; menez parallèlement à cette perpen- 
diculaire , quatre tangentes aux deux circonferences du 
plan ; puis, inscrivez deux cercles dans les carrés formés . 

ces tangentes et les parallèles BC, DE (449). La 
Eure BCFDEG terminée per ces parallèles et les moı- 
lies extérieures des petits cercles , sera l'élévation de l’an- 
neau. Les moitiés intérieures des mêmes eercles devront 
être pointillées. 
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19. Mesurer une surface annulaire. 

Il faut multiplier la circonférence qui tiendrait le milieu 
entre celles du plan, par la circonférence dont le dia- 
mètre égale l'épaisseur ; car, si l'on coupait l'anneau par 
un plan vertical dirigé selon un rayon, et qu'on le re- 
dressät , il en résulterait un cylindre droit, circulaire et 
complet dont la hanteur égalerait lacirconférence moyenne 
(172): la grande arconférence se raccourcirait, la petite 
s'alongerait, et chacune deviendrait égale à celle du 
milieu. Ployez en effet un cylindre flexible , vous en ferez 
un anneau rond. — , 

‘ Soit donc Die diamètre de la plus grande circonférence, 
d celui de la plus petite, e l'épaisseur ; on devra cakuler 
la longueur d'une circonference qui ait pour diamètre , 
la moyenne de D et de d, ou rd et mulliplier cette 


© arconference par eX3,1416, Or, la circonférence dont 
22 est le diamétre, a pour longueur "1-x3,1416: La 


superficie cherchée vaut donc IX 3 1416%eX 3,1416. 


D'ailleurs, l'épaisseur e est évidemment la moitié de la 


difference des deux diamètres D, d ou un Par consé- 


quent , la surface annulaire est exprimée aussi par ce pro— 
duit PHEXS A6 X3,1416 , et sa formule est S.A 
= 5, AMA ON AG. 

Ainsi, on mesure une surface annulaire, en multi- 
pliant la demi-somme des deux diamètres 1) , d , par leur 
demi-différence , et le produit par le quarré de 5,1146. 

Supposons, pour ezempie , que le plus grand diamètre 
d'un anneau soit de 0*,25 et le plus petit de 0*,15. 
Leur demi-somme sera 0”,20 et leur Semi Aifférence 0°,05. 
Le produit de ces deux nombres égale 0,01 ; le quarré 
de 5,1446 donne 9,869 65056 , et consequemment la sur- 
face annulaire égale 0"*,01x9,869 650 56=0"*,098696 . 

Mesurer la surface d’une pièce de bois courbe. 

La surface d'une pièce de boiscourbe, d'une jante de roue, 
par exemple , sans être précrsément une surface aunulaire , 


est pourtant du même genre. Aussi son mesurage est-ıl - 


analogue au précédent : il faut multiplier le contour d'un 
des bouts, par la longueur de Parc qui tient le milieu 
entre le plus grand et. le plus petit. Quend ni l'un, nt 
l'autre bout ne forme un, plan perpendiculaire aux icn- 
gentes des aros, comme les’ bouts d'une jante, c'est dans 
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un tel plan qu'on doit prendre le contour de la pièce. 
Bien entendu que les faces planes des extrémités ne font 
point partie de la surface mesurée ainsi qu'il vient d'étre dit. 
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493. Nous comprendrons sous le titre de surfaces 
courbes circulaires , les surfaces courbes quelconques qui, 
sans être cylindriques , coniques, sphériques , ni annu- 
laires, peuvent cependant être conpées ‚comme celleslà, 
selon des circonférences , par des plans parallèles. La sur- 
face courbe d'un tonneau, celle d'une cloche, celles de 
plusieurs vases sont dans ce cas. La même méthode de 
mesurage s'applique à toutes, et il suffit d'un seul exemple 
pour la faire concevoir. o 

Mesurer la surface courbe d'un tonneau. 

Vous partagerez en parties égales qui puissent être re- 
gardées , sans grande erreur, comme des droites, plusieurs 
courbes tracées sur la surface , perpendiculairement aux cir- 
conférences parallèles existantes. Surle tonneau , ces courbes 
se trouvent toutes faites : ce sont les joints des douves. Les 
‘circonférences parallèles quipasseraient par les points de divi- 
sion corres on dans , limiteraient des surfaces tronc-coniques 
‘droites et circulaires, dont la somme serait égale à celle dela, 
superficie demandée. H s'agit donc de trouver la somme de 
ces surfaces. Or, chacune est égale à la demi-somme des 
circonferences de ses deux bases, multipliée par sa lon- 
gueur (485) , et par conséquent , la totalité vaut le pro- 
duit de la longueur commune, multipliée par la demi- 
somme des deux circonférences extrêmes ajoutée à la 
somme de toutes les circouférences intermédiaires (158). 

Ainsi, pour mesurer la surface courbe d'un tonneau , 
vous prendrez, à l'aide d’une ficelle, les longueurs des 
circonférences des deux bouts et celle de chacune des cir- 
conférences déterminées par les points de division corres- 
pondans des joints ; vous ferez la demi-somme des deux 
premièreset vous l'ajouterez à la somme desautres ; puis vous 
multiplierez le tout par la distance de deux points de divi- 
sion voisins , pris sur le même joint, cette distance étant 
mesurée avec une ficelle, pour plus d'exactitude. Le pro- 


duit sera la superficie demandée. 
| | CORPS. 
Après avoir étudié isolément les arétes et les faces, nous 


avons à considérer les corps dans leur ensemble. Il suffit 
d'en distinguer deux classes: les polyèdres et les corps 


15% PRISES: 

romds où à surface wurbe. Tout objet que sa forme ne 

permet pas de placer dans l'une ou l'autre de ces classes , 

peut être décomposé en parties qui s'y rapportent. 
POLYÀDRES. 


194. On appelle Polyèdres, les corps dont toutes les 
faces sont planes. Les arêtes d'un polyèdre sont donc toutes 
des lignes droites (90). | 

Les polyèdres portent différens noms qui dépendent de 
Ja direction des arêtes limitées par une même face: ce 
‘sont des prismes , si ces arêtes sont parallèles ; ce sont 
des pyramides, si ces urètes voncourent toutes en un 
même point. Quand les arêtes qui partent d'une même 
face, ne se trouvent n1 dans l'un, mi dans l'autre de ces 
cas, le corps conserve le nom générique de polyèdre. 

Ainsi, une pièce de bois de charpente, un double- 
décimètre de Kutsch, une règle, une équerre, les bri 
ques , les maisons , leurs toits, leurs cheminées , sont des 
prismes pleins ou creux ; les clochers à faces planes, les 
toits des pavillons, les pointes de certains marteaux, 
celles des Sons et des compas, les tremies , les cheminées 
en hottes renversées , sont des pyramides pleines ou creusts ; 
les diamans et tous les corps taillés à facettes, comme les 
pierres précieuses , sont simplement des polyèdres. 


PRISMES. 


195. La face d'où partent les arêtes parallèles d'un 
prisme est sa base. Si le prisme est complre sila deux bases 
paralèles , et toutes les arêtes parallèles sont égales (95). 

orsque ces mêmes arêtes se trouvent inégales et qu elles 
sont pourtant limitées par deux faces planes, le prisme 
est tronqué ; l’une de ces faces planes en est la base et 
l’autre la troncature. Dans les deux cas, les autres faces 
du prisme sont les faces laterales. 
n prisme est droit ou oblique, sclon que les arttes 
parallèles sont perpendiculaires ou obliques sur la base. 

On nomme hauteur d'un prisme complet, la perpen- 
diculaire abaissée d'un point de sa base supérieure , sur la 
base inférieure, étendue s'il est nécessaire. Une des ardtes 
parallèles donne la longueur d'un prisme complet. Per 
conséquent , la longueur et la hauteur d'un prisme droit 
sont égales ; mais il n’en est pas de même pour les prisme 
obliques. : 
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C'est par leurs bases qu'on distingue les prismes les uns 
des autres. Si la base est un triangle , un quadrilatère, un 
peutagone , un hexagone, etc., le prisme est dit trian- 
guaire, quadrangulaire, pentagonal, hexagonal, ctc. 
e lea bases d'un prisme quadrangulaıre sont des 
parallélogrammes, il prend le nom do parallélipipède ; 
silest.droit et que ses bases soient des rectangles , il s’ap- 
pile prisme rectangle ys il est droit et que ses bases soient 
des carrés, om le nomme prisme earré, Les madriers, 
lesfers plats ; les briques , les carreaux de vitre, les feuilles 
de papier même, sont des prismes rectangles; lcs pi- 
liexs ‚les ux „ les earrelets, sont des prismes carrés. 
Enfis , le prisme carré porte le nom du cube, quand 
ses 6 faces sont des carrés; alors ses 42 arètes sont égales: 
tels sont les dés à jouer. 


196. Vons savez déjà dessiner un prime triangulaire 
et droit (167), un prisme droit et rectangle (168); un 
risme carré aurait le même plan ABCD que ce dernier 
P. I, F.20), mais son élévation devrait être évidemment 
un rectangle égal à ABCD. Reste à vous apprendre com- 
ment. se fait le dessin d'un prisme oblique, d'un prisme 
tronqué et d'un cube. È 

Dessiner un cube dont la base est horizontale. 

Le plan est nécessairement un carré A égal ou sem- 
blable à l’une des faces du cube (P. HI, F. 50), et 
si vous plaocz une des faces latérales parallèlement au 
plan vertical, l'élévation est un autre carré A’; mais dans 
tout autre cas, l'élévation est un rectangle A'A”C"C' 
(F . 34), sur lequel doit être marquée l'arête vue B. N 

ut mème y tracer l'arête cachée D, quand elle n'est 
pas masquée par l'autre, on quand la diagonale BD du 
lan ABCD ne se trouve pes perpendiculaire à la ligne 
de terre YZ. | 


497. Dessiner un prisme hexagonal tronqué dont la, 
base est horizontale. ‘ 

Le plan est un hexagone égal à la base ou semblable 
et fait d'après l'échelle ; l'élévation est untrapèze A’A”D"D’ - 
(P. II, F. 32), sì vous placez le prisme de manière 

e la troncature soit perpendiculaire au plan vertical. 

es arêtes vues B, C doivent être tracées sur ce tra- 
peze. Vous n'y voyez pas les arêtes cachées E, F, parce 
que les diagonales BF, CE du plan sont perpendieulaires 
è la ligne de tezre. 
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498. Dessiner un prisme oblique à bases triangulaires. 

Placons les bases horizontalement , et rendons les arêtes 
qui les séparent, parallèles au plan vertical. Il faudra faire 
sur le plan horizontal, un triangle ABC égal ou semblable 
à chaque base (P. IH, F. 33); abaisser de A une perpen- 
diculaire AA’ sur la ligne de terre; porter la hauteur 
du prisme de A’ en G; mener par G une parallèle à la 
ligne de terre, et décrire de A’, avec un rayon égal à 
‚la longueur du prisme, un arc qui coupe GE en D’. La 
droite A'D' sera l'élévation de celle des arêtes parallèles qui 
part de A; pour en avoir le plan AD, vous tracerez par 
A une parallèle à la ligne de terre, et par D’ une paral- 
léle à AG. Le dessin s'achève ensuite au moyen de paral- 
lles à AD età AA’ tirées par B, C, de parallèles à 
A'D' menées par B', C’, et de parallèles à AG tracées par 
E', F’. Le plan du prisme oblique est donc la figure 
ABCFDE qui renferme deux triangles égaux et trois pa- 
rallélogrammes; l'élévation est le parallelogramme A'B'E'D” 
qui se compose de deux autres. Les droites BC, C'F' 
sont pointillées , parce qu'elles représentent des lignes ca- 
chées, l'une par rapport au plan, l'autre par. rapport 
à l'élévation. Ä 

Comparaison des prismes. 


. 499. L'espace renfermé entre toutes les faces d'un 
corps est ce qu'on appelle le volume ou la capacité de ce 
corps : le premier de ces mots s emploie pour désigner tont 
l'espace plein compris entre des faces extérieures, le se- 
cond, pour désigner tout l'espace vide compris entre des 
faces mtérieures : on dit, par exemple, le volume d'une 
pierre de taille, d'une pièce de bois, d'une barre de fer ; 

capacité d'une quarte , d'un litre, d'un seau , d'un ton- 
neau. La capacité du tonneau cst bien différente du volume ; 
elle en diffère de tout l'espace occupé par le bois dont sont 
faites les parois. Par conséquent, la capacité d'un vise 
quelconque. égale le volume du liquide. ou des grains 
qu'il faudrait pour le remplir, et le volume du mème vase 
e la capacité plus le volume des parois. Toutefois , les 
relations qui existent entre les volumes, sont les mêmes 
our les capacités, et cela doit être , puisque la capacité 
Fan vase est toujours le volume du corps ou de l’ensemble 
des corps qui le rempliraient. 


200. Deux prismes quelconques sont équivalens en 
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volume, quand üs ont des bases équivalentes et méme hau- ' 


teur. Si, par exemple ‚ le carré Ade la figure 30 (P. I), 
et le triangle ABC de la figure 35 renfermaient la même 
superficie, que de plus le côté de ce carré égalàt A' G (F. 
33), le volume du cube serait le même que celui du prisme 
triangulaırc oblique, | o 
En effet , chaque corps peut être considéré comme com- 


posé de tranches extrêmement minces parallèles aux bases ; 


ces tranches sont en même nombre dans l'un et dans l'autre ; 
elles égalent les bases correspondantes (150), ct par consé- 
quent, celles du prisme ont même superficie que celles du 


cube ; d'où suit que les deux volumes se trouvent composés 


d'un mème nombre d'élémens équivalens. 

Deux prismes quelconques de méme hauteur’, se con- 
tiennent comme leurs bases , et deux prismes qui ont des 
Bases équivalentes, se contiennent, comme leurs hauteurs. 
Si donc il est reconnu qu'un prisme rectangle ct un prisme 
triangulaire ont chacun 44°" de base, que la hauteur du 
premier est 15” et celle du second 5”, on pourra être cer- 
tain- que le prisme rectangle vaut trois fois le prisme trian- 
gulaire. Cela résulte évidemment de la démonstration pré- 


cédente. 
Ces principes font éviter de longs mesurages. Supposez, 


ur vous en convaincre, qu'une pile de boisà brùler, 


ongue de 40”, contienne 16 cordes, et quil s'agisse de 
corder une autre pile de même hauteur , longue de 40°. 
On pourra trouver le nombre des cordes de cette grande 
pile , en multipliant 46 par le quotient d’une des bascs 

ivisée par l'autre. Or, les bases sont des rectangles qui 
ont pour largeur commune la longueur des büches ; ces 
bases se contiennent donc comme leurs longueurs 40 et 
10 (120), c'est-à-dire 4 fois, et l'on trouve que la grande 

ile renferme 6l cordes , par la simple multiplication des 

ux nombres 16 et 4. , 

Si les deux piles de bois avaient méme longueur, il y 
aurait égalité entre leurs bases, et dans le cas où les hau- 
teurs seraient 12” et 8”, la petite contenant toujours 
46 cordes, il y en aurait 16x 24 dans la grande. 

Combien faut-il de briques pour construire une cloison 
longue de 8° et haute de 4”? 

es briques sont ordinairement posées de champ ; ainsi 
leur épaisseur est la même que celle de la doison. Par 
conséquent , cette doison doit contenir autant de briques, 


que sa superficie 32°" contient une grande face de brique. 
18 


é 
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Cette grande face a 0%,23 sur 02,112; elle est donc de 
0=",02576. Divisant 32° par 0"*,025 76, on trouve 
4242 plus une fraction , et l'on en conclut qu'il faut 4243 
briques. 

201. Deux prismes sont égaux , quand les arétes, les 
faces et les coins de l'un sont de même grandeur que les 
parties eorrespondantes de l'autre (92) ; mais il suffit pour 
prononcer que deux cubes’sont égaux, d’avoir reconnu 
qu'il y a égalité entre les arêtes des deux corps; car elle 
existe alors entre les faces, et tous les coins étant droits, 
sont nécessairement égaux. 


Mesurage des prismes. 


902. Un prisme présente 6 choses distinctes à mesu— 
rer : une aréte, la hauteur, une face, la surface laterale , 
la surface totale et le volume. Le mesurage d’unc arte 
rentre dans celui des droites (74); le mesurage d'une face 
revient à celui des triangles, des quadrilatères, ou des 
polygones d'un plus grand nombre de côtés. On obtient la 
surface latérale , en faisant la somme de tous les parallé— 
logrammes qui vont d'une base à l'autre (195), ct l'on 
ala surface totale, si à cette somme on ajoute les deux 
buses. Quant à la hauteur, elle est donnée parla longucur 
d'une aréte, si le prisme est droit ; elle se prend au fil-à— 
plomb , lorsque le prisme est ‘blique et à bases horizon- 
tales; enfin, il faudrait un coiñpas analogue à celui des 
cordonniers, pour mesurer Ja hauteur du prisme oblique 
dont les bases scraient inchnées : les petites branches pa— 
rallèles devraicnt s'appliquer sur ces bases. Il nc vous reste 
donc plus qu'à savoir mesürer le volume. 


. 203. L'unité de mesure pour les volumes, est ordi— 
neirement le volume d'un cube qui a pour aräte l'unité 
de mesure des longueurs ; c'est pourquoi l'on dit souvent 
cuber au lieu de mesurer un volume. Si son aréte est 
d'un pouce, l'unité de volume est nommée pouce cube, ce 
qui signifie cube d'un pouce de côté; si l'arête est d'un 
pied on a le pied cube ; si elle est d'une toise , elle donne 
toise cube. _ 

On peut employer aussi des prismés carrés pour me— 
surer les volumes. Le bois de charpente se mesurait au— 
trefois à la solive ; cette unité avait 42 pieds de longueur 
et 6 pouces d’ecarrissage , c'est-à-dire que ses bases étaient 
des carrés de 6” de côté, On la partageait en 6 parties 
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égales appelées pieds de solive ; le pied de solive valait 
42 pouces de solive, le pouce de solive contenait 12 
lignes de solive, et la ligue, 12 points. , 

Il y avait dans l'ancien système de mesures et il y à 
encore aujourd'hui pour les mesures usuelles dérivées du 
mètre , la toise-toise-pied , la toise-toise-pouce , la toise- 
toiseligne. Ce sont des prismes carrés qui ont, comme | 
l'indiquent ‘leurs noms, une toise carrée pour base et un . 
pied ou un pouce ou une ligne pour hauteur. | 

Le bois de chauffage se mesurait à la corde, et il se me- 
sure encore de même dans un grand nombre de localités. 
La corde la plus usitée est un prisme carré de 4 pieds d'é- 
carrissage sur 8 pieds de long. On le divise en moitiés, 
quarts, huitièmes, seizièmes et trente-deuxièmes de corde. 

unités des anciennes mesures de capacité dérivaient 
du pied cube et du pouce cube, mais ce n'était ni des 
cubes, ni des prismes carrés. Elles variaient tellement d'un 
heu à un autre, et par suite le nombre en était si grand, 
qu'il serait à-peu-près inutile d’en citer quelques-unes. Il 
suflira d'ailleurs, pour pouvoir les employer avec les mé- 
thodes de mesurage qui vont étre enseignées, de connaître 
leurs valeurs en pieds cubes ou en pouces cubes. 


204. Le cube qui sert à mesurer les volumes, selon le 
systeme décimal , se nomme millimètre cube, sì l’ardte cat 
‘un millimètre ; centimètre cube, sil’ar&te a un centimètre; 
décimètre cube ou litre , si l’arte est d'un décimètre ; mètre 
cube ou stere, sì l'arète a un mètre. 

Les dixièmes, centiemes, millièmes , ete. , du mètre 
cube , sont des prismes carrés qui ont un mètre carré de base 
et un décimètre , ou un centimètre, ou un millimètre , etc. 
de hauteur (200). ’ 

Les subdivisions du litre sont le décilitre ou dixième et le 
centilitre ou centième ; les composés sont le décalitre ou 
dixaine , l’hectolitre ou centaine. 

Le stère n'a pas d’autres subdivisions que le décisière en 
dixième , ni d'autre composé que le décastère ou dixaine. 


205. Un prisme rectangle quelconque contient l'unité 
de mesure prismatique ou cubique , autant de fois que l'in- 
dique le produit de la superficie de sa base multipliée par 
sa hauteur ou longueur. En effet , supposons que cette lon- 

eur A’A” donnée par l'élévation A'A"B"B' du prisme 
(P. II, F. 34), contienne 4 fois la hauteur de l'unité de 
mesure. Si nous coupions le corps à tous les points de divi- 


- 
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. sion ét parallèlement à la base, il se trouverait décomposé 


en & prismes rectangles qui auraierit des bases égales ‚ des 
hauteurs égales et par suite mêmo volume (200). Tous com- 
tiendraient donc l'unité de mesure le mêmenombre de fois, 
et il suffirait de multiplier ce nombre de fois par le nombre 
4 de ces petits prismes, pour avoir la mesure du grand. Or, 
le premier A’A'""B’’B’ contiendrait l'unité de mesure au- 
tant de fois que sa base, qui-est la base ABCD du grand 
prisme , pourrait recevoir la base carrée de cette unité, 
c'est-à-dire autant de fois que-le marque la superficie de 
ABCD (1 23). Donc, pour connaître le volume d'un prisme 
rectangle, il faut multiplier la superficie de la base , mesu- 


- rée avec la base de l'unité de volume, par la hauteur, me 


surée avec celle de la même unité. Cette superficie est ici 
35 et le volume est par conséquent 35 <4—140. 

Comme la superficie de la basé ABCD est égale au 
produit des 7 unités de AB largeur du prisme, multipliées 
par les 5 unités de l'épaisseur AD, on peut dire aussi 
que le volume de tout prisme rectangle égale le produit 
de sa largeur , de son épaisseur et de sa hauteur , mesu- 
rées avec la largeur , l'épaisseur et la hauteur de l'unité de 
volume. De là cette formule V.P.R=LXEXH, dans la- 
quelle V.P.R signifie volume prismatique rectangle. 

Ainsi, lorsque vous voudrez mesurer un prisme rec- 
tangle cn mètrescubes, vous mesurerez les trois dimensions 
avec le mètre, vous multiplierez deux des longucurs l’une 
par l'autre, puis le produit par la 5€. Lorsqu'il faudra 
mesurer en toise-toisc-pieds, vous prendrez en toises les 
deux dimensions de la base du prisme, et vous multiplicrez 
leur produit par la hauteür exprimée en picds. 


206. Il suit de là que la toise cube , cas particulier du 
prisme rectangle, coutient 216 pieds cubes, car 6X6X6 
216 ; que le pied cube vaut 4728 pouces cubes, car 
42x12x12=1728 ; que le pouce cube égale 1728 lignes 
cubes ; que le mètre cube renferme 4000 décimètres cubes, 
puisque 10X10X10=1000 ; que le décimètre cube se com= 
pose de 1000 centimètres cubes, et que le centimètre cube 


- vaut 4000 millimètres cubes. 


. Vous voyez aussi que la solive égale 3pieds cubes (203), 
puisque 66 KIA AEX Qi PEN grani è, 
concluez-en que la solive est contenue, dans la toisc-cube 
autant que 3°* dans 216°, ou 72 fois. La toise-toise- 
pied, qui est $ de la toise-cube, vaut de méme 72 fois le 
picd de solive qui est + de la solive ; la.toise-toisc-pouces 
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douzième de la toise-toise-pied , contient 72 fois le pouce 
de solive, dourième du pied de solive; et enfin la toise- 
toise-ligne , douzième de a toise-toise-pouce , comprend 
72 fois la ligne de solive, douzième du pouce de solive. 

207. Mesurer un prisme rectangle en mètres cubes 
el parties décimales. 

Supposons que la longueur soit 15°,35, que la largear soit 
7,15 et que l'épaisseur ait 2°,528. La formule du n°205 vous 
donnera VP:R= 7” 15% 2”,528%X 15°",35—146"",6452 : 


DIS 39522887, 503 82. L’abréviation mc signifie mètres 
$. 


208. Mesurer un prisme rectangle en mètres cubes 
et parties cubiques. : ot u 
Faites les mêmes opérations que dans le cas précédent, 
et partagez les décimales du dernier produit en groupes 
de 5 chiffres chacun, à partir de la virgule. Le dernier 
groupe à droite pourra se trouver incomplet ; vous le 

completerez en écrivant un ou deux zéros à la suite. 

On voit ainsi que le prisme rectangle dont le volume 
est de 255*°,50582, conticnt 255 mètres cubes , 503 dé- 
cimétres cubes ct 820 centimètres cubes (206). Ce second 
mode de mesurage est moins usité que le premier. - 


209. Jauger un prisme rectangle en litres. 

On dit ordinairement jauger , jaugeage, quand il s'agit 
de mesurer un volume creux , une capacité. Pour résoudre 
le problème proposé, agissez comme si vous vouliez me- 
surer en mètres cubes, et reculez la virgule de 3 rangs 
vers la droite; vous aurez des litres pour unités prin- 
cipales , puisque le litre vaut un decimetre cube et que 
ledécimètre cube est le millième du mètrecube (204 et 20 D 

Ainsi, un prisme rectangle creux qui aurait 4,256 
de hauteur, 2” de largeur et 4",004 d'épaisseur, serait 
en volume de 8"°,546048 et contiendrait 8546',048, 
à peu près 8546 litres et 5 centililres. 


210. Jauger un prisme rectangle en hectolitres. 
Opérez comme s'il s'agissait de mesurer en mètres tu- 
bes ct reculez la virgule d'un seul rang vers la droite; 
vous aurez des hectolitres pour unités principales, puis- 
que l'hectolitre vaut 100 litres et que pour les litres 
il faut reculer Ja virgule de 5 rangs. 
e vase de l'exemple précédent conticndrait donc 
85"! 46048 ou environ 85 hectolitres, 46 litres et 5 cen- 


Li 


Ulitros, 


143 MESURAGE DES PRISMES. 


214. Le mesurage en störes doit se faire absolument 
comme le mesurage en mètres cubes, puisque ces deux 
unités sont égales. 

Pour mesurer une pièce de bois carré en décistères , il 
faut bpérer comme si l'on voulait obtenir des mètres cubes 
et reculer la virgule d'un rang à droite , car le décistère est 


le dixième du stere. On se borne ordinairement aux mil- 


hèmes de décistère dans ce mesurage. 


. 212. Mesurer un prisme rectangle en toises cubes ef 
parties prismatiques. | 
‘ Vous mesurerez chacune des trois dimensions avec la 
toise linéaire et ses subdivisions , puis vous ferez le produit 
de ces trois nombres, au moyen de deux multiplications 
complexes. Dans la première, ıl faudra regarder le mul- 
tiplicande comme exprimant des toises carrées, toise- 
eds, etc.; le produit donnera la superficie d'une des 
ces prise pour base (129). Dans la seconde, ce produit 
qui sera multiplicande, devra étre considéré comme un 
nombre de toises cubes, toise-toise-pieds, toise-toise- 
pouces , etc., et le 2€ produit fera connaître en pareilles 
unités le volume du prisme. Ces opérations ne présen- 
teront aucune difficulté à ceux qui auront l'habitude de la 
multiplication complexe ordinaire ct qui se ra pelleront 
que les toises carrées et leurs parties rectangulaires » les 
toises cubes et leurs parties prismatiques se contiennent 
comme les toises linéaires, les pieds, les pouces et les 
hgnes (203). 


213. Mesurer un prisme rectangle en toises cubes et 
parties cubiques. | 

Mesurez les trois dimensions avec la toise linéaire et ses 
subdivisions , réduiscz ces longueurs en unités de la plus 
petite espèce qu'elles contiennent , en lignes par exemple : 
e produit des trois nombres de lignes vous donnera en 
ligues cubes , le volume du prisme. Alors, il faudra cher- 
cher par la division, combien ce nombre contient de fois 
4728" , valeur d'un pouce cube (206); le reste donnera 
les lignes cubes du prisme, et le quotient exprimera des 
pouces cubes. Ce quotient divisé par 1728“, valeur d'un 
pied cube, donnera pour reste les pouces cubes du prisme, 
et pour second quotient un. nombre de pieds cubes. Le 
2° quotient divisé par 216°“, valeur d'une toise cube, 
donnera pour reste les picds ‘cubes du prisme et pour 5° 
quotient les toises cubes. Ecrivant donc à la suite de ce 3€ 
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quotient , successivement les trois restes, en commençant 
par le dernier , vous aurez le volume en toises cubes, pieds 
cubes, pouces cubes ct lignes cubes. Cette méthode est 
analogue à celle du n° 128, ct n’en diffère que!par les 
diviseurs. | 

91h. Mesurer une pièce de bois carré en solives. 
Mesurez les trois dimensious avec la toise linéaire et ses 
subdivisions ; multipliez-en une par 6 , une autre par 6 ct 
la 3° par 2; puis faites le produit des trois longueurs ainsi 
modifiées, comme s'il fallait obtenir des toises cubes et des 
parties prismatiques de la toise cube (212). Le produit ex- 
rimera des solives au lieu de toises cubes, des pieds de so- 
ive au lieu de toise-toise-pieds, des pouces de solive au lieu 
de toise-toise-pouces; des lignes de solive au lieu de 
toise-toise-lignes , et des points de sg}ive au heu de toise- 
toise-points ; car en multipliant deux dimensions par 6 ct 
la 3€ par 2, c'est comme si vous eussiez fait d'abord le 
roduit des troiset que vous l'eussicz multiplié ensuite par 
ho qui vaut 6X6X2; or il faut multiplier la toise cube et 
ses parties primastiques par 72, pour les convertir en 
solives et parties de solive (206). 


215. Corder une pile de bois de chauffage qui forme: 
un prisme reclangle. | 
mme la largeur de cette pile égale la longueur des 
büches, elle est la même que la largeur de la corde. 
Or la largeur d'un prisme rectangle peut étre prise pour 
sa hautcur. La pile ct la corde ont donc même hauteur ct 
se contiennent comme leurs bases (200), c’est-à-dire, 
comme les produits des longueurs par les épaisseurs. * Me- 
surez donc la longueur horizontale et l'épaisseur verti- 
cale de la pile en pieds ; multipliez ces deux dimensions et 
divisez le nombre de pieds carrés que donne le produit, 
52, nombre des pieds carrés d'une grande face de 
ha corde. Vous aurez pour quotient, la quantité de cor- 
des de la pile. Br 
Si la pile n'avait comme la corde que 4 pieds d’eleva- 
tion, elle serait aussi un prisme carre ; les deux prismes 
étant terminés à chaque bout par des carrés égaux , se con- 
tiendraient comme leurs longueurs , et il suflirait de pren- 
dre le huitième de la longueur de la pile exprimée en 
pieds, pour connaître le nombre de cordes. 


216. Mesurer un cube. . 
Appliquant ce qui a été dit du prisme rectangle, dont le 
cube n'est qu'un cas particulier, vous verrez qu'il faut 
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‘ faire le quarré de la 1 de l'arête et multiplier ce 
quarré par cette même ur. Si donc l'arête AB du 
cube de la figure 31 (P. HI), a 8°, le volume de ce 
corps vaudra 604"*\X8"—512"°. 

Un produit qui résulte, comme 512, de deux mul- 
tiplications où le même nombre forme le premier mul- 
tiplicande et les deux multiplicateurs , est appelé le cube 
de ce nombre. On peut donc dire que le volume d'un 
. cube égale le cube numérique de l'aréie. De là cette 
formule V.C=AXAXA. 

Il est bon de savoir par cœur les cubes des douze pre- 
miers nombres ; les voici : 

Nombres: 1,2, 3,4, 5, 6, 7. 8, 9, 10 11, 12 

Cubes: 1,8, 27, 64,125, 216,343, 512, 729, 1000, 1331, 1728. 

Vous verrez aisément qu'en effet 343, par exemple, 
est le produit de 49 quarré de 7, multiplié par 7, ou, ce 
qui revient au même , que 343—7 X7X7. 


217. Cuber un prisme quelconque. 

Imaginez un prisme rectangle qui ait même hauttur et 
même superficie de base que le prisme quelconque; les 
deux corps seront équivalens (200). Par conséquent, le vo- 
lume du prisme quelcon e égalera le produit de la base 
du prisme rectangle multiplice par la hauteur commune 


(205). Mais, on aurait le même produit en multipliant par 


la hauteur commune, la superficie de la base du prisme : 


quelconque, puisqu'elle égale la superficie de la base du 
prisme rectangle. On trouve donc le. volume de tout 
prisme, en multipliant la superficie de la base par la hau- 
teur , ct la formule du. calcul est V.P=BXH. 

Ainsi, pour cuber une pièce de bois de charpente qui au- 
rait la forme ct la position du prisme triangulaire oblique 
de la figure 33 (P. III), vous calculeriez la superficie de la 
base ABC en mètres carrés, par exemple (1 37), et vous la 
multiplicriez par la longueur de E'H prise en mètres, au 
moyen du fil-à-plomb. Le produit serait le volume de la 
pièce en mètres cubes ; mais vous le convertiriez aisément 
en décistères (211). | 

S'il fallait déterminer la capacité d'un grenier à fourrage 
dont la forme fût celle d’un prisme triangulaire ct droit, 
* vousmesureriez la superficie d'un des pignons triangulaires 
et vous la multiplicriez par la distance horizontale de ces 
pignons, laquelle est la hauteur du prisme. 


218. Corder une pile de bois de chauffage qui a4 pieds 


\ 
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d'élévation, dont un des bouts est verticalet l'autreen talus. 

C'est un semblgble prisme qu'on forme, pour corder le 
bois à la porte de l'acheteur. Il contient la corde autant que 
son trapèze contient un rectangle de 8% sur 4ri (200). Ur, 
le trapéze a aussi 47 de hauteur ; il contient donc le ree- 
tangle autant de fois que la demi-somme de ses deux bases 
contient 8r (125 et 135). Aulicy de mesurer les deux bases, 
lecordetr mesüre, pour abreger, l'arête AB du talus(P. III, 
F. 55 ); il en marque le milicu G, abaisse à vue une per- 
pendiculaire CD, sur la base inférieure BE, et mesure DE : 
cette longueur divisée par 8, donne les cordes. Si, par 
exemple, DE=33 8 ° ou 35. ?2, le nombre des cordes 

. 3 a 3, 2 11 
de la pie est - 8 LE TELE LOT bt NY 

Il est facile de voir qu'en effet DE vaut la demi-somme 
des bases BE, AF; car si l'on prolonge AF jusqu'à la 
rencontre de CD,AG=BD,puisque AC—CB (67); done 
FA--AG+ED=FA+BD+ED=FA+EB. Mais FA+AG 
ou FG=ED, ce sont des parallèles comprises entre paral- 
lèles (66); par conséquent ED+ED=FA+-EB oa bien ED 
est la moitié de FA+EB. . 

Si la pile de bois se terminait par deux talus , 11 faudrait 
marquer aussi le milieu du talus de gauche , abaisser à vue 
une seconde perpendiculaire sur la grande base du trapeze 
et diviser par 8 l'intervalle des deux perpendiculaires. 


219. Cuber un tronc de prisme triangulaire. | . 
Mesurcz en mètres carrés la superficie de Ja base ABC 
(e UT, F.56); mesurez en mètres les arêtes A'A”,B'B", 
C", st le tronc est droit ; additionnez ces longueurs et pre- 
nez le tiers de la somme, pour connaître la moyenne. Vous 
aurez le volume du tronc de prisme triangulaire et droit en : 
mètres cubes, si vous multipliez ka superficie de la base , 
par la moyenne des trois arètes paralltles. 

Dams le cas où le tronc de prisme serast oblique, vous 
multiplieriez la base par la moyenne des 5 perpendiculaires 
abaissées de AB" en sur le plan de cette base. | 

I} s'ensuit que Ze volume d'un tronc de prisme trian- 
gulaire quelconque égale la superficie de la base, multi. 
pliée par la moyenne des distances de cette base aux trois 
sommets de la troncature. La formule de ce principe est 
VTPT-BX PET, les trois distances étant repré 
sentées par D,D',D". 

| 49 
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220. Cuber un tronc de paraliélipipède. © 

Ce mesurage est analogue au De ee il faut multi- 
plier la superficie de la base ABCD (P. HI, F. 37), par la 
moyenne des quatre arêtes parallèles A/A”,B'B", C'C”, 
DD”, lorsque le tronc est droit. 

Si le tronc de parallélipipède était oblique , vous devriez 
multiplier la base, par la moyenne des 4 perpendiculai 
abaissees de A",B”,C”,D” sur le plan de cette base. 

Par conséquent, le volume d'un tronc de parallelipi- 
pède quelconque égale la superficie de la base , multipliée 
par la moyenne des distances de cette base aux quatre som- 
mets de la troncature. Vous avez donc pour formule 

l f Di 
V.T.Pa=BX PPP Oro, 

On mesure aussi de la même manière, dans certains cas, 
le volume des prismes complets : il est aisé de voir en ef. 
fet que multiplier la base inférieure, par la hauteur du 
prisme (247) ou par la moyenne des distances de cette base 
aux sommets de la base supérieure, c'est alors absolument 
la mème chose, puisque chacune de ces distances est 
égale à la hauteur. | ° 
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221. La face d'où partent toutes les arêtes concou— 
rantes d'une pyramide, en est la base (194); cette base peut 
étre un polygone quelconque. 

Le point où se coupent toutes les arêtes concourantes, 
est le sommet de la pyramide, et la perpendiculaire 
abaissée de ce sommet sur le plan de la base, est la hau- 
teur du corps. Les faces latérales, qui vont de la base au 
sommet , sont nécessairement des triangles. 

La pyramide est complète , si elle contient le sommet ; 
elle est tronquée, lorsqu'au lieu du sommet, c'est une 
facc plane qui se trouve opposée à la base. La pyramıd 
tronquée a deux bases, quand la troncature est parallèle 
à la face opposée ; les faces latérales sont alors des trapèzes. 

Une pyramide est régulière „ lorsqu'elle a pour base un 
polygone régulier et que son aze, c'est-à-dire la droite qua 
joint le sommet au centre de la base (141), est perpen— 
diculaire sur le plan de cette base. Si ces deux conditions 
ne sout pas remplies à la fois, la pyramide est irrégulière. 
| Zoutes les arêtes concourantes d'une pyramide régu— 
liere sont égales ; car ce sont des obliques qui s'écartent 
également de la perpendiculaire à la base (60). 


La 
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On distingue les pyramides , comme les prismes, par les 
noms des polygones de leurs bases ; elles sont trianguluires, 
quadrangulaires, pentagonales , hexagonales , etc., selon 
qu'elles ont pour base un triangle, un quadrilatère, un 
pentagone, un hexagone, etc. . 

222. Dessiner une pyramide régulière et complete. 

Le plan comprend un polygone régulier ABCDEF sem- 
blable ou égal à celui de la base (P. III, F. 58); le centre 
$ de ce polygone représente le sommet de la pyramide, 
sur le plan horizontal, et les rayons SA, SB, etc., y re 
présentent les ar&tes concourantes. 

Pour faire l'élévation , abaissez de S et de tous les som» 
mets À, B, C, etc. du polygone, des perpendiculaires ‘sur 
la ligne de terre ; prenez S'S” égale à la hauteur ou à l’axe, 
et joignez le point S” aux points A’, B', etc. Si le rayon 
° AS est parallèle à YZ, la droite A’S” donnera la longueur 
de chaque arète. 


223. Dessiner une pyramide irrégulière. © 

Le plan comprend toujours ‘un polygone ABCD égal 
ou semblable à la base (P. II, F. 39). Si, à l'aide d'un 
fil-à -plomb, voys avez pris les distances horizontales du 
sommet de la pyramide à deux sommets B, D de la base, 
vous pourrez, avec ces longueurs, marquer le sommet 
S sur le plan horizontal. Les droites AS, BS, CS, DS y 
représentcront les arêtes concourantes. 

Pour faire l'élévation, abaissez de tous les points du 
plan , des perpendiculaires sur la ligne de terre; prenez 
S" égale à la hauteur de la pyramide , et joignez le point 
5” aux points A’, B', C’, D’. Les droites que vous ti- 
rerez ainsi, representeront les arêtes concourantes , sur le 
plan vertical; mais il est possible qu'aucune ne soit re- 
présentée dans sa vraie grandeur. endant, comme je 
vous l'ai annoncé, le dessin complet d’un corps peut tou- 
jours en donner exactement les différentes dimensions. 

Voulez-vous, par exemple , avoir la vraie longueur de 
Farèéte qui va de C au sommet ? il suffira de porter sur 
la ligne de terre, de S'en E, la droite CS du plan, et 
de tirer S'E; cette hypothénuse du triangle rectangle 
ES'S/ donnera la longucur cherchée. Pour les autres, vous 
agiriez d'une manière analogue. 

224. Dessiner un tronc de pyramide régulière, à ba= 
ses paralleles. 

Le plan se compose de deux polygones réguliers , con- 


\ 
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centriques, égaux ou semblables aux -bases, et de droites 
Aa’, Bb, etc. (P. II, F. 40), qui joignent les sommets 
eorrespondans des polygones. Ces droites représentent les 
arêtes concourantes, sur le plan horizontal. 
L’elevation doit offrir un trapèze dont les côtés paral- 

Jèles soient éloignés l'un de l'autre autant que les bases 
du tronc de pyramide. On détermine ce trapéze cn abarïs- 
sant des perpcuüdiculaires sur la ligne de terre, des points 
A, Cjusqu'à cette droite, et des points a, c, jusqu'à sa pe 
-rallèle ac’. Si, comme dans la figure, deux côtés AF CD 
de la grande base sont perpendiculaires à la ligne de terre, 
les droites A’ at, C’ e’ représentent chacune deux arêtes 
. concourantes, sur le plan vertical. Par le même moyen , on 
trace la droite B'2' qui représente les deux autres. Le des- 
sin n'a aucune ligne pointillée, attendu que toutes leslignes 
cachées de l'élévation se confondent aycc des lignes vues, 
par suite de la position donnée arbitrairement au tronc de 
pyramide, 

Comparaison des pyramides, 


€ 


225. Deux pyramides triangulaires sont égales, si leurs 
arétes correspondantes ont méme longueur, ou bien si trois 
‚faces de l'une sont égales à trois faces de l'autre. Alors, 
a première étant creuse pourrait contenir exactement la 
seconde. 

Deux pyramides régulières sont égales, lorsqu'il y a 
égalité entre les bases et entre les hauteurs ou deux 
arêtes concourantes prises chacune sur un des corps. 

Deux pyramides irrégulières sont égales, s'il y a égalité 
entre leurs bases et si trois arétes concourantes qui se 
suivent, ont dans l'une mémes longueurs que leurs cor. 
respondantes dans l'autre, 


226. Deux pyramides qui ont des bases. de même 
superficie et des hauteurs égales, sont équivalentes. La 
démonstration est analogue à celle du n° 407. 

Lorsque l'on coupe un prisme triangulaire en passant 
par le point D et par la Sroite BC (P.II, F. 53), on en 
detache une pyramide triangulaire DABC qui a même 
hauteur E'H et même base ABC que le prisme. Si cn. 
suite on coupe le polyedre restant , en passant par le même 
point D et par la droite CE, on forme une seconde py- 
famide triangulaire DCEF ou CDEF qui, ayant son 
sommet qu point C et pour base le triangle DEF, a aussi 
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mème hauteur. et même base que le prisme. Le reste 
est une 3° pyramide triangulaire DBCE équivalente à 
chacune des deux premières, car ou peut la changer en 
une autre de mème volume qui ait aussi même base et 
même hauteur que le prisme. En effet, DBCE équivaut 
à la pyramide dont À serait le sommet et BCE la base, 
isque AD est parallèle à la face BCFE; mais la py- 
ramide ABCE étant retournée , aurait E pour sommet et 
ABC pour base. Par conséquent, le volume d’un prisme 
triangulaire égale 5 fois celui d'une pyramide triangulaire 
qui aurait même base et même hauteur, ou bien le volume 
d'une pyramide triangulaire est le tiers de celui d'un 
prisme triangulaire de méme base et de méme hauteur. 


227. Il s'ensuit que les pyramides triangulaires sont 
entre elles comme les prismes triangulaires dont elles se- 
raientle tiers: si l'un des prismes est double, triple, etc., 
de l'autre, le tiers du premier se trouve nécessairement 
double, triple, etc., de celui du second. Par conséquent , 
deux pyramides triangulaires dont les bases sont de 
méme superficie, se contiennent comme leurs hauteurs, 
et deux pyramules triangulaires de méme hauteur , se 
contiennent comme leurs bases (200). 

Ces relations s'étendent à deux pyramides quelconques, 
car si vous coupez ces corps en passant par le sommet 
et par les diagonales qui diviseut la base en triangles, 
vous les partagerez en pyramides triangulaires, et ils seront 
entre eux comme les sommes de leurs parties. Or, ces 
deux sommes de pyramides triangulaires sont évidemment 
entre elles comme les sommes des bases, sil y a égalité 
dans les hauteurs, ou comme les hauteurs des deux pyra- 
mides quelconques, si les sommes des bases sont égales. 
Ainsi, dans ces cas, il n'est pas nécessure de mesurer 
les pyramides pour les comparer ; il suffit de comparer 
les hauteurs, si les bases se trouvent équivalentes , ou leg 
bases , si les hauteurs se trouvent égales. 


Mesurage des pyramides. 


228. I est possible qu'on ait besoin de connaître la 
surface d’une pyramide. Rien n'est plus facile; Popera- 
tion consiste à mesurer successivement la base et chaque 
face triangulaire, et à faire la somme de toutes leurs 
superficies. 
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229. Cuber une pyramide triangulaire. 


Mesurez la base en mètres carrés, par exemple, ct la 
hauteur en mètres; puis faites le produit des deux nom- 
‘ bres trouvés: vous aurez en mètres cubes le volume d'un 
prisme triangulaire de même base et de même hauteur 
que la pyramide (217). Or, d'après le n° 226 , le volume 
cherché est le tiers de celui-là; donc, pour cuber une 
pyramide triangulaire , il faut prendre le tiers du produit. 
de la superficie de la base multipliée par la hauteur. 


230. Cuber une pyramide quelconque. 

Si vous coupiez la pyramide de la figure 38 (P.III) en 
passant par le sommet $” et successivement par les dia— 
gonales AD, BE, CF de la base, vous la dviseriez en 
six pyramides triangulaires qui auraient même hauteur S'”S” 

e la pyramide hexagonale, et pour bases, les triangles 

SB,BSC, etc.; la somme des volumes de ces six py- 
ramides donnerait évidemment le volume demandé. Or 
chacun est égal au tiers du produit d’un des triangles 
ASB,BSC, etc., multiplié par la hauteur commune $”S’; 
leur somme est donc le tiers du produit de la somme des 
triangles multipliée par S"S/, et puisque la somme des 
triangles ASB, BSC, ctc., forme la base de la pyramide 
donnée , il est clair que le volume de cette pyramide est 
égal au tiers du produit de la superficie de la base mul- 
tipliee par la hauteur, comme celui d'une pyramide 
triangulaire. 

Sı donc B représente la superficie de la base d’une py- 
ramide quelconque , et H la hauteur , le volume sera ex- 
primé par la formule V.Py= È. Supposez que B=12”* 
et que H=2*,15 ; cette formule vous donnera V:Py— 
1270 2m.15  25%,80 
a8", 60. 

. HI cst visible que ce mesurage confirme les principes 
du n° 227. | 

251. Cuber un tronc de pyramide à bases parallèles. 
DU faut multiplier la grande base par la longucur d'un 
quelconque de ses côtés, multiplier la petite base par 
Je côté correspondant , multiplier la différence des deux 
produts par la hauteur du tronc, et diviser cufin le 
troisième produit par le triple de la différence des deux 
côtés. 

Soicnt B, è les superficies des bascs ABCDEF , abedef 
régulières ou irrégulières (P. II, F.40); C, c les longucurs 
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des côtés correspondans AF, af, par exemple, et H 
la hauteur B’h du tronc droit ou oblique. La formule 
BNC) SH 
du mesurage est V.T.py= TE | 
En effet, le tronc est l'excès de la grande pyramide 
SABCDEF sur la petite S'abcdef , c'est-à-dire (250) 


! HW! + 
l'excès de x sur tà “» si H’, 7 représentent les 
hauteurs S'B', S'2'. , 


Or, à cause du parallélisme des bases, le plan S'SA qui 
renferme les concourantes projetées en S'B', S’A’, coupe 
ces bases selon deux parallèles, et ces parallèles divisent 
les deux concourantes de Ja même manière. Par con- 
sequent, H’ et H se contiennent comme S’A’, a’A’. Les 
côtés AF, afsont aussi parallèles et divisent les deux 
arêtes projetecs en SA, SF, S’A’. Conséquemment, 
SA’, S'&# se contiennent comme C,c, et S'A’, S'A'—S'u! 
ou @A’ se contiennent comme C, C—<. Par suite, 
H', H se contiennent comme C, C—c, ce qui donne 
vH, | 

C—ec | 

Pour les mèmes raisons, A’, H se contiennent comme 

S'a!, a'A', et ces deux dernières longueurs se contiennent 


comfne c, C—c. Donc, A’, Hse contiennent aussi comme 
. H 
c, C—c, ce qui donne RL, 
' BXCXH 


Ainsi , le volume de la grande pyramide ” = 
, se BXH_BXXKH 2 5 Fe 
le volume de la petite 3 FC) et le tronc vaut 
BXCHXH— 5XcXH_(BXC-5Xc)x<H 
73 (Ce) 310) 
Supposons B=6hmm 9}. b—40mm 39, C—5m, (—Qm 


ima. su on. m Zan 
etH=3%; on auraV T.Ppy "SP ONT 


3a gm ga. 78 3039 jp) {me 306 
3 TB ’ 
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Les oorps ronds dont nous allons nous occuper, sont 
ceux que déjà vous savez dessiner et dont vous avez appris 
précédemment à mesurer les surfaces. Reste donc à vous 
enseigner les moyens d'en comparer et d'en mesurer les 
volumes. 
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232. Il résulte du n° 472 que le cylindre est un prisme 





æ 
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dont les faces latérales sont extrêmement nombreuses, et 
le n° 481 montre que le cöne est au fond une pyramide 

ui a une multitude de faces triangulaires. On peut done 

ire de deux cylindres et de deux cônes, comme de deux 
prismes et de deux pyramides (200 et 227), qu'ils se 
cortiennent autant de fois que leurs bases, s'ils ont méme 
hauteur , ou autant de fois que leurs hauteurs, si leurs 
bases sont équivalentes. 


235. Cuber un cylindre quelconque. 

‘ Il faut multiplier la superficie de la base par la hauteur, 
après avoir mesuré les longueurs nécessaires avec la même 
unité; car tel est le mesurage d'un prisme (217). 

Si donc R est le rayon d'un cylindre circulaire et H la 
hauteur, on a pour formule V.Cy=RXRX3,1416XH, 
puisque (155) A superficie de la base ‚est alors RXRX 
9,1516. 

Quand, au lieu du rayon, on veut employer le diamètre, 


la formule devient V.Cy—=-X=X3,1416XH ou V.Cy= 
DXDX3 1016 XH n° 


4 | 

Les mesures de capacité pour les matières sèches et 
pour le lait, sont des cylindres creux dont la hautcur H égale 
le diamètre D, et ce diamètre est, pour le décalitre , par 
exemple, de 02,2535. Il est facile de reconnaître qu'en 
effet cette dimension est juste à fort peu près, car la capa- 
cité est alors le quart du cube de 0m,2335 maltiplié par 
3,1416, ce qui doune 9 litres, plus0,991 584 4975, quantité 
dont la différence à 10 litres est seulement 0,008615 502 5. 
Les mesures de capacité pour les liquides, l'huile et le 
lait exceptés, sont des cylindres creux dont la hanteur est 
double du diamètre ; cui du litre doit avoir 0M,086. En 
effet, la capacité de la mesure égale la moitié du cube de 
0” 086multiplié par 3,1446,cequidonne0lit,999416764 8, 
uantité dont difference à un litre est seulement 


,0008832352. 


254. Cuber un tronc de cylindre droit qui a un are. 

Un cylindre tronqué a un axe, quand sa base et sa tron- 
cature ont chacune un centre, c'est-à-dire un point situé au 
milieu de toutes les cordes qui le contiennent : il n'est pas 
nécessaire que ces cordes soient de même longueur, comme 
les diamètres du cercle ; peu importe lcur inégalité; pourvu 
queleurs milieux se confondént tous avec le point où elles se 
croisent , ce point est un centre, et la droite qui joint cui 
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de la base à celui de latroncature, est un axe. Par conséquent, 
certaines ovales ont un centre, comme le cercle, et certains 
cylindres oblongs ont un axe, comme le cylindre circulaire. 
Si vous pouvez mesurer l'axe d’un tronc de cylindre 
quelconque , mais dreit , vous aurez le volume. en multi 
ant la superficie de la base , par la longueur de cet axe. 
formule à suivre est V.T.Cy=bxA ‚la base étant re- 
présentée par B et l'axe par A. u 
Pour le tronc de cylindre circulaire de la figure 22 (P. II), 
vous devriez multiplier la superficie du cercle A, par A'A”. 
Cela vous donnerait le volume d'un cylindre complet dont 
la hauteur serait A’A” (233), et en effet ce volume égale 
celui du tronc, attendu que ce qu'il a de moins, à gauche 
de A'A", est compensé par ce qu'il a de trop, à droite. 
Si vous ne pouvez mesurer l'axe, à cause de l'impos- , 
sibilité d'atteindre au centre de la troneature, vous aurez le 
- volume du tronc de cylindre droit, en multipliant lasuperfr 
cie de la buse, par lamoyenne de laplus grande et de la plus, 
petite des droites de la surface cylindrique. Il faudra donc 
employer la formule V.T.Cy=BX È 





‚ la plus grande 
| des droites étant représentée par G et la plus petite par P. 
Effectivement, l’axe A’A” du tronc de cylindre circulaire 
égale la demii-somme de BCet DE; côtés parallèles du trapèze 
BCDE ; car contenant le centre A de la base et le centre A” 
de la troncature , il passe par le milieu du diamètre BE et. 
par le milieu de CD {218). , n 
235. Cuber un manchon cylindrique. | 
Calculez le volume du cylindre dont le dıamietr 
est BE (P. III, F. 23), et le volume du petit qui a FI pour _ 
diamètre ; puis retranchez ce dernier volume du premier ;' 
la difference sera le volume de la paroi cylindrique du corps. 
“ Un puits doit avoir 1°,62 de diamètre , 42” de pro- 
fondeur et des parois de 0°,64 d'épaisseur. Combien fau- 
dra-t-il de métres cubes de pierres pour le construire? 
Le grand cylindre aura en diamètre 4*,62-+0*,64x2 
—9= 90; son volume sera donc es | 
—79**,263. Le volume du vide ou petit cylindre sera 
12,62 18,62€ 3,1416% 12% 2" 734, et par co t, la 
‘ paroidu puits contiendra 79"°,263—24"*,734—B4®° 529. 
256. Cuber un côre quelconque. - | 
On doit prendre le tiers du produit de, la superficie 
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de la base, meltipliée par la hauteur , car tel est le me- 
surage d'une pyramide (230), et d'aprèsle n° 181 , le cône 
est une pyramide dont les faces latérales sont très-nom- 
breuses et très-étroites, même à la base. | 

‘ Représentant par R le rayon d'un cône circulaire, 
et par H la hauteur, : vous aurez donc pour formule 
V. ERS, Le diamètre D vous donnerait 
V IMS OH" 


12 ’ 

237. Cuber un trono de cône à bases parallèles. 

‘ Le mesurage du tronc de pyramide est applicable (234); 
seulement au lieu des côtés C, c, il faut employer des cor- 
des correspondantes ou les rayons R, r des bases, quand le 
tronc de cône est circulaire : ces rayons sont évidemment pro- 
portionnels aux cordes correspondantes, et conséquemment 
EE Comme d'ailleurs (455) la grande 


base B-RXRX3,4446 , et que b=rXKrX3,1416 , la for- | 


ihuledonne V.T CARS REX 31416) __ 

ss 3(R—7 _ 
RKRKRrKrKr)K3 141 6>CH Œ ) 
BR) . 


"Or, il est facile de s’assurer en multipliant le quotient 
par le diviseur, que ISTEIZRKRHRKTH rXr. 
. La formule du mesurage du tronc de cône est donc aussi 
V.T. C-HXS AM 6 CTER, - 

. Ainsi, r avoir le volume d'un tronc de cône cir- 
culaire à parallèles, on peut multiplier la différence 
des cubes numériques des rayons, par 3,1416, puis ‚le 
produit par la hauteur , et diviser ce second produit par 
le triple de la différence des rayons, ou bien le méme 
volume égale le tiers du produit fait avec la hauteur, 
le nombre 3,1146 et le produit des rayons des bases 
ajouté à la somme de leurs quarrés numériques. 

_ Saient 5" le grand rayon R d'une cuve en tronc de cône, 
 2°,75 le petit r, et 2”,80 la profoudeur H, vous aurez 
V.T Ca" DOCS, 1 KETTE gu 99 
. X 3,1416 Kei 9 goy 22 noto tata _ 

. 72” ,754 22727 ,54 hectolitres (210). 
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Les arbres en grume, c'est-à-dire ceux qui, dépouillés de 
leurs branches, se trouvent prêts à être écarris, sont des 
‚ troncs de cônes , lorsqu'ils sont bien droits. Cependant , on 
ne les cube pas comme il vient d'être enseigné, attendu que 
ce mesurage ferait payer l'écorce et laubıer qui ne sont 
bons qu'à brüler. | NE . 
Pour connaître le nombre des décistères qui seront 
contenus dans la pièce de bois carré que fournira un 
arbre en grume, on mesure en mètres les circonferences 
des deux bouts de l'arbre, à l'aide d'une ficelle, et ordi- 
nairement on prend les # de leur somme. Le résultat est 
l'écarissage ; il faut donc le multiplier par Ini-mème , mul- 
tiplier le quarré obtenu, par la longueur de la pièce mesurée 


en mètres, et reculer la virgule d'un rang à droite (211). 


L'artillerie emploie un mode de mesurage plus avanta- 
geux pour l'acheteur : au lieu de prendre les 7; de la somme 
des circonférences extrêmes , elle n'en prend que le di- 
xième ; l'écarissage qu'elle suppose est donc moindre que 
celui qui est usité entre particuliers : il en diffère d'une 
quantité égale à la 240€ partie de la somme des circonfe- 


rences extrèmes. . 


238. Cuber un manchon conique. | 

Calculez le volume du grand tronc de cöneet celui du 
petit; puisretranchez ce dernier du premier. La différence 
sera le volume de la paroi tronc-conique, 


239. Cuber une sphère. | 

Une sphère peut être considérée comme composée d'une 
infinité de pyramides dont les trés-petités bases couvrent 
la surface courbe, qui aient le centre pour sommet commun 
et le rayon pour hauteur commune. Or, lasomme detoutes 
ces pyramides est évidemment égale au tiers du produit 
fait avec la somme de toutes les bases et la hauteur com- 
mune (230) ; danc le volume d'une sphère vaut le tiers. du 
produit de la surface multiplide par le rayon. 

Comme une surface sphérique est donnée par la 
formule DXDX3, 141 6,si D représente le diamètre (158), 
ou par la formule RXRX3,1416X4, si R represente le 
rayon, il est cuir te da formulo du volume doit être 

BXxRxRX3,1116YK4 11416, 
V, S= = —©0 3 | u Vous. voyez 
donc que pour trouver le volume d'une sphère, il faut 
multiplier le cube du rayon par 3,116 et prendre les i 


‚du produit, ou multiplier le cube du diamètre par. 


3,1416 et prendre le sixième’ du produit. 


ee i ee OR nnt tm inn 


436 COMPARAISON ET MESURAGE : 


il s'agit de determiner le volume d'une paroi 
‘une 


sphérique , c'est-à-dire le volume de la matière 
sphère creuse , où calcule celui de la sphère limitée par 
la surface courbe extérieure et celui de la sphère limitée 
‚par la surface courbe intérieure ; la différence des deux 
résultats donne le volume de la paroi sphérique. 


240. Il suit des formules qui donnent le volume d'un 
corps sphérique , que deux sphères se contiennent comme 
des cubes de leurs rayons ou comme les cubes de leurs 
diamètres. | 

Sì, par exemple, une boule a 0M,03 de diamètre et 
qu'une autre boule ait un diamètre de 02,15, celle-ci 
contiendra la première autant de fois que 5575 cube de 


. 45 contient 125 cube de 3, c'est-à-dire 27 fois. 


‘24. Cuber le volume d'une calotte sphérique. 
‘ Calculez le volume du cylindre dont BD serait le 
diamètre et CE la hauteur (P. IH, F. 28), puis le volume 
de la sphère dont CE serait le diamètre ; ajoutez ce 
_ dernier volume à la moitié de'celui du cylindre, et 
vous aurez pour somme le volume de la calotte ou le 
segment sphérique dont CE cit la hauteur. 


2h2. Cuber le volume ‘d’une zöne sphérique. 
Calculez la superficie de la grande base dont FG est 
le diamètre (P. II, F. 28), et la superficie de la petite 
base dont BD est le diamètre ; prenez la moitié de la 
somme de ces deux superficies; multipliez le résultat 
la hauteur EH de la zöne, et ajoutez au produit 
e volume de la sphère qui aurait EH pour diamètre. 
somme sera le volume de la'zône ou la tranche 
sphérique dont l'élévation est la figure BDFG. 


253. Cuber un anneau rond. - 

Si l'on conpait un anneau et qu'on le redressät, on 
aurait un cylindre droit et complet dont la hauteur éga- 
lerait la circonférence moyenne de cet anneau ; car la 
grande circonference se raccourcirait et la petite s’allon- 
gerait ; celle du milieu serait la scule qui ne varierait 
pas. Il faut donc, pour obtenir le volume (255), mul- 
tiplier la superficie du cercle dont A'A” est le diamètre 
€ II, F. 29), par la moyenne des deux circonferences 
u plan. Cela revient à multiplier la somme des rayons 
de ces deux circonferences , par le quarré de la die 
rence des mêmes rayons, à multiplier le produit par 
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le e de 3,1416 et à prendre le quart du résultat, 

formule d'un pareil mesurage est donc V.A= 

RHIN 1416314 16, | ca 
& | 

Supposons, pour exemple, que la plus grande cir- 

conference de l'anneau- alt 09,55 de rayon, et que le 

A= 


- plus petit rayon du vide soit de 0,50. On aura 


0.GX0%,03%X 0" ,03X 9.869650 56__0",63X 07,000 9 9,869 650 56 


4 . 
Ome 0014. - 


4. 
__0®® 000 567 X 9.869 650 56 __0"%°,005 596 0918 


Mesurer le volume d’une pièce de bois courbe. 

Si les bouts sont des figures à centre, perpendicu- 
laires aux taugentes des arcs parallèles , vous multiplierez. 
la superficie d'un de ces bouts, par la moyenne des 
arêtes courbes ou par celle du plus grand et du plus 
petit des arcs de la surface annulaire , lorsqu'il n'y aura 
‘pas d’arétes. Vous concevez en effet que la pièce re- 
dressée deviendrait un prisme .ou un cylindre droit et 
complet dont la longueur serait précisétnent la moyenne 
emp oyée pour multiplicateur. | 

1 les bouts n'ont point de centre, ou qu'un seul soit 
d’equerre sur les arcs, le même moyen donne un me- 
surage qui généralement n'est qu'approximatif, mais dont 
on peut se contenter dans la plupart des cas de la pratique. 


2h4. Jauger un tonneau. 
Plongez un mètre divisé dans le tonneau, par la bonde, 


de manière à prendre exactement le plus grand diamètre 


intérieur, qu'on appelle diamètre du bouge ; doublez la 


ongueur trouvée ; ajoutez .ce double au. diamètre d'un des - 


fonds ; prenez le tiers de la somme ; faites le quarré numé- 


‘ nque de ce tiers ; multipliez ce quarré par 3,1416 , et le 


produit par la longueur de la capacité du tonneau. Le. 
quart du résultat sera cette capacité en mètres cubes 
u'il vous sera facile de convertir en litres ou en:hec- 
tolitres (209 et 210). 

Soient D le diamètre du bouge, d le diamètre des 


fonds 2 et L leur distance.. La formule à employer est 
rn d + L 
ES EXT. 
, Observez que pour avoir la longueur L de la capa- 
cité du tonneau, ıl faudrait mesurer une ligne droite per- 
pendiculaire aux deux fonds et comprise entre les faces 


internes de ces fonds. Comme op pe le peut pas, on 


. ———-—_v 
© 


n _ mm — TUO ee o | 
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mesure la diculaire comprise entre les faces exter- 
nes et l'on en retranche le double de l’épaisseur d'une 
douelle. Cette épaisseur varie de 18 à 24 millimetres. 
Su posez qu'un tonneau ait pour diamètre du bouge 
0,6% , pour diamètre des fonds 0”,553, et pour lon- 
gueur interne 0,727. En suivant ce qui vient d'être 
serit, conformément à une instruction ministénelle 


l'an VII, vous trouverez que la capacité du tonneau ’ 


est de» 0mc, 206 244 ou .de 2,062 41 hectolitres. 

Si vons calculiez la même capacité, en la considérant 
comme composée de deux troncs de cônes accolés , 
leurs grandes bases (237), vous obtiendriez Omc,498 340, 
mombre dont la différence à Orc 206 244 est Omc 007 901. 
Ainsi , l'erreur ne serait au plus que de 8 litres en moins. 


DESSIN ET MESURASK DES CORPS QUELCONQUES. 
245. La plupart des corps dont on peut avoir à faire 
arace 


le dessin, à mesurer la s ou le volume , se rappor- 
tent aux diverses formes que vous venez d'étudier. Vous 
verrez aisément, par.exemple, qu'un tombereau oflre un 
tronc de pyramide quadrangulaire , dont les bases , c'est-à- 
dire le devant et le derrière , peuvent être considérées 
comme parallèles , sans grande erreur. Une hotte en bois, 


| propre au transport des liquides , doit être assimilée à un 
, tronc de cône à bases parallèles , bien qu'elle ait une face 
latérale sensiblement plane. Tous les corps ronds, pleins ou | 


creux , sont des cylindres , des cônes, des sphères , des an- 
neaux , ou peuvent se décomposer en parties qui présentent 
ces formes , soit complètement , soit partiellement. Reste 
donc à vous enseigner comment on dessine et l'on mesure 
un corps qui ne ressemble à aucun de ceux dont nous nous 
sommes occupés. 

Auparavant ct comme introduction , j'exposerai le 
procédé à suivre pour cuber un corps tronqué, à base 
quelconque perpendiculaire aux arétes des faces latérales. 

Faites d'abord , au moyen d'une échelle, Je plan. 
ABCD de ce corps (P. II, F. 41) et l'élévation A'A”C"C'; 
puis décomposez la base ABCD en triangles tels que 
ABD et en segmens terminés par des droites et des 


, Courbes, comme le segment BCD. Après avoir marqué 


sur la courbe BCD des parties arbitraires , égales ou 
inegales , qui puissent être prises pour des droites, sans 
grande erreur, vous abaisserez, des points de division 





i 
1 
| 
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a,b,d,C, des ‘perpendiculaires sur la corde BD ,' et vous 
menerez des parallèles as à cette corde, de manière 4 
former des rectangles tels que aefg et des triangles tels 
que Dag, abe; enfin, par les sommets des rectangles 
et des triangles, vous tirerez des parallèles aux arêtes 
A'A”,B'B" etc. , jusqu'à la troncature AVC", .- : 

Alors le corps donné se trouvera décomposé en prisıhes 
tronqués triangulaires et rectangles, dont les arêtes pa- 
ralleles seront comprises entre la ligne de terre A’C et 
la troncature A”C”; il sera facile de mesurer ces prismes 
et la somme de leurs volumes donnera xelui du corps. 

Par exemple, le prisme triangulaire dent la base est 
ABD, a pour volume, le produit de la superficie ABD 
et de la moyenne des arêtes A'A”,B'B",D'1}" (219). 

Le prisme dont la base est le triangle Dag , a pour 
volume, la superfine Dag multipliee par la moyenne 
des arêtes D’D",g'g",a’a”. 


Le prisme rectangle dont la base est aefg, a pour. 


volume, la superficie aefz multiphée por la moyenne 

des quatre arêtes da',de, Jin gs" (220). -Ainsi des 

autres. È 
C'est de cette manière que doit se faire le cubage 


d'une portion de cylindre droit et tronqué, et de tout 


corps tronqué qui, sous une forme cyhndrique , a une 
base dépourvue de centre. | 


246. Dessiner un corps quelconque. 


Prenons pour exemple un tas de sable auquel nous sup- . 


rons 09,95 de hauteur. Vous traccrez autour un rec- 
tangle ABCD (P. III, F. 42), de manière que deux des 
côtés soient parallèles à la plus grande droite qui puisse être 
tree dans la base; puis, à l’aide d'une mesure, d'un niveau 
de maçon et d'une règle placée verticalement sur AB, en 
es points E,F,G,H,], dont les distances à A seront con- 
nues, vous mesurerez à 0*,9 du ol, les distances hori- 
zontales E1,F1,G1,H1,H, perpendiculaires à AB, et vous 
les coterez sur un troquis pareil au plan de la figure 42. 
Portant ensuite la distance AEdeDenE*, la distance EF 
de E’ en F’, etc., vous marquerez sur CD des points 
‘,F', etc., qui correspondront à ceux de AB, et vous 
mesurercz à 0*,9 du sol, les distances horizontales 
F1,G'4', etc. , 
Vous serez alors en état de rapporter sur le dessin au 
net, le contour 4.1.1...1’.1' qui résulterait d'une coupe 
faite dans le tas de sable, par un plan horizontal élevé de 
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0”,9 au-dessus du terrain. Il faudra pour cela constrüire 
d'après une échelle, un rectangle ABCD qui ait même lon- 
gueur et même largeur que celui du sol , et dont les grands 
côtés soient parallèles à la ligne de terre YZ; tracer les 
droites EE’,FF’, ete., conformément aux cotes du cro- 
quis; y porter les distances E1,F1,F'1', etc., et. joindre 
par une courbe les points 4,1....1’, ete. qui en résulteront. 

Operan t à 0m,6 du sol, comme vous venez d'opérer à 
Om,9, et plaçant la règle aux points K,E,F....L, vous 
mesurerez les distances horizontales K2,E2...L2,12', etc; 
puis à l'aide du croquis, vous.tracerez sur le plan le con- 
tour 2,2.....2.2"... | 

Repetez les mêmes opérations à 00,3 de terre , pour ob- 
tenir le contour 3, et sur le sol même , pour le contour & 
de la base, vous aurez le plan du tas de sable. Ce plan est 
ici, comme vous voyez, l'ensemble des contours donnés 

des plans horizontaux espacés de 0*,3; mais on peut 
es rendre plus ou moins écartés, ainsi que les points 
E,F,G, etc: ıl suffit que les arcs de courbe compris entre 
ces plans horizontaux et entre les plans' verticaux EB’, 
FF", étc., diffèrent peu de lignes droites. 

L'élévation résulte du plan. Tracez à des intervalles de 
0°,3 autant de parallèles à la ligne de terre, que vous 
avez levé de contours , et coupez-les par les prolongemens 
des parallèles à AD. Les droites E'E,II vous donneront, 

ar leurs rencontres avec la parallèle située à 0",9 de YZ, 

‘élévation ab du contour.1 ; les droites K'K,L'L formeront, 
‘en coupant la parallèle située à 0*,6 de YZ, l'élévation 
cd du contour 2 ; l'élévation ef du contour 3 sera produite 

ar les droites M’M,N’N ; enfin gh qui représente la base 

u tas, sur le plan vertical, aura pour extrémités les in- 
tersections de D'O,PP avec la ligne de terre. Si donc 
vous supposez que le point le plus élevé du corps se trouve 
dans le mème plan vertical que G et G’, vous achèverez 
l'élévation en portant 0,05 de ien k et en joignant par 
une courbe les points 8 e, c,a, k, b, d, f, À. 

C'est ainsi que se fait le dessin complet de l'extérieur de 
tout corps plein ou creux dont la forme ne peut être dési- 

ée par un terme géométrique. Pour dessiner l'intérieur 

‘un corps creux, vous marqueriez sur les bords les points 
&.4 d'une droite Q,R, et plaçant la règle dans l'alignement 
‘ de ces points , vous mesureriez les distances horizontales du 
plan vertical OR aux divers points de chaque contour deni- 
veau. Sur le plan, la droiteQR serait une paralléleà laligne 
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de terre , et le reste se ferait comme dans le cas précédent. 


247. Rien de plus facile que de cuber un s quel- 
dont on a un dessin complet, analogue à celti de 


b figure 42 (P. III); ce corps se trouvant divisé en prismes ‘ 


draits , tronqués , rectangles ou triangulaires , il ne s'agit 
que de calculer le volume de chaque prisme (219 et 220) 
et de faire la somme de tous les résultats. | 
Transportez en effet, par la pensée, l'élévation dans le 
plan vertical QR, en plaçant la figne de terre sur la droite 
QR, vous verrez aisément que le rectangle /mno, par 
exemple, est la base d’un-prisme rectangle et tronqué dont 
les arttes, parallèles ont pour longueurs o’4,n'h, 0'3, n'3. 
La troncature est une petite face courbe dont eplan est la 
3.3.4.1 formée par les extrémités des arêtes paral- 

es; et vous pouvez la considérer comme une face plane, 


sans grande erreur, si les points 0',n' sont peu écartés, si 


leur distance n’est que de 0,3 comme celle des plans qui 
domment les courbes 4,5, ou qui forment la face supérieure 


& la face inférieure du prisme rectangle. Le volume de 


ce prisme sera donc le produit de la superficie du rectan- 


gle Imno, multipliée par la moyenne des quatre longueurs 
03, n'3 , ok, n'h, exactement données par le plan. 


Le rectangle epgr est la base d'un à prisme rectangle et 
eg 


tronqué qui n'a que trois arêtes 3, gl, rh! 
la 4e est alle ) puisque la courbe 3 aboutit au Point r; 
la troncature est la petite face. courbe r’3.4.4 qui 

aussi étre regardéc comme plane. Le volume de ce prisme 
est donc le produit de la superficie du rectangle epgr, 
multipliee par la moyenne des quatre longueurs g'3, g'4, 


Thet zero , ou par le quart de g'3+g'l4-r'h. 


| Le triangle egr est la base d'un prisme triangulaire droit 
et tronqué dont les trois arêtes parallèles se réduisent à une 
seule PL; de sorte que ce prisme estau fond une pyramide 

ire dont la hauteur est r/4. Mais, que vous con- 
sidéniez cette partie du corps comme prisme tronqué ou 
comme pyramide, vous trouverez toujours le même vo- 
lume : comme pyramide , son volume égale la superficie 
de la base triangulaire egr, multipliée par le tiers de la 
hauteur r'4 ; comme prisme tronqué, son volume égale la 


même superficie, multipliée par la moyenne des’ trois 


arêtes parallèles r'4, zéro et zéro ou par le tiers de r’h. 
Les prismes qui ont pour bases les triangles cep, ast, buy, 

bdr, etc., sont dans le mème cas que le précédent. 
Le prisme dont la base est dxyz et tous on qui lui 


0 = 


462 LAVER D'UN RATIMENT 
ressemblent , doivent ètre traités comme le prisme dont 
la base est epgr. 

Enfin, les prismes qui ont pour bases les rectangles 
kiuv , kist, n'ont chacun que deux arêtes parallèles: 0'4, 
#41 pour le 4er, 04, s’ { pour le 2e, Les troncatures sont 
les petites faces caurbes représentées sur le plan par les 


figures n'o'1.4, o's’1.1. Pour avoir le volume de chacun, ’ 


‘ ilfaut en multiplier la base par le quart de la somme 
des deux arretes parallèles. | 
. Après avoir cube tous les prismes rectangles situés 
en avant du plan vertical QR, on cube de la même 
manière ceux qui se trouvent en arrière. La somme de 
tous les volumes obtenus est le volume du corps. 
"Lorsqu'on applique cette méthode à un polyèdre, il 
peut se. faire que quelques-uns des prismes rectangles 
soient complets } mais cn n'a pas besoin de les distinguer 
des autres : la remarque qui termine le n° 220 fait voir 
que les volumes des diverses parties prismatiques du corps, 
peuvent se. calculer comme si ces parties étaient toutes 
‘ des prismes tectangles tronqués. . 


LEVER D'UN BATIMENT. 


248. Toris les corps que vous venez d'apprendre à 
dessiner, étaient supposés isolés ; mais bien souvent on 
est obligé de faire le dessin complet de l'ensemble de 

kasieurs corps. Le procédé à suivre alors est au fond 
è ihémè que celui qui a été employé pour levet le 
platt d'un terrain (153). Afin de vous montrer com- 
ment or doit Fappliquer ; nous supposerons qu'il s'a- 
gisse de représenter un bätiment ct toutes ses depen- 
dantes. Ce bätiment sera, ‚par exemple, une maison 
d'école (*). Ä 

H est clair d'abord Te si la distribution intétieure 
nlest pas la même aux divers étages "le dessin doit pré- 
senter le plan de chacun, pour faire bien conrattre le 
bâtiment. Vous aurez donc à lever successivement fe plan 
des caves, celui du rer-de-chanssée et celui de l'étage. 
Le plan du grenier ne se fait que dans le cas où cette 
pare se trouve divisée par des cloisons. 


Plan des caves. 
Le plan des caves est aussi célui des fondations de Ja 
PE 
(*) Le prajet en est dà à M. Derobe fils, architecte, 
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partie principale du bâtiment. Vous pourrez en faire le 
croquis complet, bien qu'il soit impossible de pargourir 
tout l'intérieur qui n'est pas entièrement évidé. Il faudra 
d'abord tracer à vue un quadrilatère ABCD (P. IV,F. 4), 
à-peu-près semblable au quadrilatère EFGH (F. 2) que 
les murs du bâtiment principal forment sur le sol. si 

Le plan des caves est censé passer par l'horizontale qui 
forme Varete inférieure de l'orifice d'un soupirail. Il coupe 
tous les murs à cette Lauteur. Vous prendrez aisément 
l'épaisseur de ces murs, en introduisant horizontalement 
une mesure dans un des soupiratıx. Vous la coterez sur 
le croquis, comme vous avez coté la largeur d'un che- 
min dans la figure 8. Cotez aussi la largeur tant exté- 
meure qu'intérieure des soupiraux è, les quatre côtés et 
au moins une diagonale de chaque cave I et de chaque 
caveau K , la largeur des portes de communication k, té 
paimeur des murs de séparation , la longusur et la largeur 

une marche d'escalier , enfin la longueur horizontale de 
tout l'escalier. S'il y a des marches triangulaires , comme 
dans la figure 4r°, vous prendrez la largeur de chacune fe 
long du mur. S'ily en avait qui eussent la forme de trapèze, 
vous coteriez la largeur de chaque bout. | 

La petitesse de l'échelle, n'a pas permis d'inscrire toutes 
les cotes; mais celles que présentent les figures montrent 
assez comment elles doivent êtres écrites. È 

Les diverses dimensions qui ‘viennent d'être indiquées, 
vous suffisent pour faire au net, par triangles, le plan des 
caves. Quelle que soit la forme du quadrilatère ABCD, vous 
l'obtiendrez exactement en prolongeant les côtés des trian- 
gles I et en prenant AD ésal à EF, BC égal à GH. Les. 


murs coupés doivent être couverts de hachures , ou coloriés 


en rouge; on met aussi des hachures ou une bordure rouge 


le long des murs qui soutiennent les massifs de terre T et 
dont on n’a pu prendre les épaisseurs. 


Plan du rez-de-chaussée. 


Supposes tous les murs soient coupés par le dessus. 
des Hottes (des fenêtres inférienres étendu convenable- 
ment, et dessinez la figure qui doit en résulter, vous au 


‘ rez le plan du rez-de-chaussée. Pour en faire le croquis, 


1] faut diviser le rectangle EFGH (F. 2) à-peu-près comme 
il est divisé en réalité ; mesurer les côtés et une diagonale 
de chaque pièce , la largeur, la saillie et la profondeur des 


\ 
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cheminées / et des niches m, la largeur tant extérieure 
qu'intérieure des fenêtres a et des portes d'entrée 5, la 
largeur des portes de communication c, la longueur et la 
largeur du four L, l'épaisseur des murs et des cloisons. Les 
dimensions des escaliers M se prennent comme il a été dit 
pour ceux des caves. | 

Observez que la cheminée O de la cuisine étant en hotte, 
a le même plan qu'un tronc de pyramide quadrangulaire 
dont deux faces sont verticales. 

Au plan des appartemens, s'ajoute celui des jardins , des 
cours et de tout ce qu'elles renferment: büchers, écuries, 
latrines P ; ce 2€ plan est plus élevé que le premier, car 
c'est l’aréte horizontale inférieure N d'une des fenêtres du 
bücher (F. 7) qui en determine la hauteur. Le croquis se 
| fait toutefois comme le précédent ; il doit présenter les cotes 
des quatre côtés et d'une diagonale de chaque quadrilatère; 
‘ celles de l'épaisseur des murs, de la largeur des portes, 
des fenêtres, des allées e et des plates-bandes f des jardins; 
enfin celles de la longueur et de la largeur des deux mar— 
‚ches d'escalier d placées devant les deux portes d'entrée 
des appartemens. | 

Les murs de clôture QRS n'ont pas la même épaisseur 
que les autres. On la détermine en retranchant de la lon— 
gueur FQ,, la largeur de la cour. | 

Vous aurer soin, dans le dessin au net, de faire les fe— 
nétres a comme les représentent la figure 3. Leur plan se 
compose d'un rectangle et d'un trapèze: les grands côtés 
du rectangle égalent la largeur extérieure ; les petis côtés, 
qui faut mesurer et coter, égalent l'épaisseur de la partie 

u mur, ordinairement en pierres de taille, qui forme cet 
encadrement dont la croisée est précédée. La grande base 
du trapèze égale la largeur intérieure des fenêtres , et la pe- 
tite base excède un peu la largeur extérieure , de manière à 
" . laisser de chaque côté une petite feuillure où. se loge le 
châssis des croisées. | \ 

Le plan d'une porte d'entrée se fait exactement comme 
eelui d'une fenêtre , si ce n’est que les grands côtés du rec- 
tangle et la grande base du trapèze n'y sont point tracés : 
effectivement, ces arêtes n'existant point sur le seuil d'une 
porte, ne dorvent pas paraître dans un plan’, car on y re— 
présente seulement les objets coupés et ceux qui se troù— 
vent moins élevés que les tablettes des fenêtres , à Texcep- 
tion pourtant des escaliers: les escaliers M qui servent à 
monter au 1€ étage, sont figures entièrement sur le plan 


> 
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du rez-de-chaussée ; ceux qui vont au 2° étage, ont'toutes 
leurs marches tracées sur le plan du premier , et ainsi des 
autres. 


Plan de l'étage. 


Le croquis de chaque étage se fait absolument comme 
celui du rez-de-chaussée. On y figure et l'on y cote de plus 
les saillies g des corps de cheminée (F. 4); sur le plan au 


net , on indique en outre dans l'épaisseur des murs, ceux 


de ces corps qui ne sont pas apparens. Vous voyezenm, 


par exemple, la cheminée commune aux niches m du rez- 
de-chaussée : ses distances au mur de devant et au mur 


de refend #, sont évidemment égales à celles des niches 


aux mêmes murs. 


| Coupes verticales. | 

Des plans et une élévation ne suflisent pas pour rendre 
complet le dessin d'un bâtiment : l'élévation donne bien les 
hauteurs de toutes les parties extérieures ; mais elle n'indi- 
que jamais celles des parties intérieures. Il serait possible, 
à la vérité, d’y figurer quelques unes de ces parties par des 
lignes pointillées ; mais outre que ce moyen compliquerait 
et gâterait l'élévation, il serait insuffisant, attendu que les 
lignes de certains objets couvriraient celles de quelques 
autres. 

Pour éviter cet inconvénient, on fait une ou plusieurs 
coupes verticales , c'est-à-dire qu'on suppose enlevée toute 
la ie du batiment, située à droite du plan vertical dont 
la ligne de terre est YZ, par exemple (F. 2), et qu'on des- 
sine tout ce qui est alors visible de la partie située à gau- 
che. Ainsi, la coupe verticale qu'offre la figure 5, repré- 
sente , sur une plus grande échelle , la face verticale a dela 
fenêtre Z du rez-de-chaussée, la face verticale & de la 
fenêtre située au-dessus , à l'étage, les saillies © des ta- 
blettes de ces fenêtres et les consoles qui les soutiennent, 
le soubassement p du mur de face, la niche m de la salle 
des garçons, le profil du mur de renfend n, l'élévation L 
du four, l'élévation O de la cheminée en hotte, le profil du 
mar EH, celui du plancher 7 de l'étage, le corps g de la 
“ cheminée de la cuisine, enfin le profil du plancher r du 
grenier et celui d'une ferme de charpente. 

face verticale a de la fenêtre se compose, comme le 
plan, d'un rectangle et d'un trapèse ; seulement, le traptze 
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cevez au-dessus des fenêtres de chaque grenier à f e 
sont les bouts des chevrons du toit; leur hauteur verticale, 
à--peu-près égale à leur largeur, est donnée par la coupe 6. 
Il n'y a pas de pareils rectangles au-dessus des fenêtres de 
l'étage, parce queles chevrons du toit du bâtiment princi- 
sont taillés en biseau et ne descendent même pas jus- 


qu'au bord de la saillie : e'est une large planche qui l'achève. 
MESURACE DES POIDS, 


249. Il existe des corps’ d’un tel poids qu'on ne saurait 
les peser ni avec des balances, nı avec une romame. 
Le mesurage des poids est, en pareil cas, du ressort de La 
Géométrie. On cube le corps et l'on multiplie par le vo- 
lume , le poids de l'unité de ce volume ; le produit exprime 


évidemment le poids entier. 


Ce mode d'évaluation des poids nécessite , comme vous 


voyez, la connaissance de ce que pèse l'unité de volume 
du corps donné. On prend pour cette unité, le décimètre 
cube, eten voici la raison. Comme 4 décimètre cube d'eau 
pure pèse exactement 1 kilogramme, il suflit, pour avoir 
en kilogrammes le poids du décimttre cuhe d'un corps, de 
trouver combien ce poids contient de fois celui du déca— 
mètre cube d'eau pure. Or, ce nombre de fois est visible— 
ment égalà celui que donneraient les poids de deux volumes 
quelconques , mais égaux, des mêmes substances. Donc, 
pour connaître en kilogrammes, le poids du décimttre 
cube d'un corps donné , il ne s’agit que de chercher combien 
le poids d'ua volume quelconque de ce corps contient de 
fois le poids du mème volume d’eau pure, et la Physique 
enseigne les moyens de faire facilement une telle recherche. 

Le poids d'un décimètre cube est ce qu'on nomme le 
poids spécifique du corps, c'est-à-dire le poids qui le pi 
cifie, qui le caracterise, qui le distingue des autres. Une 
masse de plomb peut peser 50 kilogrammes, comme une 
. masse de Bois ou de houille ou de fer; mais le plomb est 
le seul corps dont le décimètre cube pèse 11}, 3523. 

Les poids spécifiques des corps les plus importans, ont 
été déterminés avec une grande précision. Voici ceux qu'il 
vous est utile de connaître; quelques-uns ne sont qu'ap- 
proximatifs, mais leur degré d’approximation est suffisant 
pour la pratique. 


‘ . 
| 
bon 


kg. - Lg. . k 
Acier ..0000 7,67 |Hètre...... 0,852 Pommier ... 0.795 
Airone...»  0,0013/Houille, .... 4,5:92/Prunier....1 0,785 
Argent..... 10,7 Huile de lin. 0,94 |Sable pur.:. 4,9 
Bois d’aulne. 0,8 . |Huiledenav. 0,919 |Sableterreux 1,7 
Beurre ..... 0,942 jLard....... 0,948 (Sapin......- 0,55 
Brique ..... 2,168 [Liege ...... 0,24 |{Sapinjaune.. 0,657 
Cerisier .... 0,715 [Mercure .... 45,598/Saule...... 0,685 
Chène (cœur) 1,17 |Meules moul) 2,484 |Sel marin... 4,52 
Cire jaune... 0,965 |Noyer...... 0,671 |Suif....... 0,942 
Coivre rouge. 8,788 |Orfondu.... 19,2581/Terrèargileuse 1,6 
Diamaat.... 3,551 |Orme...... 0,671 |Terre-glaise. 4,9 
Eau-de-rie.. 0,86 |Peuplierblane 0,529 |Terre végétale 1,4 
Esprit devio. 0,837 |Peupl.ordin. 0,383 |Tilleul..... 0,604 
Fiain...... 7,2914[Pierreäbätir. 2,08 |Tuile ...... 2 
Fer en barre. 7,788 |Pierrcà plâtre. 2,2168|Vapeur d'eau. 0,0008 
Fonte de fer. 7,207 |Plative..... 49,5 |Vcrre...... 2,4882 
Frése...... 0,845 |Plomb fondu. 41,5525| Vin (bon)... 0,99 _ 
Giace d'eau. 0,93 jPoirier..... 0,661 jZinc...... . 7,191 


‘ 


MESURAGE DES POIDS. 


250. Pour vous’apprendre l'usage de ce tableau , sup- 


ns qu'il faille déterminer le poids d'un metre cube de 
sable. Vous multiplierez 4%,9 , poids spécifique du 


sable pur, par 1000, attendu que le mètre cube contient 
4000 décimètres cubes , et le produit 1900* sera le poids 


cherché. 


Si Ton avait à trouver le poids de 35”",45 du même 
sable, il faudrait d'abord convertir ce volume en déci- . 
: mètres cubes, ce qui donnerait 55 450°, ct multiplier en- 


suite 


On aurait ainsi 67 3556, 
S'agit-il de connaître, sans peser , le poids d’une pièce 
de bois carré , essence de chène , qui porte 0M,6 sur 44m? 
Vous calculez le volume du prisme en decimetres cubes 
(208 jet voustrouvez Om, 60m ,6»%<14"—5"°,04=5 040°; 
puis vous fnultipliez par ce dernier nombre , le poids 
spécifique 4%,47 , ce qui vous donne 5 896,8. 

Vous trouveriez d'une manière analogue , le poids d'un 
essieu de fer : le poids specifi 
être multiplié par le volume 
mètres cubes. Pour avoir ce volume, vous observeriez que 
le corps de l’essieu est un prisme rectangle et que les fu» 
sées sont deux troncs de cône égaux. 


35450, le poids 45,9 d'un seul décimètre cube, 


e du fer en barre devrait 
e l'essieu calculé en déci- 





# 


N 


AYIS SUR LE RÉSUMÉ. 


4 
[tte] 


Ce qu'il y a de plus dificile dans l'étude d’une science, 
c'est de se familiariser avec les termes nouveaux qu'on y 
cmploie. Faute de se bien rappeler ces termes et leurs va— 


leurs, on a de la peine à suivre la description d'un 


tracé, à retenir la série des opérations qui conduisent au 
résultat, et l'on éprouve plus de difficulté encore à com- 
rendre les explications et les raisonnemens. Cependant > 
Fhabitude du langage géométrique ne sufüt point pour 
"on soit en état de sentir la justesse d'une démonstration, 
ou de faire des applications sans commettre de graves 


. egreurs : les principes doivent être tout aussi présens à 


l'esprit que les termes. - Si 
Nous croyons donc faire une chose extrèmement utile aux 
étudians, en terminant ce livre par un résumé succinct des 


: définitions et des principes les plus importans. Ce résumé 
p ' I p 


est en quelque sorte l'abrégé de la science ; tout ce qu'il 
renferme est du ressort de la mémoire et doit lui être 
confié. Nous pensons même que le seul moyen d'obtenir 
des succès rapides et soutenus dans l'enseignement de la 


Geometrie , c'est de faire apprendre par cœur , après 


chaque leçon , la partie du résumé qui s'y rapporte, et 
d'exiger , avant de commencer la lecon suivante, une 
récitation exacte de toutes les définitions et de tous les 
principes précédemment appris. 

Lorsque la tâche devient trop grande , l'instituteur 
peut se borner à faire reciter le résumé, de la dernière 

eçon, puis ce qui concerne les cercles, par exemple; le 
lendemain , il demandera le chapitre des angles : le sur- 
lendemain , la comparaison des droites. L'essentiel est 
d'obtenir que les élèves répètent imperturbablement chaque 
chapitre du résumé, d'empêcher qu'ils n'en oublient aucun 
article, et de s'assurer , en leur faisant tracer rapidement 
des figures , qu'ils comprennent ce qu'ils récitent. 

Pour éviter de grossir le livre inutilement , nous avons 
cherché à faire du résumé une espèce de able des matières: 
à droite sont les numéros des pages et à gauche les numéros 
des articles où se trouvént , soit les définitions ‚.soit les 
principes. | se | 
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! . LIGNES ET ARETES DES CORPS. 
Be, . Pag. 
' On appelle COrpe , tont ce qui peut étre touché ; un 
corps a des faces et des arêtes ou lisnes. . . . . 9 
On nomme aussi lignes, tous les traits fina qu'on trace 
sur un corps. 
Un point est une partie extrêmement courte d’une ligne. 


LIGNE DROITE. 


+ Une ligne est droite , quand elle peut se confondre avèc 
une des arêtes d'une bonne regle; elle est courbe, 
lorsqu'elle ne le peut pas. 

La ligne droite est le plus court chemin pour aller ” 
d'un point à un autre, et la vraie distance de ces 
deux points. 


full 


. 3. Deux points suffisent pour déterminer uno ligne droite, 10 


CERCLE. 


4. Le cercle on circonférence est une ligne courbe fermée , 
qui se décrit avec un compas . . . . . . . . . 41 
3. Le centre du cercle est le point occupé par la pointe 
fixe du compas qui décrit la courbe; 
Un rayon est une droite qui va du centre à la circon- 
férence. 
Une corde est une droite qui joint deux points de la 
circonférence. 
Un arc est une partie quelconque de la circonférence. 
Un diametre est une corde qui passe par le centre. 
Tous les rayons d’un cercle sont égaux. 
Chaque diamètre vaut deux rayons. . ©. . . . . 12 
Tous les diamètres d’un cercle sont égaux. 
La circorférence est le lieu où se trouvent tous les 
points situés à une distance da centre, égale au 
rayon. 


COMPARAISON DES CERCLES ET DE LEURS ARCS. . 


8. Les longueurs des circonférences se contiennent comme 
les raÿons ou comme les diamètres. 
41. Les nombres de tours que font dans le même tems 
deux roues dentées qui engrènent l’une sur l’autre, 
se contiennent à l'inverse des rayons. . . . . . 43 
13. Deux circonférences de même rayon sont égales. . . . 14 
44. Un arc en contient un autre de même rayon, autant 
de fois qu'il peut en recevoir la eorde. 
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+ La corde est Joujours censée appartenir au plus petit 
‘des deux arcs qu'elle sépare sur Ja circouférence. . . 
Un arc double d'un antre, n'a pas une corde double. 
Devx arcs de même rayon sont Eaux , s'ils ont des 
cordes égales . . .... . . 
Tout diamètre partage la. cisconférence em deux moitiés. 


, MESURAGE DU CERGLE , DES ARCS ET DU DLAMÈTRE. ‘ 


La Jonguent d'une circonférence égale celle de son dis- 
mètre multiplice par 3,1416. . « . . . . . . . 


. La longueur d’un arc est le quotient de la circonférence 


entière, divisée par le nombre de fois qu’il 57 
trouve contenu. 


„ Le diamètre égale la circonférence divisée par 3, {446 . 


Pour faire un cordeau-équerre, il faut attacher une 
corde qui ait $ mesures, à deux points d'une ayige 
corde séparés par 7 mesures. © 


ANGLES. 


. L'intersection de deux droites est le point unique où 


elles se coupent. . . . 2.220. . 0 000. 
L'angle est l'espace illimité compris entre deux droites 
qui se rencontrent. 


Les côtés de l'angle sont les droites qui le forment. , 


Le sommet de l'angle est le point de rencontre des côtés. 


COMPARAISON DES ANGLES, 


L'indicatton d'un angle est l’aso décrit du sommet, 
entre les côtés. . . . 2200.00. . 

Les angles se coritiesnent comme leurs arcs. d'indica- 
tion de méme rayon. 

Les angles sont égaux , quand les arcs d'indication 
ont le même rayon. et des cordes égales. . .. . 

Deux angles opposés par le sommet sont formés chacun 
par les prolosgemens des edtés de lauire. 

Deux angles opposés par le sommet sont égaux. 

L’angle droit a pour indication , le quart de ls circon- 
ference. . . + . os 

Tous les angles droits sont égaux. 0 

Tous les angles qui peuvent être faitsautour d’un point, 
valent en somme duatre angles droits. 

Tous les angles de même sommet qui peuvent ètre faits 
du même côté d’une dsoite , valent en somme deux 
angles droits. 


1& 


13 


16 


18 


22 


L’angle aigu est moindre qu'an angle droit. °°. 25 


L'angle obius est plus grand qu'en angle droit, 
L'angle inserig a son sommet sur la ciroonférence, et 
ses côtés sont des cordes. 
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“angle au centre a son sommet au centre, et ses côtés 
res des 137008". . 02 . . . . e 000. 


E‘indication de l'angle inscrit est fa moitié de l'arc 
compris entre les côtés, sur la circonférence où est. 
le sommet . . . . . . . . ss... + + 24 
Tout angle inscrit qui comprend on ‘ diamèire, est un. 
angle droit. 


MESURAGE DES ANGLES: 


54. Le degré est la 560° partie de la circonférence. 
L'ongle d'un degré est celui doût l’arc d'indication ne 
renferme qu'un seul degré 
L'angle d’ua degré est M Ede mesure pourlesangles. . 
Un angle vaut autant de l'angle d’un degré, qui 
y a de degrés dans son arc d’indication. 


-35. Tonte circonférence renferme 360 degrés . o è 0 0.0 25 


Chaque degré se compose de 60 minutes, 
Chaque minute se divise en 60 secondes. 
56. Des arcs compris dans le méme angle et décrits du some 
met, ont le méme nombre de degrés, quoique de. 
rayone diférens. 


PERPENDICULATRES. 


37. . Une perpenditalaire est une droite qui faitun angle droit 
avèc une autre. 2 + 2 eo +, + + + + + + 26 

Etre perpendiculaire entre elles ou d’ &querre a. c'est la 
méme chose pour deux droites. 

La perpendiculsire au milieu d’une droite est Te lieu de 
tout point également éloigné des deux extrémités. 

FI suffit que deux points d’une droite soient également 
éloignés chacuri des ‘extrémités d’une autre, pour que 
la première se trouve perpendiculaire zu milieu de 
la seconde. 

41. La distance d'un point à une droite est la longueur 
de la perpendiculaire abaissée de ce point. . . . 
A4, Une verticale est une droite qui se confond avec le 
fil-a-plemb librement suspendu. . . . . + . . . 

Une horizontale ou ligne de niveau eat une droite per» 
pendiculaire À la verticale. 

Une droite quin’est ni horizôntale ni i verticale, est inclinde. 

Pour un même point, il n'y a qu'une seule verticale 
ou ligne d’oplomb. : 

Une infinité d'horizontales différentes peuvent se croiser 
au même point. 


PARALLLARS. 
45. Des parallèles sont deux droga qui on partout le 


même écartement, + è 066 0 0.0 0 0 0 c'e + DÌ 


474 
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Chaque parallèle est le lieu de tous les points situés à une 


même distance de l’autre |... eo + SL 


Deux droites parallèles à une troisième, sont paral- 
lèles entre elles. 

Une transversale est une droite qui traverse d'une ma- 
niere quelconque, l'ensemble de plusieurs autres droites. 

Deux parallèles et une tranversale forment des couples 


d’angles correspondans et des couples d'angles al- 


ternes-internes, > ose 

Les angles correspondans sont tous deux du même côté 
de la transversale, l’un en dedans des parallèles, 
l’autre en dehors. 

Les angles alternes-internes sont tous deux en dedans 
des parallèles et séparés ppr la transversale, 

Les angles correspondans sont égaux. 

Les angles alternes-internes sont égaux. ‘ 


. Si deux droites coupées par une troisième, . forment 


BI, 


des angles égaux qui aient des positions analogues,ä: 

celles des angles correspondans ou à celles des angles 

alternes- -internes, ces deux droites sont parallèles. 
Des perpendiculaires à une même droite sont parallèles. 


TANGENTES ET CERCLES TANGENS. 


Une tangente est une droite qui n'a qu'un seul point 
de commun avec un cercle. . © co oc + + + + + 


‘Le contact d’une tangente est le point commun à la 


55. 


- 34. Les tangenti parallèles d'un cercle sont perpendiculaires 


35. 


56. 


37. 


droite et au cercle. 

Une droite est tangente, quand elle est perpendiculaire à 
l'extrémité d’un rayon. 

On peut toujours mener deux tangentes par un point 
situé hors d’un cercle, , + . + +... 060. 


aux extrémilés d’un m&me diamètre. 

Deux cercles ont quatre tangentes communes. 
es contacis d’une tangente commune à deux cercles 
sont sur ‚des rayons parallèles. 

Deux cercles tangens l’un à l’autre m'ont qu'un seul 
point de commun. 

Le contact de deux cercles tangens est sur la droite 
des centres è è me ee 

Deux cercles se touchent extérieurement, quand la dis- 
tance des centres est la somme des rayons. 

Un cercle en touche un autre intérieurement, quand il 
est moindre et que la distance des centres égale la 
différence des rayons. 

Deux arcs se raccordent , Jorsqu’ils sont tangens. 

Les cintres surbaissés et "les arcs rampans sont des 
courbes ordinsirement composées d’ares de cercle qui 
se raccordent. | 


55 


” 


Me. 


59. 
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COMPARAISON DES DROITES. 


Des circonférences concentriques sont des circonférences 


. qui ont le mème cèntres . +. « « è + + + + + 38 


Les parties de rayon comprises entre des circonférences 
cuucen'riques , sont des droites égales. 


60, Une oblique est une droite qui fait un angle aigu ou 


obtus avec une autre droite qu’elle rencontre. 

Le pied d'une oblique ou d’une perpendiculaire est le 
puini où elle rencontre l'autre droite. 

L'écartement d’ane oblique et d'une perpendiculaire est le 
mème que celui de leurs pieds. 

Deux obliques sont égales, lorsqu'elles s’écartent égale- 
ment de la perpendiculaire abaissee de leur point de ‘ 
reocontre. 

Les écartemens de deux obliques égales sont égaux. 

Les angles analogaes formés par deux obliques égales ,sunt 
égaux. 

Da den figures séparées » l'égalité des perpendico- 
lzires , celle des obliques et celle des angles analogues 
existent en méme temps. 


61. Deux tangentes sont égales, quand elles partent du même 


point et se terminent aux contacts. . . . . 59 


62. La perpendiculaire au milieu d'une droite , la divise en 


deux parties égales. 
. La perpendiculaire au milieu d'une corde , passe par le 
milieu de l’are et par le centre. » . . 0200. 


64. La disectrice d'un angle est ppo droite qui le divise en 


65. 


deux partieségales, . . ite. . +. oe. 
La bisectrice est le lieu de tout paint également éloigué 
des deux côtés de l'angle. 
Des concourautes sont des droites qui se rencontrent 
, Où qui pourraient se renconirer tvulesan même poiut. 
Si des paralieles divisent une cuncourante en partics 
égales s elles diviseat toutes les autres de la même 
IMADIÈTE. ee 0 len... 
+ Des parties de parallèles comprises entre des parallöles 


49 


41 


. 42 


sont égales. > . . +e +. . + . . . , . + 45 


Des droites qui comprennent entre elles des parties 
égales de parallèles , sunt parallèles et égales. 


67. Des concourantes sont divisées de la même manière, par 


des paralleies. 

Lersque des droites divisent des concourantes dela même 
.mauière , elles sont parallèles. 

Des parailèies comprises entre deux concourantes, se 
couliennent cunuus les distauces de leurs extrémités 
correspundantes au poiut de concours. 

Des parallöles sont divisées de la méme manière, par des 
Concourantes, : 
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70. Une droite est moyenne proportionnelle entre deux autres, 
” quand ellecontientla plus petite autant de fois qu’elle- 
méme est contenue dass la plas grande. . . . . . 46 
Une demi-corde perpendiculaire à un diamètre, est 
moyenae proportionnelle entre les deux parties de ce 
diamètre. ’ 


MESURAGE DES DROITES. 


74. Pour avoir plus sûrement la vraie longueur d'une droite , 
‘il faut la mesurer au moins trois fois, et prendre ia 
moyenne des nombres obtenus. . . oe . . . . . . 47 


72. Quaod il s’agit de trouver la longueur horizontale d’upe 


droite inclinée, on duit tenir la mesure horizon- 
/ " talement. . . 0. 0 0 0000 0 0000 «+ 48 
73. Quatre points donnés, joints deux à deux. par six droites , 
e produisent en general trois points de concours, au 
. nombre desquels est un croisement. . . . . + . . 49 
La droite qui passe par le croisement et l'un des deux an- 
tres concours, partage en deux parties inégales , la 
distance de deux des points donnés. ’ 
Si l’on multiplie la somme des deux parties inégales, par la 
, plus petite, et qu'on divise le produit par leur différence, 
on obtient la distance du troisième concours, au point 
donné qui termine la plus petite partie. 


FACES DES CORPS. 


1 


83. Une face plane est une face sur laquelle une bonne règle 


peut être appliquée de toute sa Jongueur, dans 
tous les sens. » o. 0 ee + . .. 55 

Une face courbe est une face sur laquelle une bonne règle 

ne peut être appliqués de toute sa longueur, dans | 
tous les seus. . 

La surface d'un corps est l'ensemble des faces, 


PLANS. 


84.. Un plan est uneface plane qu’on regarde comme illimitée. 
85. Un plan vertical est un plan sur lequel ie fil-à-plomb 
librement suspendu, peut s'appliquer dans toute. sa 
- longueur è 0 . 56 
Un plan horizontal est un plan sur lequel on peu 
tracer deux horizontales concourantes. 
Un plan qui n’est ni vertical ni horizontal, est incliné. 
86. Une droite est perpendiculaire sur un plan, quand 
elle l'est sur deux droites de ce plan ; qui se croisent 
à son pied. 
La verticale est perpendiculaire au plan horizontal. qu'elle 
rencontre, 
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La distance d’un point à un plan est la longueur de la 

perpendiculaire qu'on y abaisse de ce point. .-. . 57 
87. Une droite est parallèle à un plan , lorsque deux deses 
points en sont également éloignés. 

Une droite et un plan sont encore parallèles » lorsqu'ils 
comprennent entre eux deux parallèles égales. 

Toute horizontale située hors d'un plan horizontal, Jui 
est parallele. 

Toute verticale situéé hors d’un plan vertical, lui est 
paraliele. | 

88. Une droite est oblique sur un plan, si elle n’est ni per- 
pendiculaire, ni parallèle à ce plan. 

La pente d’une droite inclinée est la différence des dis. 
tances d'un plan horizontal à deux points de cette 
droite écartés horizontalement d’une unité de longueur. 58 

89. L'angle d’une oblique et d'un plan, est celui qu'elle fait 
‘ avée une droite menée de son pied à celui d’une per- 
pendiculaire abaissée d'un de ses points sur le plan. 
90. L'intersection de deux:plans qui se coupent, est l’en- 
- semble des. points qui leur sont communs. . . . . 59 
L’intersection de deux plans est toujours une droite. - 
91.’ L'intersection de deux plans verticaux est une verticale. 
92. Le coin est l’espace illimité que laissent entre eux deux 
plans qui se rencontrent. ... . . . . . . : . . 60 

L'indication d'un coin est la même que celle de l’angle 
formé par deux droites tracées sur les plans, perpendi- 
culairement à l'intersection. 

Deux plans sont d’équerre entre eux, quand ils forment _ 
un coin droit ou quand l’un renferme une perpendiru- 
laire à l’autre. 

Tout plan vertical est perpendiculaire au plan horizontal 
qu'il rencontre. 

93. Tout plan quirencontre un plan horizontal, y marque une 
droite de nivem . . . . «. . 2 . . 0 er . . . 61 

Une ligne de plus grande pente est, sur un plan in- 
cliné, toute droite qui fait, avec le plan horizontal, 
le même angle que le plan incliné. 

Les lignes de plus grande pente sont perpendiculaires aux 
horizontales du plan incliné. 

94. Le plan vertical qui contient une ligne de plus grande 

‘pente , est perpendiculaire au plan incliné. 

95. Deux plans sont parallèles, quand ils sont partout égale. 
ment écartés. . « . « « 0 0.0 ee 0 +. + + € » 62 

La distance de deux plans parallèles est la longueur d’une 
perpendiculaire commune, prise d’an plan à l’autre. 

Deux plans perpendiculaires à une même droite sont 
parallèles. 

Deux plans horitoniaux sont parallèles. 


Nes 


23 
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Nes 
« Des parallèles comprises entire des plans parallèles, sont 
égales . 2:2 . ernennen 


EXTRACTION DE RACINE. 


Pog. 
65 


96. Le quarré d’un nombre est le produit de ce nombre 


multiplié par lui-même. 
La racine quarrée d'un nombre est un autre nombre 
dont le quarré reproduirait le premier. 
L'extgaction de racine est'une opération de calcul qui 
fait trouver la racine quarrée d'un nombre. . . . . 
Pour qu’un chiffre qui vient d’être mis à la racine, ne 
soit pes trop petit, il faut que le reste qu'il a fourni, 
- soit moindre que le double de la partie de racine déjà 
trouvée, augmenté d’une unité . . 2 . « 0 « . 0 


POLYGONES. 


97. Un polygone est une faco plane limitée par-des droites. 
Les côtés d’un polygone sont les droites qui le forment. 
Les sommets d'un polygone sont les points où se ren- 

contrent les côtés. 

Dans le polygone à angles. saillans, tous les angles 
s'ouvrent en dedans. - : 

Dans le polygone è engles rentrans, il y a des angles 
qui s'ouvrent en dehors ou dont les sommets rentrent 
vers l’intérieur. . > 

Les diagonales d'un polygone sont des droites qui 
joiguent deux sommets séparés par un autre ou 
plosieurs. | 

Les angles intérieurs d’un polygone sont formés par les 

côtés. 

Un angle extérieur est formé par un eôté et le prolon- 
gement d’un des deux côtés voisins. | 

Un polygone régulier a tous ses angles égaux et tous 
ses côtés de même longueur. 

Deux polygones semblables sont tels que l'un est ia 
copie réduite de l'autre. ; 

Lorsque deux polygones sont semblables , les angles de 
Yun sont égaux aux angles de l'autre, et les angles 
égaux sont placés dans le même ordre, sur les 
deux figures. 

Les côtés correspondans de deux polygones semblables 
sont ceux qui joignent les sommets des angles de même 
indication. 

Lorsque deux polygones sont semblables, deux côtés 
correspondans se contiennent ls même nombre de fois 
que deux autres côtés eorrespondans quelconques. 
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TRIANGLES. 
88. Ua triangle est un palygone à # angles et à trois côtés. 68 
La somme des trois angles d’un triangle égale cello de 2 
angles droits. 


Tout angle extérieur d’un triangle vaut la somme des deux 
angles intérieurs qui ont des sommets différens du sien. 


99. Pour que trois droites puissent former un triangle , il 


faut que chaeune soit moindre que la somme des deux 
autres. 
102. Le triangle symétrique a deux côtés de même longueur. 69 
Dans un triangle symétrique, les angles opposés aux côtés 
égaux , sont égaux aussi. 
405. La base d’un triangle symétrique est le côté qui n’a pas 
d’égal. | 
La base de tout autre triangle est un côté quelconque. 
La hauteur d’un triangle est la perpendiculaire abaissée 
sur la base, du sommet opposé. _ nn 
104. Le triangle équilatéral a ses trois côtés de même 
longueur et ses trois angles égaux. . . « « . . 70 
Le triangle équilatéral est un polygone régulier. 
105. Le triangle rectangle a un angle droit. 
L'Aypothénuse d'un triangle rectangle est le côté opposé 
à l’aogle droit. . 
Les deux angles aigus d’un triangle rectangle valent 
ensemble un angle droit. ” 


Comparaison des triangles. 


106. Des triangles égaux se couvrent exactement. . . . 71 
Bl y a égalité entre deux triangles, 1° quand les côtés 
de l’un égalent les côtés de l'autre ; | 
2°. Quand un angle de l’un égale un angle de l'autre ; 
et que les côtés du premier angle ont mêmes lon- 
gueurs que ceux du second ; 
5°. Quand un côté de l’un a même longueur qu’un 
côté de l'autre, et que les angles formés par le pre- 
mier côté, égalent ceux qui sont formés par le second. 
Deux triangles rectangles sont égaux, lorsque l'bypo- 
théause et un petit côté de l’un, égalent l'hypothé- 
nuse et un pêtit côté de l’autre. 
Deux triangles équivalens renferment la même super- 
ficie, sans pouvoir se couvrir exactement, . „ . 72 
Deux triangles sont équivalens, quand la base et la hau- 
teur de l’un égalent la base et la hauteur de l’autre. 
108. Les superficies de deux triangles de même hauteur se 
contiennent comme les bases. | 
109. Deux triangles qui renferment un même augle, se 
contiennent corime les produits des côtés de cet 
angle. + «oo re 00 0 + + 0 0 + 75 
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Deux triangles sont semblables, 1°. quand deux angles 
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du petit sont égaux à deux angles du grand; . . 73 


2°. Lorsque deux côtés quelconques de même rang se 
conticonent comme deux autres côtés de même rang ; 

3% Lorsqu'un angle du grand égale un angle du petit, et 
que les côtés du premier angle contiennent leurs cor- 
respondans du second le même nombre de fois ; . . 

4°. Lorsque les trois côtés d’un triangle sont parallèles 
aux trois côtés de l’autre ; | 

3°. Lorsque les trois côtés d’un triangle sont perpen- 
diculaires aux trois côtés de l’autre. 

Deux triangles semblables se contiennent comme les 
quarrés numériques de deux côtés correspondans. 

Réduire ou étendre un triangle comme l'indique un 
nombre, c'est réduire ou étendre les côtés comme 
l'indique la racine quarrée de ce nombre. . .,. 

Tout triangle rectangle est partagé en deux triangles 
qui lui sont semblables, par la perpendiculaire 
abaissée du sommet de l’angle droit sur l'hypothénuse. 

Le quarré numérique de l’hbypothénuse égale la somme 
des quarrés numériques des deux autres côtés d’un 
triangle rectangle. 


QUADRILATÈRES. 


Un quadrilatère est un polygone de 4 côtés. . . 

Un trapeze est un quadrilatère dont deux côtés sont 
parallèles. . 2 2 2 2 2 . 0 0 000 een. 

Le trapeze est symeizique, lorsque les côtés concou- 
rans sont égaux. 

Un parallelogramme est un quadrilatère dont les côtés 
opposés sont parallèles. 

La hauteur d’un parallélogramnie est la distance de 
deux côtés opposés, et la base est l'un de ces côtés. 

Les diagonales d’un parallelogramme sont inégales et se 
coupent par le milieu. . ... . . . . . . . . 

Un losange est un parallélogramme dont les quatre 

. côtés sont égaux et obliques les uns sur les autres. 

Les diagonales d’un losange sont inégales et d’équerre. 

Un rectangle est un parallélogramme dont les angles sont 
droits et les côtés voisins inégaux. 

Les diagonales d’un rectangle sont égales et se coupent 
obliquement. | . | 

Un carré est un parallélogramme dont les angles sont 
droits et les 4 côtés égaux. . . » .. 0.6 0 

Les diagonales d’un carré sont égales et d’équerre. 


Comparaison des quadrilatères. 


418. Deux quadrilatères sont égaux , lorsque les côtés et 
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wue diagonale de l'an égalent les eôtés de même 
rang et la diagonale correspondante de l’autre. 83 
119. Deux trapèzes sout égaux, lorsque les côtés de l’un 
égalent les côtés correspondaus de l’autre. 
120. Deux losanges sont égaux, lorsque le côté et une . 
disgunale de l’on égalent le côté et une diagonale 
de l'autre... ee 01 00 + + 84 
Deux parallélogrammes sont équiwlens, quand ilya - 
égalité entre les bases et entre les bauteurs. 
Deux parallélogrammes qui ont seulement des bases 
égales , se contiennent comme leurs hantears. 
Deux parallélogrammes qui ont seulement des hauteurs 
‘égales, se contiennent comme lcurs bases. 
421. Deux rectangles sont égaux, quand il y a égalité 
entre leurs bises et entre leors hauteurs. . . . 85 
Deux carrés sont égaux, si le côté de l'un égale 
celui de l'autre. ‘ 


Mesurage des quadrilatères et des triangles. 
422. Les unités de superficie sont des carrés et des rectan- 


gles. 
423. La superficie d’un rectangle égale le produit de la base 
par la hauteur... . . . . . . . . 0 0 . + 86 
426. Pour obtenir les parties carrées ou centésimales du 
mètre carré, il faut partager en groupes de deux 
chiffres, à partir de la virgule, les décimales qui 
accompagnent le nombre de mètres carrés. + . . 88. 
427. Pour mesurer un rectangle en hectares, il faut mesurer 
la base et la hauteur en décimètres, multiplier les 
deux longueurs l’une par l’autre, séparer 6 déci- 
males et barrer les deux dernières, . . . + + . 89 
433. La superficie d'un carré égale le quarré numérique du ol 
Côté. . se ee 
134. Le triangle rectangle donne le moyen de doubler, 
tripler , etc., un carré. ° 
455. Pour avoir le côté d'un carré-qui soit équivalent à 
‘une figure donnée, il faut mesurer la superficie 
de cette figure, puis extraire la racine du nombre 
obtenu. ee ee + + + + GI 
156. La superficie d'un parallélogramme &gals le produit 
de la base par la hauteur 
137. La superficie d'un triangle égale la moitié du produit 
de la base par la hauteur. . » . . . . . ... 95 
458. La superficie d’an triangle égale aussi la racine quarrée 
du produit fait avec la demi-somme des côtés et les 
différences de chaque côté à cette demi-somme . + 94 
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139. La superficie d'un quadrilatòre égale la soname de 
celles des deux triangles qui le composent . . . . 95 
La superficie d’un trapèze égale le prodait de la demi- 
somme des deux bases, mutipliée par la hauteur. 


POLYGONES RÉGULIERS. 


440. La somme des angles intérieurs de tout polygone vaut 
‘480° multiplié par leur nombre diminué de 2. 

On obtient l'indication de l’angle intérieur d’un poly- 
gone régulier, en divisant la somme dé tous les 
angles intérieurs par leur nombre. 

441. Un pentagone est un polygone de 3 côtés. . . . . 96 

Un polygone inscrit a tous ses sommets sur une circon- 
férence . + + è è 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

Le centre d’un polygonerégalier est celui de la circonfé- 
rence où il peut être inscrit. - 

L’angle au centre d’un polygone régulier est formé par 
des rayons menés à deux sommets voisins. 

‘ L'indication de l'angle au centre est le quotient de 560° 
divisés par le nombre des côtés du polygone. 

142. Pour tracer un polygone régalier dont le côté est 
denne, il faut commencer par construire un poly- 
gone régulier de même nom, dont le côté ait uné 
longueur arbitraire. 

445. L’hexagone est un polygône de 6 côtés. 

Le côté de l'hexagone régulier égale le rayon. . . . 98 

#44. L’octogone est un polygone de 8 côtés. 

145. Le décagene est un polygone de 10 côtés. 

146. Le dodécagone est un polygone de 12 côtés. 

147. Le pentédécagone est un polygone de 15 côtés. 

148. Pour déduire d’un polygone régulier, un autre polygone 
régulier d'un nombre de côtés double, il suffit de 
partager en deux parties égales chacun des arcs de . 
la circonférence où le premier est inscrit. . . . 99 

149. Une circonference circonscrite à un polygone, passe 
par tous les sommets. 

Un cercle inscrit à un polygone régulier, est tangent au 
milieu de chaque côté. _ 

. Un polygone circonscris à un cercle, a tous ses côtés 


tangens. 


COMPAEAISON DES POLYGONES. 


150. Deux polygones quelconques sont égaux, quand les 
7 côtés de l'un et les diagonales tirées d'un des som- 
mets, égalent les côtés correspondans et les diagonales 
correspondantes de l'autre. . . . . . . . . . 100 

151. Deux polygones réguliers sont égaux, lorsqu’ils portent 
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le même nom et que le eùté de l'an égale le côté 
de l'autre. ... . . + + ee + + + + è 100 
152. Deux pelygones sont semblables | quand le petit est 
composé de triangles semblables à ceux du grand et 
places daus le mème ordre. 

Deux polygones réguliers sont semblables, s’ils portent 
le même nom... ee + 0 0 + è 0 . 101 

Deux polygones semblables se contiennent comme les 
quarres numériques de deux quelconques de leurs 
droites correspondantes. 

. Tout polygone qui a pour un de ses côtés, l'hypothé- 
nuse d’un triangle rectangle, vaut la somme des deux 
polygones semblables à lui, dont les. côtés corres- 
pondans sont ceux de l'angle droit. 

Les cercles peuvent être considérés comme des poly- 
gones semblables d'un tres-grand nombre de fort 
petits côtés. | 

Réduire ou étendre un polygone, revient à réduire 
ou à étendre les triangles dont il se compose. . 102 


Lever des plans. 


453. Lever le plan d'un terrain, revient à faire des triangles 

semblables à ceux qui s’y trouvent figures. 

Le croquis d’un plan est le dessin à vue du terrain. 103 . 

Tous les mesurages qu’exige le lever d'un plan,se 
font horizontalement. 

Orienter un plan, c’est y tracer Ja méridienne da terrain. 105 

Faire un nivellement, c'est prendre les hauteurs des 
points remarquables d'un terrain au-dessus d’un 
point déterminé - . oe + ve + + + 0 + + + + 406 


Mesurage des polygones. 


154. La superficie d’un polygone régulier égale la moitié 
da produit de son conteur , par le rayon du cercle , 
inscrit... 00 00 00 0 + « + . 108 
455. La superficie d’un cercle égale le quarré numérique 
du rayon multiplié par 3,1416. À 
156. Un secteur de cercle est formé par deux rayons et 
Parc qui lessépare. © «oo . « « + + . . , 110 
La superficie d'un secteur égale la moitié da produit 
de l'arc multiplié par le rayon. | 
157. Un segment de cercle est formé par un arc et la corde. 
‘La superficie d’un segment égale la superficie dusecteur 
de mème arc, moins celle du triangle formé par la 
corde et les rayons. 
158. La saperficie d’an polygone égalelasomme des triangles 
et des trapözes qu'ou y peut figurer. 


Rn: à . a 
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Pour mesurer l’ensemble d’une suite de trapèzes qui 
- ont tous même hauteur et deux à deux ‘une base 
commune , il faut faire la somme des bases com- 
munes , y ajouter les moitiés des bases extrêmes, et 
multiplier le total par la hauteur d'un trapèze. . . 142 
. 439. Lorsque dans une suite de trapèzes, terminée par deux 
triangles, les figures ont toutes même hauteur et deux 
à deux une base commune, on-obtıent la superficie 
totale en multipliant la somme des bases par une 
seule hauteur. . . . + 00 0 0 0 ee... {13 
461. Uuterrainen pente doit être arpenté horizontalement. 114 
462. Partager un terrain, consisie en général à y tracer 
des triangles égaux aux moitiés des portions. . . 445 





DESSIN DES CORRS. 


164. Le dessin complet d'un corps se compose d’un plan et 
Le élévation. . +... . . . . + «+ + 118 
Le plan d'un corps est l'ensemble des pieds des per- 
pendiculaires abaissées des divers points du COFPS » 
sur un plan horizontal. 
465. L’éléoation d'un corps est l'ensemble des pieds des per- 
pendiculaires abaissées des divers pointe du corps, 
sur un plan vertical. . . . . . 
166. La ligne de terre d'un dessin sépare le ‘plan de l'A6- 
‘ vation; elle représente l’intersection du plan hori- 
zontal et du plan vertical. . . . 0 . . . . . 120 


.119 


SURFACES COURBES. 


469, La. surface courbe d'un corps est une face courbe qui 
n’est interrompue par aucune face plane. . . . 122. 

Une surface courbe rég/de peut être touchée dans quel- 

ques sens seulement, par tous les points d’une règle. 


SURFACES CYLINDRIQUES. 


470. La surface cylindrique est une surface courbe réglée 

selon des parallèles. 

Un cylindre est ua corps terminé par une surface cy- 
lindrique et deux faces planes. 

Un cylindre complet a deux faces planes parallèles ; ; 
ces fares en sont les bases. 

Les droites de la surface courbe d’un cylindre com- 
plet , sont toutes de même longeur . . . . . . . 123 

Un cylindre fronqué a deux faces planes non paral- 
lèles ; l’une en est la base et l’autre la /roncature. 

Un crlindre circulaire a un cercle pour base. 

Un cylindre oblong a pour base une courbe fermée 





non circulaire, 
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sont inclinées sur la Duse. 


Un manchon cylindrique est un cylindre évidé en . 


cylindre. | 
L’axe d’un cylindre est la droite qui joint les centres 
des deux faces planes. 
472. La surface courbe d’un cylindre droit et complet égale 
le produit du contour de la base par la longeur. . . 
473. La surface totale d’un cylindre égale la somme de la 
surface courbe et des deux faces planes. 
475. La surface courbe d’un cylindre droit et tronqué égale 
le produit du contour de la base par la moyenne des 


bandes circulaires qui forment les bases. . © . . 
oo SURFACES CONIQUES- | 
479. La surface conique est une surface courbe réglée selon 
| des concourantes. 
Un cûne est un corps terminé par une surface coni- 
que et une face plane qui en est la base. 


124 


125 


126 


Un cône complet renferme le point de concours des . . 


droites de la surface courbe. 

Un cône tronqué a deux faces planes et ne présente pas le 
point de concours des drojtes de la surface conique . 

Le cöne tronqué ou tronc de cône a deux bases, quand 
ses faces planes sont parallèles. 

Un cone circulaire a un cercle pour base. | 

Un cône oblong a pour base une courbe fermée non 
cireulaire. 

Le sommet d’un cöne est le point de concours des 
droites-de la surface courbe. 

L’are d'un cône est la droite qui joint le sommet 
au centre de la base. 

Un cône droit a sa base d’équerre sur son axe. 

Dans le cone oblique, l'axe est incliné sur la base. 

Les droites de la surface courbe d'un cône ou d'un 
tronc de cône droit font le même angle sur la base. 

Un manchon conique est un cône tronqué évidé en çône. 

181. Lasurface courbe d’un cônedroit, circulaire et complet, 

égale la moitié du produit du contour de la base par 
une droite de cette surface. 


127 


183, - La surface courbe d’un tronc de cône droit et circu- ' 


laire, à bases parallèles, égale la moitié da pro- 

duit fait avec la somme des contours des bases et 

une droite de cette surface: « + + + è... 
24 


128 


Re 
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. SURFACES ‘SPHÉRIQUES. | 


486. La surface sphérique est üne surface courbe non ré- 
glée ; tous ses-points sont également distants d’an 
autre qui est le centre. © è» è +. 0.0 +. 150 
Une sphère est un corps terminé de toutes parts par 
la surface sphérique. , 
Les rayons d'une sphère sont des droites qui vont 
du centre à la surface courbe ; ils sont tous égaux. 

Les diamètres d'une sphère sont des droites qui joi- 
gnent chacune deux points de la surface courbe , en 
passant par le centre ; ils sont tous égaux. 

Le diamètre d'une sphère est double du rayon. 

188. Une surface sphérique égale le produit de 5,1416 par 
le quarré numérique du diamètre. . 
189. Une calotte sphérique est la surface courbe d’une portion 
de sphère terminée parun cercle qui en forme la base. 
La bauteur d’une calotte sphérique est la plus grande 
| distance de la face courbe à ia base. . . +... 131 

‘Une calotte sphérique égale le produit fait avec le dia- 

mètre de la sphère , le nombre 3,1416 et la hauteur, 

190. Une zône sphérique est la surface courbe d'une nortion 
de sphère terminée par deux cercles pârallèles qui en 
sont. les bases. 

La hauteur d'une zône est la distance de ses bases. 

‘Une zône se mesure comme une calette. - 


SURFACES ANNULAIRES. 


194. Les surfaces courbes des anneaux ronds sont des sur- 
_ faces annulaires. | 
192. La surface courhe d’un anneau rond égale le produit 
fait avec la demi-somme du plus grand diamètre 
et du diamètre du vide, la demi-difference de ces 
Jongueurs et le quarré de 5,1416. . . . . . . . 432 
‚La surface d'une pisce de bois courbe et ronde , non 
compris les faces des bouts, égale le produit de l’arc 
“qui tientle milieu entre le plus grand et le plus petit, 
multiplié par le contour pris daus un plan perpendi- 
,  Culaire aux tangentes de ces arcs. 


SURFACES COURRES CIRCULAIRES. 


193. Une surface courbe circulaire peut être coupée selon 
des circonférences, par des plans parallèles. . : 133 
Une surface courbe circulaire égale lasomme des surfaces 
> courbes des troncs de cône à bases parallèles et d’une | 
très-petite Jopgueur, dont se compose le corps. 


CORPS. 


Les corps sont des polyèdres ou des corps ronds ou 
des combinaisons de ces deux espèces. 


ilo RS 


Nos j 


294. 


495. 


RÉSUMÉ, 


POLYEDRES. 


Un polyèdre est un.corps dont toutes les faces sont 
planes. . . . . . . . . . so 8 e e o "+ = 06 

Un prisme est un polyèdre dans lequel toutes les arêtes 
limitées à une même face , sont parallèles. 


187 
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154 


Une pyramide est un polyèdre dans lequel toutes les ° 


arêtes limitées à une même face , sont concourantes. 
PRISMES. 


La base d’un prisme est la face d’où partent les arêtes 
parallèles. 

Un prisme complet a deux bases parallèles et sps ar- 
rêtes parallèlés sont égales. 

Un prisme tronqué n’a qu’une base ;.ses arêtes pa- 


rallèles sont inégales, mais comprises entre deux 


faces planes. 
Les faces latérales d’un prisme sont celles qui vont 
“d’une base à l'autre, ou de la base à la troncature. 


Un prisme est droit, ‘quand les arêtes parallèles sont . 


perpeodiculaires sur 14 base. 
Un prisme est obligue, lorsque les arêtes parallèles 
sont inclinées sur la base. 


a 


La hauteur d'un prisme tomplet est la perpendiculaire. 


abaissée d’un point de la base supérieure, sur la 
base inférieure. 

La longueur d’un prisme égale celle d’ane des arêtes 

parallèles. 

On distiogue les prismes par les noms des polygones 

qui forment les bases . . . ve oe. + - + 

Un parallélipipède est un prisme qui a pour base un 
parallélugramme. 

Un prisme rectangle est droit et a pour base un 

rectangle. 

Ua prisme carré est droit eta pour base un carré. 

Un cube est un parallélipipède dont les six faces sont 

des carrés. | 
Comparaison des prismes. 

Le volume d’un corps est Vespace pleia renfermé entre 

toutes les faces. ... . . , è 0 +. so... 

La capacité d'un corps creux est l'espace vide è ren- 

fermé entre les parois. ‘ 

La capacité se mesure comme le volume. 

Deux prismes quelconques sont équivalens en volume, 
quand il y a équivalence entre les bases et égalité 
entre les hauteurs. 

Deux prismes quelconques de même hauteur se con- 

tiennent comme leurs bases . . + +... + : 
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Deux prismes quelconques qui ont des bases équivalen- 
tes, se cpnliennent comme leurs bauteurs. . . . . 
201. Deux prismes sont égaux, quand les arctes , les faces 
et les coins de l’un sont de même grarideur que les 
parties correspondantes de l'autre. . . ... . + + 
Mesurage des prismes. 
202. La surface totale d’un prisme égale la somme des bases 
et des faces latérales. | 
205. Les unités de volume ou de capacité sont des cubes et 
des prismes carrés. . 
205. Le volume d'un prisme rectaogle égale le produit fait 
avec sa hauteur , sa largeur et son ‘épaisseur . . . 
209. Jauger un vase en litres, revient à le mesurer en deci- 
, mètres cubes . . ee 
214. Cuber le bois en steres , revient à le mesurer en mètres 
abe... è + 000 0 000 0 ee 
215. Corder du bois de chauffage, revient en général à m 


158 


139 


441 


4142 


surer une superficie . +... een «jee + 145 


216. Le cube d'un nombre est le produit fait avec ce nom- 

bre employé 3 fois. >. + . +... + . + + 

Le volume d’un cube égalele cube numérique de l’arête. 

217. Le volume d'un prisme quelconque égale le produit de 
la superficie de la base par la hauteur. 

218. Le cordage d'une pile de bois de chauffage baute de 4 

pieds , revient au mesurage d’uns longueur. 

219. Le volume d’un tronc de prisme triangulaire égale le 

produit de la superficie de la base, multipliée par la 

moyenue des distances de cette base aux trois som- 


144 


mets de la troncature. . . - 0 00 0 0 145 


220. Le volume d'un tronc de pamllélipipède égale la su- 
perficie de la base, multipliée par la moyenäe des 

. distances de cette base sux quatre sommets de la 
troncature, . . . . . er rer © + 


PYRAMIDES. 


221. La Base d’une pyramide est la face d’où partent 

toutes ‘les arêtes ‘concourantes. 

Le sommet d'une pyramide est le point de rencontre 
de toutes les arêtes concourantes. 

La hauteur d’une pyramide est la perpendiculaire abais- 
sée du sommet:sur le plan de la base. 

Les faces latérales de la pyramide vont de la base au 
sommet ; ce sont des triangles. 

Une pyramide est compléte, quand elle contient le 
sommet. 

Une pyramide est tronguée, lorsqu’au lieu du sommet , 
c'est une face plane qui se trouve opposée à la base. 

La pyramide tronquée ou le tronc de pyramide a 


146 


225. 


227. 


228. 
250. 
251. 


nd. 


deux bases, quand la troncature est parallèle al 
face opposte . « - . « « « « . . . 

Les faces latérales d'un tronc de pyramide 43 bases , 
sont des trapèzes. 

L'axe d'une pyramideestla droite qui i joîntle sommet au 
centre de la base, quand ce polygone a un centre. 

Une pyramide régulière a pour base un polygone ré- 
gulier , et son axe est perpendiculaire à cette base. 

Une pyramide estirrégulière, lorsque sa base est un po- 
lygone irrégulier, ou que l’axe est incliné sur la base. 

Toutes les arêtes concourantes d'une pyramide régu- 
lière sont égales. 

On distingue les pyramides par les noms des polygones 
de leurs bases. . . . . . . . . . . . ... 


Comparaison des pyramides. 


Deux pyramides triangulaire sont égales, quand 
leurs arêtes correspondantes ont mêmes longueurs , 
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146 


147 


ou quand trois faces de l’une sont égales à trois. 


faces de l’autre. © 0 . . . . . er... 

Deux pyramides régulières sont égales, lorsqu'il y a 
égalité entre les bases et entre les hauteurs ou 2 
arêtes concourantes prises chacune sur uo des corps. 

Deux pyramides irrégulières sont égales , s il y a égalité 
entre leurs bases et si 5 arètes concourantes qui se 
suivent, ont dans l’une mêmes longueurs que leurs 
correspondantes dans l'autre. 

Deux pyramides qui ont des bases de même superficie 
et des hauteurs égales, sont équivalentes. 

Une pyramide triangulaire est le tiers d’un prisme de 
même base et de mêine hauteur. 

Deux pyramides dont les bases sont de même snper- 
ficie, se contiennent comme leurs hauteurs. . . 

Deux pyramides de même hauteur , se contiennent 
comme leurs bases. 


Mesurage des pyramides. 


La surface totale d'une pyramide égale la somme des 
faces latérales et de la base. 

Le volume d'une pyramide égale le tiers du prodnit de 
la superficie de la base par la hauteur. . . . . 
Pour obtenir le volume d'un tronc de pyramide à 
bases parallèles, il faut multiplier la grande base par 
un de ses côtés, multiplier la petite base par le côté 
correspondant , multiplier la différence des deux pro- 
duits par la hauteur du tronc, et diviser le 3° pro- 


duit par le triple de la différence des deus côtés. 


. 148 


. 149 


. 150 
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232. 
235. 
254. 


935. 
256. 
337. 


RESUME, ' 


CORPS RONDS. 


Les corps ronds peuvent être coupés selon des eir- 
conférentes , par des plans parallèles . . . . , 


COMPARAISON ET MESURAGE DES CORPS RONDS. 


Deux cylindres ou deux cônes se contiennent comme 
leurs bases, s'ils ont même hauteur, et comme 
leurs hauteurs, si les bases sont équivalentes. 

Le volume d’un cylindre quelconque égale le produit 
de sa base par sa hauteur . . x co 0 0. , 

Le volume d'un tronc de cylindre droit qui a un 
axe, égale le produit de la base par cet axe ou 
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151 


. 152 


par la moyenne de la plus grande et de la plus 


petite des droites de la surface courbe. 

Le volume des parois d'un manchon cylindrique égale 
l'excès du grand cylindre sur le petit. . . . . . 

Le volume d’un cône quelconque égale le tiers du pro- 
duit de sa base par sa hauteur. 

Le volume d’un tronc de cône droit, à bases parallèles, 
se calculé comme celui du tronc de pyramide. . . 

Le volume d'un tronc de cône droit et circulaire, 
à bases parallèles, égale le tiers du produit faitayec la 
hauteur , le nombre 3,1416 et le produit des rsyons 
des bases ajouté à la somme de leurs quarrés. 

Pour avoir le volume de la pièce de bois carré que 
fournira un arbre en grume , on prend les 5/,g 
ou le dixième de la somme des contours des bouts, 
mesurés à l’aide d'une ficelle; puis on multiplie le 
quarré du résultat par la longueur de la piece. . . 


. Le. volume des parois d’un manchon conique égale 


l'excès du grand tronc de cône sur le petit. 

Le volume d'une sphère est le tiers du produit de la 
surface multipliée par le rayon. ° 

Pour calculer le volume d’une sphère, il faut prendre 
les 4/3 du produit fait avec le cube du rayon et le 
nombre 5,1416, ou le sixième du cube du dia- 
mètre multiplié par 3,1416. ° 

Le volume d’une paroi sphérique estl’excès du volume 
de la grande sphère sur la petite . . ..... 

Deux sphères-se contiennent comme les cubes numé- 
riques de leurs rayons ou de leurs diamèires. | 

Pour cuber le volume d’une calotte sphérique , il faut, 
à la moitié du volume d'un cylindre de même -base 
et de méme hauteur, ajouter le volume d’une sphère 
dont le diamètre soit la hauteur de la calotte. 
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242. Pour cuber le volume d’unezöne sphérique, il faut, à la . 


moyenne des volumes de deux cylindres formésavec 
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les bases lahanteur de la zöne, ajouter le volume d’une 
sphère dont le diamètre soit cette même hauteur. . . 156 
243. Pour cuber. un anneau rond, il faut calculer la su- 
| cie du cercle dont le diamètre est l'épaisseur 
de l’anneau, et la multiplier par la moyenne de 
la plus grande et de la plus petite circonférence. 
Le volume d’un anneau rond égale aussi le quart 
du produit fait avec la somme du plus grand et 
du plus petit rayon, le quarré de leur différence 
_et le quarré du nombre 3,1416. 
Le volume d’une pièce de bois courbe et ronde, ter- 
minée d’&querre par des bouts à centre , est le pro- 
duit de la superficie d'un de. ces bouts, multipliée 
par la moyenne du plus grand et du plus petit 
des arcs de la surface annulaire. . . . . . . è 157 
Le volume d’une ‘pièce de bois courbe, terminée 
d’equerre par des polygones réguliers , est le pro- 
duit de la superficie d’un des bouts, multipliée 
par la moyenne des arêtes courbes. 

244. Dans un tonneau, le diamètre du bouge est celui 

‘ui aboutit au centre de la bonde. 

La capacité d’un tonneau en mètres cubes , est le quart 
du produit fait avec la distance des fonds, le 
nombre 3,1416 et le quarré numérique des 2/3 
du diamètre du bouge augmentés du tiers du 
diamètre d'un des funds. . 

On peut aussi, pour calculer approximativement la 
capacité d'un tonneau , le considérer comme com- 
posé de deux troncs de cônes accolés par leurs 
grandes bases . » oe . . . . 000 0 0 + 158 


DESSIN ET MESURAGE DES CORPS QUELCONQUES. 


45. Pour obtenir le volume d’un corps quelconque, tron- 
qué, qui a des arètes parallèles, perpendiculaires 
à la base, il faut le décomposer en prismes ironqués, 
triangulaires ou rectangles , et faire lasomme de ces 
prismes. 
%6. Le plan d’un corps sans nom geometrique,doit présenter 
les contours que formeraient des plans horizontaux 
qui couperaient "ce corps à différentes hauteurs. 159 
Sur l’elevation , les contours horizontaux sont des 
ligoes droites dont les extrémités, jointes par une' 


d 


> 


ligne, forment le profil du eorps. . ...'. . . 4160 


247.. Le volume d’un corps quelconque est la somme de 
tous les primes droits, triangulaires ou rectangles, 
complets ou tronqués, dont le dessin du corps four- 
nit les bases et les arêtes . . . . 2 . , , . . , 161 

| È. LEVER D'UN BATIMENT. 


248. Lever un bâtiment revient à dessiner, d'après une 
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échelle, des triangles semblables à des triangles 

mesurés. + + + à + + + +. + + + + ern. 162 
‘Le plan d’un bâtiment comprend le plan des caves 

celui da rez-de-chaussée et celui de chaque étage. 
Le plan des caves passe par l'horizontale qui fait 
l’arête inférieure de l’orifice d’an soupirail. . . 163 
Le plan du rez-de-chaussée est le prolongement du 
dessas des tablettes des fenêtres inferienres ; on y 
représente tous les objets coupés et ceux qui restent 
au-dessous : les jardins, les cours et tout ce qu’elies 
. renferment. , 
L'escalier qui va d’un étage à l’autre, est dessiné: 
tout entier sur le plan de l'étage inférieur . . . 164 
Le plan de chaque étage se fait absolument de la même 
manière que celui du rez-de-chaussée. . . . . . 16% 
Faire une coupe verticale dans un bâtiment, c’est en 
supprimer une partie située en avant d’un plan ver- 
tical convenablement dirigé , et dessiner l'élévation 

de ce qui est visible dans la partie restante. 

Les coupes verticales d’un bâtiment donnent les hau- 

‘teurs de toutes les parties întérieures. 

Ce sont les coupes verticales qui montrent la dis- 
. position et les dimensions des pièces de la cliärpente. 166 

L’élévation d'un bâtiment est le dessin d’une des faces : 

extérieures è... 000000 000000 + . 167 
On fait quelquefois plusieurs élévations ; mais souvent 
on n’en fait qu'une, ét alors c’est la façade principale 
qui est dessinée. 

Les dimensions horizontales de l'élévation sont toutes 
fournies par les plans, et les dimensions verticales, 
par ‘les coupes. o | 

Lorsque l'étendue d’un plan force d'adopter une très- 

petite échelle , les coupes et l'élévation se font sur 
une échelle plus grande, ordinairement double. 


MESURAGE DES POIDS. 


249. Le poids d’un corps égale le produit du poids de 
Punité de volume multiplié par le volums. . . 168 
Le poids de l’uuité de volume est ce qu’on sppèle le 
poids spécifique du corps. 
L'unité de voiume adoptée pour le poids spécifique, 
est le décimètre cube. 2 
L'unité des poids spécifiques est le kilogramme, poids 
d'un décimètre cube ou d’un litre d’eau très- pure. 
250. Pour déterminer le poids d’un corps en kilogramues, 
il faut le cuber en decimeires cubes, et multi- 
plier le poids spécifique, par le nombre obtenu. 169 
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AVANT-PROPOS. 


L’utilite de l'étude des courbes ne saurait être mise en 
doute , du moins par ceux qui donnent aux corps les | 
formes appropriées aux besoins des arts, ni par ceux : 
‘ dont les conceptions créent ces besoins, et l'opinion de 
. juges si compétents est bien assez puissante pour entrainer 
Yassentiment général. S’il restait pourtant à convaincre 
quelques esprits rebelles , nous n’aurions qu’à mettre sous 
leurs yeux le tableau des applications signalées dans notre 
ouvrage: ils y verraient des preuves aussi fortes qu’in- 
téressantes et nombreuses. 

Pourquoi donc les propriétés des courbes , toujours 
importantes, et si belles parfois.qu’on pourrait les dire 
merveilleuses , ne sont-elles pas mises à la portée de tout 
le monde, comme celles de la ligne droite et du cercle? 
De nos jours, les sections coniques exigent le secours 
d’une analyse difficile; les courbes mécaniques ne sont - 
étudiées ‘qu'avec la partie la plus élevée de la science 
du mouvement ; d’autres courbes transcendantes servent 
d’applications au calcul différentiel et intégral , où elles sont 
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traitées fort incomplètement ; les caustiques se trouvent 
reléguées parmi les secrets de l'optique, qu’à peu de per- 
sonnes il est donné de pénétrer; la sinusoïde et les 
hélices ne sortent jamais du domaine de la Géométrie 
descriptive ; enfin , les érudits seuls connaissent les livres 
où se rencontrent les lemniscates et les conchoïdes. 
Est-ce donc pour abréger, ou pour éluder de graves 
difficultés qu'on a rejeté la méthode synthétique des an- 
ciens? Sans doute, dans bien des cas, l'analyse décom- 
pose plus rapidement une vérité en toutes ses consé- 
"quences, que la synthèse ne parvient à lédifier par la 
combinaison de tous les éléments ; mais dans d’autres 
‘cas, aussi nombreux peut-être, l'avantage appartient à 
la marche géométrique, qui est même alors beaucoup 
moins pénible que l’autre. De tous les faits dont nous 
pourrions appuyer cette assertion, nous citerons seu- 
lement la théorie des caustiques : elle offrira une preuve 
frappante, si l’on compare les beaux travaux analytiques 
de M. Sturm et de M. de Saint-Laurent, insérés dans 
les Annales de mathématiques, au peu de pages où nous 
avons complètement démontré toutes les remarquables 
propriétés de ces courbes, à l’aide des ingénieuses consi- 
dérations qu'employait Tsohirnhaus, vers 1680, et qu’au 
commencement de ce siècle, Petit a reproduites sous 
une forme nouvelle, dans la Correspondance sur l'École 
Polytechnique. 
Quant aux dificultes, elles seraient insurmontables, 
il est vrai, si la Géométrie restait réduite aux seules 
ressources que lui fournissent les éléments enseignés 
dans les écoles. Mais, pourquoi s’obstiner à restreindre 
ainsi la puissance de cette belle science ? Pourquoi ne 
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pes ajouter aux théorémes des traités en vogue, quelques 
théorémes sur les transversales, les polaires, les centres 
de similitude et les axes radicaux? Notre Geometrie 
appliquée à l’industrie, où, pour la première fois, ils 


ont été présentés d'une manière élémentaire, montre - 


bien qu’ils sont tout aussi faciles que ceux d’Euclide ,. 
et l'on doit déplorer le peu de succès qu’a obtenu la 
méritante tentative de M. Vincent pour les introduire 
dans l'enseignement des colléges. 

Nos lecteurs verront que les principes additionnels qui 
viennent d’être indiqués, joints parfois aux premières . 
notions de l’Algèbre et de la Trigonométrie, nous ont 
suffi, avec la féconde méthode des projections, pour 
mettre en lumière, touchant les courbes et leurs aires 
et les corps qu’elles engendrent, toutes les vérités qui, 
jusqu’à présent, n’ont été établies qu’au moyen de l’ana- 
lse la plus savante. ° 

Si quelques-unes de nos démonstrations paraissent 
dénuées de cette rigueur extrême dont Legendre a inspiré 
k goüt exclusif à ses disciples, la faute n’en est point . 
aux ressources dont nous disposions; elle doit être uni- 
quement attribuée à notre préférence pour les raisons 
que leur simplicité n’empéche pas de porter dans l’esprit 
une entière conviction. Maintes fois nous avons trouvé 
tout d’abord, et même entièrement rédigées, de ces dé- 
monstrations très-rigoureuses, bien propres à constater 
une certaine égalité de puissance entre la Géométrie et 
l'analyse ; cependant, quelque bonnes qu’elles fussent, 
nous n’avons pas hésité à les rejeter, pour leur en substi-. 
tuer d’autres, inférieures en force, mais aussi beaucoup 
moins compliquées. Qu’un fait nouveau soit mis à l'abri. 
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de la moindre objection , tout bon esprit en reconnaît la 
nécessité, tant l'erreur est à craindre ; mais la briéveté de 
la vie et la propagation des lumières veulent que l’inter- 
‘prète de la science se borne à faire admettre et comprendre 
les principes sanctionnés. 

Pascal disait qu’on n’est pas dispensé de démontrer 
synthetiquement une vérité, pour lavoir découverte par 
voie d'analyse. Cest là, d’ailleurs, le seul moyen de péné- 

trer l’essence des choses, et d’en reconnaitre les causes, 
que les formules tiennent presque toujours cachées. Tous 
les grands géomètres du même temps partageaient l’opi- 
nion de Pascal ,.puisqu’à leurs opérations de calcul infi- 
nitésimal succédaient ordinairement des démonstrations 
| géométriques, et si ces sages savants n'avaient pas eu 
à découvrir; nul doute qu’ils eussent commencé par où 
, “Hs finissaient, après avoir employé leur admirable ins- 
trtment d'invention. Faisons donc ce qu'ils auraïent fait 
à notre place, puisqu'il ne s’agit plus que d'exposer des 
propriétés connues, puisque les moyens de les démontrer 
facilement ne nous manquent pas. Laissons les procédés 
modernes, qui exigent de fort longues études, à ceux 
dont la mission est de reculer les bornes de la science, 
et revenons à la manière des Grecs, pour faire descendre 
jusqu'aux commencants , des connaissances utiles, main- 
tenant placées dans des régions trop élevées. 
* Mais, c’est bien ici le cas de dire, avec le fabuliste: 
On le peut, je l'essaie ; un plus savant le fasse. Néan- 
moins, nous avons conscience d’avoir employé tout ce qui 
nous a été départi de force et de volonté, pour rendre 
cette seconde édition digne de l’empressement flatteur 
qu'elle a excité. La première n’était guère qu’une com- 
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pilation indigeste, rédigée à la hâte, dans l’hiver de 1826, 
pour les Cours industriels de Metz; plusieurs courbes, 
beaucoup de principes manquaient ; il en étaif de même 
dimportants tracés et d’utiles applications ; les démons- 
trations étaient rares: nous n'avions pu donner, faute 
de temps, que celles qui se présentaient d’elles-mémes, 
pour ainsi dire. Cependant, cette Géométrie des courbes 
répondait si bien à un besoin du public studieux, qu’en 
moins de deux ans l'édition fut épuisée, et que la réim- 
pression n’a pas cessé d’être sollicitée, depuis 1828. 
Aujourd'hui, l'ouvrage semble à peu près complet: 
nous avons ajouté les conchoides, les logarithmiques , 
les développées des sections coniques, les caustiques 
et leurs développantes ; tous les principes, tous les tracés, 
sans aucune exception, sont démontrés.avec soin et aussi 
simplement qu’il nous a été possible. Un chapitre, placé 
en tête des autres, offre, sous le titre de Notions générales, 
les définitions, les faits et les tracés communs à toutes 
les courbes, pour qu’on les retrouve plus aisément, ou 
qu'il y ait moins de redites. Le second chapitre traite 
spécialement des sections coniques, parce que ses trois 
parties qui concernent Vellipse, l’hyperbole , la parabole, 
étendues £bacune en raison de son importance, et placées 
à leurs rangs dans le chapitre des courbes planes, eussent 
trop éloigné les parties voisines, beaucoup plus courtes. 
Un quatrième et dernier chapitre est consacré à l’étude 
générale des courbes à double courbure, et particuliè- 
rement à celle des hélices, les seules de cette nature 
qui soient intéressantes. | | 
Enfin, nous avons dü chercher une classification des 
eourbes, différente de la classification usitée : basée sur 
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| les degrés des équations, celle-là convient sans doute 


à une discussion analytique, mais elle ne dit absolument 


. rien à Pesprit. Il nous a paru que la Géométrie devait 


plutôt considérer l’analogie des formes et des modes de 
génération, et cette idée nous a conduit à un système 
de classes, d'ordres, de genres, d'espèces, de variétés 
même, qui embrasse non-seulement le petit nombre de 
courbes connues que leur peu d'importance nous a fait 


. omettre, mais encore toutes les courbes planes ou à 


double courbure dont l'existence est possible. 
Outre les auteurs déjà nommés dans cet AvANT-PROPOS, 
et ceux qui se trouvent cités à la fin de la première 
édition, nous avons consulté la collection de Pappus, 
les œuvres de Jean Bernoulli, plusieurs mémoires de 
Leibnitz et de Huygens, insérés dans les Actes de 
Leipsick. Distinguer les emprunts faits aux uns et aux 
autres, des principes, des tracés et des nombreuses 


démonstrations qui nous appartiennent , nous serait main- 


tenant à peu près impossible, n’ayant pas attaché assez 
d'importance à nos petites productions pour les noter, ni 
voulu charger les pages du livre de fastidieuses citations. 
Mais il n’y a pas grand inconvénient à la confusion de 
trésors connus de tous les savants, avec notre pauvré 
billon. Ceux qui écriront un jour l’histoire de la Géométrie 
moderne, sauront bien faire notre faible part, s'ils dai- 
gnent s'occuper de nos œuvres, et quant à nos lecteurs 
actuels, peu doivent leur importer les sources où nous 
avons puisé : l'essentiel pour eux est que cette géométrie 
leur enseigne ce qu’ils veulent apprendre des courbes. 
Au reste, et afin de prévenir toute contestation, nous 
consentons bien volontiers à n’avoir que le mince mérite 
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ie rédacteur, sans décliner toutefois la responsabilité 
ds erreurs qui peuvent se trouver dans le fond; car cet 
ouvrage a été composé uniquement pour glorifier la 
sience et la rendre facile; si l’intérét de notre vanité, 
au lieu du désir d’eire utile, avait pu nous porter à 
l'entreprendre, il n’eüt certes pas été assez puissant pour 
nous soutenir jusqu'à la fin. \ 
Qu'il nous soit permis de témoigner, en terminant, 
nos sincères regrets, à tous ceux que nous avons fait 
attendre si long-temps. Notre excuse est dans les énormes 


et nombreuses difficultés qu'il a fallu vaincre pour rendre 


élémentaires des connaissances jusqu'ici transcendantes, 


et dans la composition de deux ouvrages, d'assez longue 


haleine, qui nous ont été imposés depuis l'annonce de 
cette seconde édition, l’un sur les Affüts et les Voitures, 


_ l'autre sur les Machines des établissements de l’Artillerie. 
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Le lecteur est invité, dans son intérêt, à opérer, avant de oom- 
mencer l'étude de ce livre, les petites corrections qu'indique l’errata, 
et à marquer d’un signe marginal toutes les autres lignes fautives, 
ainsi que les endroits où doivent être placées les additions. 
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‘NOTIONS GÉNÉRALES. 


1. Il n’y a qu'un seul chemin pour aller directement d’un point à 
un autre; lorsqu'on s'en écarte , on suit soit une ligne brisée , c’est- 
à-dire un chemin composé d'un certain nombre de lignes droites 
mesurables , soit une ligne courbe, c’est-à-dire un chemin qui, 
changeant de direction à tout instant, peut être considéré comme 
formé d'une infinité de lignes droites extrêmement courtes. 

Les lignes brisées différentes qui conduisent d’un point à un autre, 
sont évidemment innombrables ; il doit en être de mème des lignes 
courbes puisqu'elles ne se distinguent des lignes brisées que par 
l'exiguité de leurs parties. Aussi peut-on, pour passer d’un point à 
un autre, suivre, par exemple, un arc de cercle, une courbe qui 
coupe trois fois, quatre fois, cinq fois, etc., la ligne droite que ” 
déterminent les deux points, une courbe qui tourne autour de l’un de 
ces points ou autour des deux, une courbe qui revienne sur elle- 
même et se coupe à plusieurs reprises, comme une corde dans un 
nead droit, enfin, une courbe qui ait des points sur les divers plans 
où se trouvent les deux points donnés. 

Il existe donc une infinité de courbes différentes. Les unes, con- 
tenues tout entières dans un seul plan, sont appelées courbes planes ; 
les autres qui changent de plan pour ainsi dire en chaque point, ont 
deux courbures, comme les arêtes d’une vis. 

« C'est principalement des courbes planes que nous allons nous 
occuper ; comme les courbes à double courbure ne sont pas à 
beaucoup près aussi importantes pour les arts, et qu'elles ne peuvent 
être représentées qu'au moyen des procédés de la géométrie descrip- 
tive, nous étudierons seulement celles qui forment les arêtes des vis 
cylindriques et des vis coniques. » 

« Notre marche sera la même que dans la géométrie de la ligne 
droite et du cercle: nous exposerons successivement les propriétés, 
les tracés et les mesurages des courbes les plus employées, la 
formation, les propriétés et les mesurages des surfaces que limitent 
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2 TRACE DES COURBES. 
ces courbes, la formation et la comparaison des corps terminés par 


ces surfaces ; enfin nous combinerons chaque courbe, chaque surface 


avec les lignes et les surfaces précédemment étudiées , toutes les fois 
du moins qu'il en pourra résulter quelque notion utile. > 

« Mais avant de s'occuper d’une courbe déterminée, il convient 
d'acquérir les notions et d'apprendre les tracés qui concernent toutes 
‚les courbes planes. C'est donc par là que nous allons commencer, 
afin de grouper d'une manière saillante ces généralités, et de n'avoir 
plus qu'à y renvoyer, quand l'occasion se présentera d'en faire 
l'application. >» 


TRACE DES COURBES. 


-'2. Certaines courbes peuvent être tracées d'un mouvement continn, 

comme la circonférence ; mais elles sont en très-petit nombre. Quant 
aux autres, leurs propriétés fournissent tes moyens d'en déterminer 
plusieurs points, et il faut ensuite joindre ces points par une ligne. 
C'est là ce qu’on appelle le tracé par points. 


PROBLÈME : Tracer une courbe dont plusieurs points sont donnés. 

Si l'opération se fait sur le papier, on peut l'exécuter à vue ou à 
l'aide d’un instrumert nommé pistolet. Le tracé à vue exige qu'en 
joignant deux points voisins A, B (P.I, F. 1), on regarde au moins 
le point suivant C; sans cette attention, le crayon, après avoir été 
de A en B, ne pourrait plus probablement joindre B à C, ni, à plus 
forte raison, C à D, sans faire un ou plusieurs angles visibles, et 


la ligne ABCDE qui aurait alors des jarrets F, G, H,I(F.2a),ne 


serait pas une courbe (1) ; elle offrirait l'ensemble de plusieurs lignes 
courbes A'B'F, FC'D'G, GH, HI, IE’. 

Le pistolet (F. 3) est une feuille mince de bois, découpée de 
manière è présenter des arcs de cercle de différents rayons , qui se 
raccordent , et même des ares de courbes arbitraires. Pour tracer à 
l'aide de cet instrument une courbe dont on connaît plusier:rs points, 
on le place de facon qu'un des ares couvre les trois premiers A, B, C, 
puis on fait glisser le crayon ou la plume le long de cet are, de À 
en C. Il faut ensuite chercher un autre arc qui puisse couvrir è h 
fois une partie de BC et le quatrième point D, puis un arc qui puisse 
couvrir une partie de CD et le cinquième point, et continüer toujours 
ainsi jusqu'au dernier E. La ligne que fournit ce procédé est un 
ensemble d'arcs qui, se raecordant parfaitement et unissant tous les 
points donnés, diffère très-peu de la courbe qu'il s’agit d'obtenir. 

Sur le terrain, vous planterez des piquets aux points A, B, C, ete. 
le premier un peu à gauche de A, le second un peu à droite de B, 
le troisitme‘ un peu à gauche de C, et ainsi des autres; puis vous 
placerez de champ une règle flexible qui laisse le piquet A à gauche, 
le piquet B à droite, le piquet C à gauche, et vous tracerez une 
ligne le long de cette règle ; puis vous ferez glisser l'instrument jusqu'à 
ce qu'il s'appuie contre le piquet D , en le laissant à droite, tout es 
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oalinuant de toucher les piquets B, C, et vous tracerez une seconde 
kgne, de C en D. Opérant de la même manière pour chacun des, 
autres peints, vous finirez par avoir une eourbe ABCDE, composée- 
darcs parfaitement raccordés. 


5. Le tracé par points se fait plus facilement et avec plus d'exae- 
tinde, quand on connait à l'avance les positions de quelques tangentes - 
de la courbe. Ces droites forment alors des limites que la pointe 
traçante ne peut franchir et que doit toucher la ligne par laquelle on 
wit les points donnés. 


Paopızme : Tracer une courbe dont on connaît des points et des 


entes. . 
“Seppasons qu'il s'agisse de faire passer par les points A, B, C, 
D, E (P. 1, F. 4), une courbe qui doive avoir pour tangentes les 
droites FG, GH, HI, IK; vous tracerez d'abord l'arc AB de ma- 
aière qu'il touche FG quelque part; puis vous rendrez l’are BC 
tangent à GH, larc CD tangent à HI, et l’arc DE tangent à IK, 
quel que soit celui des trois procédés du n° 2 qui se trouve employé. 
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&. Une droite considérée par rapport à une courbe est sécante, ou 
langente, ou normale, c'est-à-dire perpendiculaire à une tangente,. 
au point de contact mème, comme les rayons du cercle. 

N y a des courbes qui ne peuvent être coupées qu'en deux points 
par chacune de leurs sécantes : la circonférence fait partie de cette- 
classe ; d'autres sont coupées en deux points dans de certaines parties, 
et en un plus grand nombre de points dans des parties différentes : 
les courbes en S en offrent des exemples (P. I, F.. »);. d’autres 
enfin sont coupées en une infinité de points par plusieurs de leurs 
stcantes : dans ce nombre se trouvent les courbes qui serpentent et 
celles qui font un nombre infini de tours autour d’un point (F. 4). 


5. La partie de sécante comprise entre deux points de la courbe 
est une corde, comme dans le cercle. 

Lorsque toutes les cordes parallèles d’une courbe sont divisées en 
deux parties égales par une autre corde, cette dernière est un dia- 
mètre, et si tous les diamètres se croisent au même point, ce point 
est un centre. Mais tous les diamètres d'une courbe ne sont pas égaux 
comme ceux de la circonference, et le centre n'est pes également 
distant de tous les points de la courbe. 

Il peut se faire qu'un diamètre soit perpendiculaire aux cordes 
qu'il coupe par le milieu. Dans ce eas, la courbe est dite symé- 
trique, parce que ses deux parties, rabattues l’une sur l'autre, pou- 
vant se oouvrir avec exactitude, sont symétriquement placées par 
rapport au diamètre. Cette droite prend alors le nom d’aze de sy-. 
metrie ou d’aze tout simplement. 
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6. H existe encore d’autres axes qu'on appelle axes des coordonnées : 
£e sont deux droites prises à volonté, mais ordinairement perpendi- 
culaires entre elles, par exemple les droites AB, AN, pour la courbe 
de la figure 20 (P. I). Les parallèles OG, PK menées à l'une, 
des points de l’autre, jusqu’à la courbe, se nomment ordonnées; 
les parties AO, AP de la seconde sont appelées abscisses ; les or- 
données et les abscisses portent en commun le nom de coordonnés, ' 
et le point A, intersection des deux axcs, est l’origine des coordon- 
nées. Celui AN de ces axes qui est parallèle aux portions de cordes 
OG, OK est souvent nommé axe des ordonnées, et celui AB sur 
lequel se prennent les abscisses, reçoit la désignation particulière 
daxe des abscisses. 

- Les coordonnées servent à indiquer, à déterminer les points d'une 
courbe. Ainsi, après avoir fixé les positions des axes AB, AN, on 
assigne celle du point K, par exemple, en donnant la longueur de 
Vabscisse AP et celle de l’ordonnee PK. Il est clair, effectivement, 
qu'ayant porté la longueur de l'abscisse de l'origine A en P, on 
arrivera au point K, si l’on parcourt, parallèlement à AN, un che- 
min droit égal à la longueur de l'ordonnée. 


7. La tangente d'une courbe est, comme celle du cercle, une 
sécante dont deux points d’intersection se trouvent réunis en un seul 
qui forme le contact ; mais il arrive souvent qu'après avoir touché la 
courbe , la tangente va la couper en un autre point ou en plusieurs; 
quelquefois mème le contact est un point d’intersection. Enfin certaines 
tangentes ne vont toucher la courbe qu'en un point infiniment éloigné; 
on nomme ces droites asymptotes (acemptote), pour exprimer que la 
courbe ne les atteint qu’à l'infini ou plutôt qu'elle ne les atteint jamais, 
quoiqu’elle s'en rapproche de plus en plus. 

La tangente qu'on menerait à la courbe ABCDE, par le point 
B(P.I,F. 1), n'aurait que ce seul point de commun; mais celle 
dont le contact serait D irait couper la courbe près de E. 

La tangente qui toucherait en B la courbe sans fin ABCD... (F. di 
la couperait en une infinité d'autres points. 

Le contact est une intersection, quand la tangente d’une courbe 
en S la touche précisément au point A où cette courbe cesse d’äre 
concave d'un côté et commence à le devenir par rapport au côté 
opposé (F. 5). Comme toute tangente se détache d'une courbe du côté 
de la convexité, il est clair que BC doit laisser à gauche l'arc DEA 
et à droite l'arc AFG; par conséquent, elle coupe la courbe DEAFG 
au point A; mais elle n'en est pas moins tangente à l’arc EAF de la 
courbe, puisqu'elle n’a qu’un seul point de commun avec cet arc. 


8. Tout point À où une courbe est à la fois touchée et coupée 
par sa tangente, est un point d’inflexion. On le nomme ainsi, parce 
que la courbe s’y infléchit dans un sens opposé au précédent. 

| La tangente en un point d’inflexion est comprise dans la série des 
* sécantes qui coupent la courbe trois fois, comme la droite EF; mais 


pa 
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pour elle, les trois points d’intersection sont réunis en un seul A, et 
c'est pour cela même que ce point À est à la fois un contact et une 
mersection, car il suffit de la réunion de deux intersections pour 
former un contact (7). 


9. Les points d'inflexion sont au nombre des points remarquables 
oa singuliers des courbes, et dans cette catégoric se trouvent aussi 
les points multiples et les points de rebroussement. 

On donne le premier de ces deux noms à tout point où la courbe 
passe deux fois au moins. Ainsi, A est un point multiple (P.I, F, 6), 
puisque la courbe y passe en allant de B vers C, et y repasse en 
allant de C vers D. Tout point multiple est le contact de tangentes 
différentes dont le nombre égale celui des arcs qui s'y croisent. 

Le deuxième nom est donné à tout point qui termine deux arcs 
contigus tangents l’un à l'autre. Mais il y a trois espèces de points de 
rebroussement : la première présente une pointe de pique À (F. 7), 
la seconde B (F. 8) fait partie d'une échancrure en cœur, et la. 
troisième C (F. 9) est l'extrémité d'une sorte de corne. Dans chaque 
espèce, les deux arcs ont nécessairement une tangente commune 
dont le contact est le point de rebroussement. 


40. Les applications des courbes aux arts obligent souvent à dé- 
terminer la position d'une tangente, et il existe pour cela des procédés 
généraux que nous devons.faire connaitre dès à présent. 


Prost. (a): Tracer une droite qui touche une courbe en un point 
donné À (P.I, F. 10). 

Solution 1 : Tirez par A un grand nombre de cordes AB, AC, 
AD, AE, AF, AG, etc., qui forment deux faisceaux, l’un à gauche 
de A, l’autre à droite; portez sur toutes ces cordes une longueur 
arbitraire, à partir de la courbe et en dedans pour l’un des faisceaux, 
en dehors pour l'autre ; vous marquerez par là les points b, c, d,e, 
f, 9, etc. Joignez ces points par une courbe; elle passera nécessai- 
rement par À, puisque de ce point on peut toujours mener une 
corde de la courbe donnée, qui soit égale à la longucur arbitraire Bò. 
Maintenant , avec cette longueur pour rayon, décrivez de À un arc qui 
coupe la courbe auxiliaire debAcfy en un point H, et tirez AH; cette 
droite sera la tangente demandée, car il est visible que si l'on connais- 
fait la tangente en A de la courbe donnée, on obtiendrait un point H 
de la courbe auxiliaire, en portant Bb sur cette tangente, à partir de À. 

Observez que la longueur arbitraire Bb doit ètre prise aussi grande 
qu'il est possible, afin que H et A déterminent plus exactement la 
position de la tangente. Si vous êtes obligés de faire Bb fort courte, 
vous la porterez une seconde fois , sur les mêmes cordes, mais en sens 
contraire ; il en résultera une seconde courbe auxiliaire d'c'b'Ae'f'g' 
qui pos fournira un troisième point H’ de la tangente, plus éloigné 

e H que A. 

Cestsurtout dans le voisinage de la position présumée de AH, qu'il faut 


è 
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mener des cordes, afin d'y déterminer avec plus d'exactitude les points 
des courbes auxiliaires. Or la seconde extrémité B d'une de ces cordes 
peut se trouver tellement près de A, qu'il soit difficile de bien tracer 
une droite d'un de ces points à l'autre. Dans un semblable cas, vous. 
marquerez, avec une seule ouverture de compas, deux points d’une 
perpendiculaire au milieu de AB, comme si cette corde était déjà tirée ; 
puis, de chacun de ces points I, K et avec un rayon quelconque, ' 
vous décrirez un arc, ce qui vous donnera un point L appartenant au 
prolongement de AB. Cela résulte de ce que AB est perpendiculaire 
au milieu de la droite IK non tracée. 

Solution 2: Marquez sur la courbe deux points quelconques B, C, 
près de A, l’un à droite, l’autre à gauche (P.I, F. 11); tirez 
les cordes BA, AC, et prolongez-les indéfiniment du même côté; 
portez BA au bout de AC, de C en D, puis AD sur le prolongement 
de BA, de A en D’; prenez AB’ égale à AB, et menez, par B,, 
une parallèle à AD’. Le point T où cette parallèle rencontrera DD), 
appartiendra à la tangente au point A de la courbe, et AT sera 
cette tangente *. 

Nous démontrerons que AT touche la courbe, en faisant voir 
qu'elle touche en A le cercle O qui passe par B, A, C, car ce 
cercle est nécessairement tangent à la courbe, au même point. Or, 
d'après la construction, B'D — AD — AB’ — AC + ch — AB, 
CD = AB, AB'—=AB, et par suite, BD==AC. Les perper- 
diculaires Dd, D'd’ abaissées sur AT donnent 

D'd' : Da :: D'T : DT :: AB' : BD. 
Donc, D'd' : Dd :: AB : AC. 

Mais en abaissant encore sur AT, les perpendiculaires Bb, Ce, 

on a les deux autres proportions 


Da: Ce 1° AD: AC, 
Bb: D'd' °° AB : AD’, 
et AD’ == AD. Multipliant les trois dernières égalités de rapports, 
nous obtiendrons 
Bb : Ce ++ AB : AC. 

Reste donc à démontrer qu’effectivement les distances Bb, Cc 
de deux points d'un cercle à sa tangente sont proportionnelles aut 
quarrés numériques des cordes AB, AC comprises entre ces points 
et le contact. 

Abaissons de B une perpendiculaire BE sur le diamètre AF. Le 
segment AE = Bb, et la propriété connue des cordes du cerele 
(G. 176) fournit la proportion Bb : AB .: AB : AF, ou l'égalité 
‘Bb x AF— AB’. De même Ce x AF=AC. Conséquemment 


Bb : Ce: AB © AC. 





* Cetto construction est’ duc à M. Babiner. 


——— m nn 
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Un autre procédé repose sur ce principe: tout point A sollicité 

& prendre des mouvements invariables dans deux directions AB, 
AC(P.1,F. 11), suit Za diagonale AD du parallélogramme ABDC 
dont les côtés sont les chemins AB, AC que parcourrait ce point dans 
wa temps déterminé, s°. pouvait se mouvoir successivement. selon 
chacune des directions. 

Supposons que le point À püt aller en 1”, de A en B, s'il n'était 
pas tiré selon AC, et de À cn C, sil n’était pas tiré selon AB. 
Obéissant à la fois aux deux tractions , il n’arrivera dans 1”, ni en B, 
ni en C: dès qu’il commencera à se mouvoir selon AB, il devra se 
mouvoir aussi selon AC, et ne pouvant aller par ces deux chemins, 
il en prendra un qui divisera l'angle BAC. Dans l'instant suivant, il 
tendra à se mouvoir parallèlement à AB et à AC, et par conséquent, 
il suivra un second chemin qui divisera l'angle des parallèles, comme 
le premier divise l'angle BAC. Or, deux droites qui, placées bout à 
bout, divisent de la mème manière deux angles à côtés parallèles, 
n'en forment réellement qu'une seule. Conséquemment , le point suivra 
ine certaine ligne droite AD, et arrivera, dans 1”, en D par exemple. 
Mais, puisqu'il eût été en B, dans 1”, s’il n’avaif pas subi de traction 
parallèlement à AC, BD est nécessairement le chemin dû à cette 
traction , et BD = AC; de mème, puisque A eüt été en C dans 1”, 
sil n'avait subi aucune traction parallèlement à AB, CD est néces- 
sairement le chemin dû à cette seconde traction, et CD = AB. Donc, 
ABDC est un parallélogramme , et le chemin AD réellement suivi en 
est la diagonale. 

Il s'ensuit que si un point animé de deux mouvements invariables 
engendre une courbe , chaque élément droit de cette courbe (1), est 
dirige selon la diagonale d'un parallélogramme dont les côtés sont 
les chemins que parcourrait le point dans le cas où il n’obéirait à ses 
deux mouvements que successivement et pendant le même temps. 

Or, la tangente d’une courbe est le prolongement de l'élément 
droit dont le point de contact forme le milieu ; cette tangente se 
tonfond donc avec la diagonale du parallelogramme des chemins. 


Paosc. (b) : Tracer une tangente en un point d'une courbe dont la 
génération est due à deux mouvements simultanés et invarıables. 

Supposons, par exemple, que la courbe ABC (P.I, F. 13) soit la 
trace d'un point qui, dans un temps donné , s'éloigne de la droite DE, 
deux fois autant que du point fixe F, et proposons-nous de mener 
une tangente par le point C. La droite CG perpendiculaire à DE sera 
double de CF; de sorte que si le point C pouvait se mouvoir uni- 
quement selon GC, il parcourrait cette longueur dans le même temps 
qu'il mettrait à parcourir FC, en se dirigeant uniquement selon FC. 
Menons donc GH parallèle à CF; CGHF sera le parallélogramme des 
chemins, et sa diagonale CH donnera la tangente demandée. : 


Posi. (c): Tracer par un point A donné à l'extérieur d'une 
courbe, une droite qui la touche (P.I, F. 14). 
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Si le point de contact n'est pas nécessaire, on peut se contenter 
d'appliquer une règle sur le point donné, de manière qu'elle touche 
la courbe ; la droite tirée le long de cette règle sera la tangente 
demandée. 

Mais, pour marquer le contact avec exactitude, ıl faut tirer un grand 
nombre de sécantes par le point A ; construire pour chacune, sur la 
partie qui forme corde, deux triangles équilatéraux, et joindre par 
une courbe tous les sommets B, C, D, E, F, etc. qu'on obtient ainsi; 
le point H où elle coupera la courbe donnée, sera le contact de la 
tangente cherchée, et il ne restera plus qu’à tirer AH, pour avoir 
cette tangente. 

En effet, la tangente est une sécante dont les deux intersections 
sont confondues ; les deux triangles équilatéraux sont donc nuls pour 
elle, ou plutôt ils se réduisent à un point qui ne peut être que celui du 
contact; par suite, la courbe des sommets doit passer par ce contact. 


Pros. (d) : Tracer une droite qui soit tangente à une courbe et 
parallèle à une droite donnée AB (P.I, F. 15). 

Lorsqu'on n'a pas besoin du point de contact, il suffit d'appliquer — 
une règle contre la courbe, parallèlement à AB. La droite CD tirée 
le long de cette règle est la tangente demandée. . 

Pour marquer exactement le contact, tracez plusieurs cordes pa- 
rallèles à AB, et le lieu des troisièmes sommets de triangles équi- 
latéraux construits sur ces cordes, de chaque côté, comme dans le 
problème précédent. Ce lieu EFG coupera la courbe donnée au point 
de contact F, et il ne restera plus qu’à tirer par F, une parallèle à AB. 


Proc. (e): Tracer une droite qui soit tangente à une courbe et 
perpendiculaire à une droite donnée A'B' (P. I, F. 15). 

Ce problème présente aussi deux cas, et les solutions sont les 
mèmes que celles du problème précédent, si ce n’est qu'au lieu de 
tirer les cordes parallèlement à la droite donnée, il faut les tirer 
perpendiculairement. 


11. Les normales des courbes ne sont pas moins utiles que les 
tangentes, et il y a aussi pour leur tracé des procédés généraux. 


Pros. (a) : Tracer une normale en un point donné C d'une courbe 
(P.I,F. 13). 

Menez la tangente CH (10, probl. a ou b), puis élevez au point 
de contact C, une perpendiculaire IK sur cette tangente (4). 


Prost. (b) : Tracer une normale par un point A situé hors d'une 
courbe (P. I, F. 16). 

Solution 4 : Supposons le problème résolu. La normale demandée 
AB sera aussi normale à la circonférence décrite de A avec AB pour 
rayon, puisque les normales d’un cercle sont ses rayons. La cir- 
conférence À et la courbe ayant même normale en B, ont aussi 
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gäne tangente eu ce point, et par suite ces deux lignes sont tangentes 
Ime à l'autre. Si donc nous pouvions déterminer leur contact B, 
nous aurions un second point de la normale AB, et il serait facile 
de tracer cette droite. 

Or un cercle tangent est au nombre des cercles sécants décrits 
du même point; seulement, pour celui-là, les deux intersections 
se confondent et forment le contact, 

Décrivez donc de À plusieurs cercles sécants, avec des rayons 
arbitraires ; marquez les troisièmes sommets des deux triangles équi- 
ktéraux construits sur chacune des cordes communes à ces cercles 
et à la courbe donnée ; puis joignez par une courbe tous les points 
ainsi obtenus. Ce lieu des troisièmes sommets passera nécessairement 
par le contact B du cercle tangent, car la corde commune à ce 
cercle et à la courbe donnée étant réduite au point B, il s'ensuit 
que ses deux triangles équilatéraux se réduisent à ce même point. 
Ainsi, l'intersection de la courbe et du lieu des troisièmes sommets 
donne un second point de la normale cherchee, et la droite ABC 
est cette normale. 

Solution 2: Menez plusieurs tangentes BC, B’C’, etc. de chaque 
côté de la position présumée du point où la normale demandée doit 
rencontrer la courbe (F. 17); abaissez de A des perpendiculaires 
sur ces tangentes; unissez les pieds D, D', D", etc. de ces per- 
pendiculaires par une courbe tracée à la main avec beaucoup de 
sin; le point d oü elle touchera la courbe donnée sera aussi le 
point de rencontre d'une tangente be menée par d et de sa perpene 
diculaire, puisque la courbe DD'D"... est le lieu géométrique de 
toute pareille rencontre. Si donc vous joignez d avec A, vous aurez 
la perpendiculaire à la tangente de, et comme cette perpendiculaire 
passe par' le contact, elle est la normale demandée. 

Observation: La courbe DD'D”"... passe deux fois par A. La 
raison de ce fait, c'est que du point A on peut mener deux tangentes 
à la courbe donnée, et que le mème point est le pied de chacune 
des perpendiculaires abaissees sur ces deux tangentes. 

Progc. (c): Tracer une normale par un point situé dans l'in- 
terieur d'une courbe. 

Solution 1: Appliquez la solution ı du problème précédent. 

Solution 2: Appliquez la solution 2 du problème précédent; mais 
observez que la tourbe des pieds des perpendiculaires aux tangentes 
ne passe pas par le point donné, attendu qu’on ne peut mener une 
tangente de ce point intérieur. 


12. Toute courbe en engendre une autre, si l'on fait mouvoir 
une tangente d’une longueur déterminée, de manière que ke contact 
change de position sur la courbe ct sur la droite, sans, que cette 
droite glisse en avant, ni en arrière. La tangente changesalors de 
direction à chaque instant; il en est de même du chemin de son 
extrémité, et par conséquent, cette extrémité trace une courbe (1). 

2 
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Si, par exemple, la droite AB est assujettie à se mouvoir langen- 
tiellement à la courbe BB'RB’'B"' (P.I, F. 18), sans glisser dans 
‘Te sens AB, ni dans le sens BA, un point quelconque C de cette 
droite engendrera une courbe dont la forme dépendra de celle dela, 
directrice BB'RB"B'": quand le contact se fera en B', le contact 
primitif B se trouvera «en un point b tel que bB' aura une longueur 
égale à celle de l'arc BB’, et si l'on porte BC de b en C', ce dernier 
point sera la nouvelle position de C. Puis il arrivera un moment où 
la distance de 5 au contact sera égale à BC, en même temps qua 


l'arc parcouru sur la directrice, et alors le point générateur formera |, 


lui-m&me le contact, comme en R. Ensuite, il quittera la directrice, 
et quand le contact se fera en B”, par exemple, on trouvera li 
‘position correspondante de C, en prenant bC” égale à BC ou bien 
‘en prenant B’C" égale à l'arc B"R, car BC” — BR = BBR, 
»B" — BB'RB", et consequemment B”C" — B"R. 

Mais au lieu d'être engendrée comme il vient d’être dit, la partie 
RC'C.... peut évidemment être décrite par l'extrémité. R d'un fil 
enroulé sur RB'B.... et attaché en un point quelconque D. La partie 
RC"C'".... peut être décrite aussi par l'extrémité R d'un autre fil 
enroulé sur RB"B'".... et attaché en E. Or, en déroulant ces fik, 
on rectifie, on développe les arcs RB'B...., RB"B”"".... de la courbe 
directrice, puisqu’à tout instant la longueur de chaque portion droite 
du fil, telle que B'C', égale celle de l'arc compris entre le point de 
départ R et le contact actuel B'. Aussi, nomme-t-on développante 
la courbe ...CC'RC"C"".... suivie par l'extrémité du fil; la courbe 
DBB'RB"B'"E, dont ce fil développe les arcs, est la développée. 

De là ct de ce que le point générateur C peut être pris aussi loi 
ou aussi près de B qu'on veut, nous devons conclure que toute courbe 
a une infinité de developpantes. | 


45. ‘Les tangentes de la développée sont normales à la développant. 
‘On peut effectivement regarder chaque élément C de la develop 
pante comme décrit du point de contact correspondant B, par 0 
mouvement circulaire, avec un rayon BC. Or un trèspetit arc de 
circonférence est d'équerre sur son rayon. Donc réciproquement; 
BC est d'équerre sur l'élément C ou sur la tangente qui en est k 
prolongement , et par conséquent, BC est une normale de la dere 
loppante ...CC'RC"C"".... 

Il suit de là que R est un point de rebroussement (9) ; car la tar 
gente BR de la dévelappée est normale en R aux deux arcs RC, 
RC"C"; RS perpendiculaire à DR est conséquemment une tangente 
qui leur est commune, et ces arcs sont tangents l'un à l'autre. 


14. Si l'on tirait des normales de la développante en des points 
très-voisins, et qu'on tracät une courbe tangentiellement à toutes 
ces pofmales , a aurait évidemment la développée. Donc Ile 
courbe a une développée qui peut en étre déduite et dont elle 
la développante. fee Pre EE 


| 


= 


(Ce 
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les considérations précédentes étant appliquées au cercle font 
wir que la circonférence a un point pour développée, et que réci- 
pequement les développantes d’un point sont des circonférences. 


COMBINAISONS DES COURBES ET DU CERCLE. 


15. La circonférence peut couper une courbe, la toucher seule- 
ment, ou la couper et la toucher à la fois. 

Les courbes symétriques , qui n’ont pas de points singuliers (5 et 
9/, sont coupées par une circonffrence uniquement sécante, en 
eux points ou en quatre, car une fois entrées dans une telle cir- 
conference , elles doivent en sortir. Pour les autres, le nombre de 
leurs points d’intersection avec la circonférence ne saurait être indiqué 
dine manière générale ; il varie d’une courbe à l’autre, en même 
temps que la forme dle ces lignes. 

‚Une circonférence qui touche une courbe n'est autre chose qu’une 
arconférence sécante dont un nombre pair d’intersections se sont 
réunies en un seul point. Le contact est de première espèce, s'il 
provient de la réunion de deux points seulement, et il est de seconde 
espéce , S'il est produit par la réunion de quatre points. 

Puisque les intersections d'une courbe symétrique et d’un -cercle 
sont toujours en nombre pair, toute circonférence tangente et sécante 
dla fois d'une telle courbe la coupe nécessairement en deux points. 
Lors donc que les deux lignes n’ont que deux points communs , c’est 
que le contact est anssi un point d’intersection. 

Ainsi, certaines circonférences tangentes coupent la courbe pré- 
cisément à leur contact, comme certaines tangentes droites (8), et 
alors trois points d’intersection se trouvent réunis en un seul. 


16. Pour distinguer des autres cercles tangents, celui dont le 
contact offre la réunion de trois points d'intersection, on l'appelle 
cercle osculateur. Cette épithète ne signifie pourtant pas autre chose 
que fangent. 

Cest par la courbure du cercle osculateur qu’en général on juge 
de celle d’une courbe en un point déterminé. Si le point est tel qu'il 


ny ait pas de cercle osculateur, on y substitue le cercle tangent à 


contact de seconde espèce (15). Il est visible en effet que ces deux 
sortes de circonférences tangentes sont celles qui approchent le plus 
de se confondre avec la courbe, dans les environs du contact, et 
d'avoir conséquemment même courbure en ce point. 

La courbure d’un arc AB de courbe (P. I, F, 17) est l'angle qui 
mesure le changement de direction qu'on fait en passant d'une. 
extrémité A à l’autre B. Cet angle BCD se trouve nécessairement 
formé par les tangentes aux points A, B, qui ont mêmes directions 
que les éléments extrèmes de l'arc (10).. 

N s'ensuit que la courbure en un point est l'angle infiniment petit 
formé par les tangentes aux extrémités de l'élément qui fait ce point, 
et c'est parce qu'un tel angle n’est pas appréciable, qu'on y substitue 


LÀ 
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celui qui donne la courbure du cercle osculateur. Ce dernier n'est 
pourtant pas plus facile à mesurer; mais comme en raison de la 
courbure uniforme’ de la circonférence, il a une relation constanie 
avec le rayon, on le remplace par ce rayon. 


47. Il est aisé de reconnaître qu'en effet la circonference a une 
courbure uniforme. 

Soient deux arcs égaux AB, A'B' (P. I, F. 19). Leurs courbures 
sont les angles BCD, B'C'D', et ces angles ajoutés respectivement 
à ACB, A'C'B' forment deux angles droits. Or, ACB, A'C’B' sont 
égaux, comme angles extérieurs qui comprennent les mèmes arcs. 
Done aussi BCD = B'C'D', et la courbure du cerele est partout 
la mème. 


18. L’indication de langle de courbure pour un arc de cercle 
est le nombre de degrés de cet arc AB (P. I, F. 19). 
. En effet, l'indication de l'angle extérieur ACB est 
AB'B— AB ABB--AB— 2AB _360°—2AB 
a  — 


= 180° — AB. 


Mais la mème indication vaut aussi 180° moins celle de l'angle de 
courbure BCD. Donc 180° — AB == 180° moins l'indication de BCD, 
et par suite cette indication est l'arc AB. 


19. Les courbures de deux circonférences ont pour rapport le 
rapport inverse des rayons. 

Les courbures sont les angles infiniment petits formés par les tan- 
gentes aux extrémités de deux éléments (16); ces angles sont entre 
eux (17) comme ceux que forment les tangentes aux extrémités d’ares 
AB, ab de mème longueur (P. I, F. 19), et ceux-là, BCD, bed, se 
contiennent comme les nombres de degrés de leurs arcs d'indication 
AB, ab. Or, les nombres de degrés d’arcs de même longueur son! 
inverses des rayons. Conséquemment, BCD : bed °° Ea : EA, ei 
les courbures des deux circonférences ont le même rapport. 

Ainsi, une cireonférence a une courbure d’autant plus forte que 
son rayon est plus petit, ou d'autant plus faible que son rayon est 
plus grand; de sorte que si l'on prend pour unité de courbure, 
celle de la circonférence dont le rayon est l’unité de longueur, la 
courbure d'une circonférence dont le rayon sera 2, se trouvera cs- 
primée par +, et celle de la circonférence dont le rayon sera 4; 5 
trouvera exprimée par 3. 


20. Les courbures d'une courbe en deux points déterminés oni 
pour rapport le rapport inverse des rayons des cercles osculateur: 
pour ces points. 

Car le rapport inverse des rayons est celui des courbures des 
deux circonférences osculatrices, et ces courbures sont sensiblement 
égales à celles de la courbe (16). 
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Le centre du tercle osculateur est appelé centre de courbure de 
la courbe, et le rayon du même cercle, rayon de courbure. 

On peut donc dire que les courbures d'une courbe en deux points 
déterminés ont pour rapport le rapport inverse des rayons de courbure 
pour ces points. 

De idesuit que la courbure d'une courbe en un point marqué est 
d'autant plus forte que le rayon de courbure pour ce point est plus 
petit, et d'autant plus faible que le rayon de courbure est plus grand. 

« Après avoir ainsi réduit, au moyen de quelques principes, la 
comparaison des courbures à celle de lignes droites, il est inutile 

‘insister sur l'importance du tracé des cercles osculateurs. > 


Prosıime : Tracer le cercle osculateur d’une courbe en un point 
donné. 

Solution 1 : Le procédé le plus général consiste à tirer plusieurs 
normales de chaque côté du point, à tracer la courbe qui peut 
toucher ces normales, et à mener par le point une tangente à cette 
courbe. La partic de la tangente comprise entre son contact et le 
point donné est le rayon du cercle osculateur. 

On voit d'abord que la courbe tyacée est la développée de la courbe 
donnée (14). Reste dohc à démontrer que toute normale d’une dé- 
veloppante, comprise entre cette courbe et la développée, égale le, 
rayon du cercle osculateur de la première. 

Prenons trois points A, B, C sur la courbe (P. I, F. 20), et 
cherchons le centre D du cercle qui la coupe en ces points. Opé- 
rons de mème pour les trois points E, A, B, pour les trois points 
b,C,F, etc. ; nous aurons une courbe des centres GDH.... dont 
seront cordes les perpendiculaires élevées au milieu de chaque côté 
du polygone EABCF. Mais, si nous diminuons les côtés de cette 
figure en les multipliant, jusqu'à ce que les trois points A, B, C 
se confondent en B, les perpendiculaires DI, DK ne formeront plus 
qu'une seule droite BL normale à la courbe donnée, et tangente à la 
courbe des centres GDH, car les points G, D se seront rapprochés 
et confondus en un seul L, comme A, B, C. Le contact L se tfou- 
vera donc le centre d'un cercle tangent et sécant en B à la courbe 
donnée (15), et LB sera le rayon de ce cercle osculateur (16). Or 
il est visible que la courbe des centres devenue alors tangente à 
toutes les normales de EABCF, formera la développée de celle-ci (13). 
Donc enfin, la tangente menée d’un point d’une courbe à la développée 
fournit Ie centre et le rayon du cercle osculateur. 

« Mais le tracé des normales est long; il ÿ a peu d’exactitude 
dans celui d’une courbe tahgente à des droites données, en des points 
qui ne sont pas déterminés, et il n'est guère possible de marquer à 
vue, avec précision, le contact d'une tangente menée par un point 
extéricur. On devra donc préférer le procédé suivant. » 

Solution 2: Menez une tangente AB par le point À donné (10), 
afin de pouvoir en déduire la normale AC (F. 21). Tirez arbitrairement 
de chaque côté de A, des cordes AA’, AA", ctc., Aa’, Aa”, etc., 
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puis élevez une perpendiculaire au milieu de chacune de ces-cordes. 
Par les points C', C/, etc., c’, c'', etc., où les perpendiculaires 
couperont la normale AC, élevez des perpendiculaires sur cette 
même normale, et prenez-les égales aux cordes respectives, c'est- 
à-dire de manière que C'D' = AA’, C"D" — AA”, etc. Enfin, 
faitcs passer une courbe par les extrémités D'", D’, D', d', d", 
d'"". Le point C où cette courbe coupera la normale AC sera le 
centre du cercle osculateur, et la distance CA donnera le rayon 
de courbure pour le point À. 

En effet, la courbe auxiliaire D'"Cd"" est telle que les pieds de 
ses ordonnées marquent les centres C", etc., c'” de cercles qui 
toucheraient en A la courbe donnée et la couperaient en A'”, etc., 
a"! ; de plus ces mêmes ordonnées égalent respectivement les cordes 
communes à la courbe donnée et aux divers cercles. Conséquemment, 
le point C de la courbe auxiliaire, étant le pied d'une ordonnée 
nulle, forme le centre d’un cercle tangent en A et sécant en un point 
situé à une distance nulle du contact, c'est-à-dire le centre d'un 
cercle tangent et sécant à la fois au point À (16). 


MESURAGES DES COURBES ET DES AIRES. 


o. 31. Mesurer une courbe, c'est la rectifier, c'est-à-dire trouver une 
e ligne droite qui présente un chemin de même longueur. Mais peu 
de courbes sont rectifiables ; la plupart n'ont point de rapport assignable 
avec aucune ligne droite, ou en d'autres termes, le nombre de fois 
qu'elles contiennent l’unité ordinaire des longueurs ne saurait être 
exprimé exactement ni par un nombre entier, ni par une fraction. 
La circonférence mème est dans ce cas, puisque son rapport au 
diamètre renferme une suite de décimales qui ne peut être terminée, 
quelque loin qu'on la prolonge. 

Le mesurage d’une courbe non rectifiable n’est donc qu’approxi- 
matif. Le seul moyen de l’opérer, quand la courbe est tracée sur un 
tableau, consiste à la décomposer en arcs assez petits pour qu'ils 
puissent être considérés comme des lignes droites, sans grande erreur, 
et à porter les cordes de ces arcs sur une ligne droite, de manière 
que deux consécutives aient une extrémité commune. La longueur 
comprise entre l'extrémité isolée de la première corde et- l'extrémité 

\isolée de la dernière donne à peu près la longueur de la courbe. 

Si la courbure n’&prouve pas de grandes variations, on abrège 
l'opération en prenant les petits arcs de façon que leurs cordes soient 
égales ; car alors il suffit de porter sur la droite autant de fois la 
même ouverture de compas qu'ik y a d'arcs. 

Lorsque la courbe se trouve sur la surface convexe d’un corps, 
on peut l’entourer d'une ficelle mince et peu susceptible de s'étendre, 
puis mesurer la longueur de cette ficelle. 


22. Le mesurage de l'aire limitée par une courbe n'est généralement 
qu'approximatif non plus, attendu que l'unité ordinaire des superficies 
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ayant des limites droites doit se trouver rarement dans un rapport 
fini avec l'espace à contour courbe. Le cercle, par exemple, ne se 
mesure pas plus exactement avec le mètre carré, que la circonférence 
avec le mètre linéaire. 

La courbe qui entoure l’aire à mesurer peut se trouver dans deux 
cas distincts : elle renferme deux points de rebroussement opposés, 
ou bien elle n’a pas un seul de ces points singuliers et présente des 
arcs applatis plutôt que des pointes. 

Dans le premier cas (P. I, F. 22), portez sur la droite AB qui 
joint les points de rebroussement des parties arbitraires, mais égales 
et assez petites pour que les arcs correspondants de la courbe puissent 
äre, sans grande erreur, regardés comme des lignes droites. Tracez, 
par les points de division qui en résultent, des cordes perpendiculaires 
à AB. Mesurez ces cordes ; ajoutez la moitié de la dernière CD à 
la somme de toutes les autres, et multipliez le total par une des 
parties égales de AB. Le produit donnera l'aire ACDA, et en y 
ajoutant la superficie du petit triangle BCD , vous aurez l’aire que 
limite toute la courbe. 

Pour démontrer la vérité de ce procédé, nous désignerons par 
h chacune des parties égales de AB, et respectivement par b, b', 
b".... bm], bl), les cordes mesurées, dl") représentant la dernière 
CD. Il s’ensuivra 

! ri 
D+. h, etc., 
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fera partie de celle de l’avant-dernier. 

Soit maintenant une courbe sans pointes AEHBGFA (F. 23). Vous 
marquerez les extrémités A, B d’une des plus grandes cordes, puis 
a partir d’un point C peu éloigné de A, vous porterez sur AB des 
parties égales, comme dans le procédé précédent. Il en résultera 
un point D tel que DB sera moindre qu'une des parties. Tracant 
ensuite des cordes perpendiculaires à AB, par tous les points de 
division, ajoutant la moitié de chacune des extrémes à la somme de 
toutes les autres, et multipliant le total par une des parties égales 
de CD, vous aurez pour produit la superficie de la figure EFGH. 


. 
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Alors , il ne testera plus qu'à mesurer les portions AEFA, GBHG 
de l'aire donnée, et comme ces portions , ayant une droite dans leurs 
limites, présentent deux pointes chacune, vous pourrez les traiter 
comme l'aire de la figure 22. 





SECTIONS CONIQUES. 


23. Les sections coniques méritent, par leur importance, d’äre 
placées en tête de toutes les courbes que nous avons à étudier. Leur 
nom provient de ce que chacune forme, comme on le verra plus 
loin, la section d'une surface conique coupée par un plan conve- 
nablement dirigé. On les appelle parfois aussi courbes du second 
degré, parce que la relation générale de leurs abscisses et de leurs 
ordonnées (6) s'exprime au moyen d'une équation du deuxième 
degré. 

Les courbes dont il s'agit sont au nombre de quatre: la circonference, 
l’ellipse, l’hyperbole et la parabole. Comme la circonférence est 
complètement étudiée dans la géométrie élémentaire, nous allons 
nous occuper d’abord.de l'ellipse, la plus utile des courbes planes 
pour les arts, et surtout pour la coupe des pierres. 


ELLIPSE. 


24. L’ellipse est une courbe fermée comme la circonférence. Elle 
peut toujours être censée produite par la projection cylindrique d'un 
cercle sur un plan convenablement incliné relativement à celui de ce 
cercle. En d'autres termes, lellipse est la courbe selon laquelle se 
projette une circonférence sur un plan non parallele. 

Si vous projetez un cercle sur un plan parallèle au sien, vous 
obtenez un autre cercle parfaitement égal au premier; projetez-le 
sur un plan d’equerre, au moyen de perpendiculaires à ce plan, 
vous aurez simplement une droite égale au diamètre ; mais en pro- 
jetant perpendiculairement à un plan qui coupe celui du cercle sous 
un angle autre que l'angle droit, vous trouverez une courbe fermée 
ACBD (P.I, F. 24) qui differera toujours de la circonférence. 

« Dorénavant, et à moins que nous ne prévenions du contraîre; 
les droites projetantes seront supposées perpendiculaires au plan 
de projection. » 


25. La plus grande corde AB de Pellipse (P.I, F. 24) égal 
le diamètre du cercle dont cette courbe est la projection orthogonale, 
c’est-A-dire la projection faite perpendiculairement au plan de 
projection. . 

De tous les diamètres du cercle, il n'y en a qu'un qui nese 
raccourcisse pas en se projetant : c'est celui qui se trouve parallele 
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a plan sur lequel on projêtte. Ce diamètre-là a évidemment pour 
projection une droite de même longueur, ct cette droite est néces- 
sairement la plus grande corde de l'ellipse (5), puisque les diamètres 
sont les plus grandes cordes du cercle. 


DIAMÈTRES DE L'ELLIPSE. 


26. La plus grande corde AB d'une ellipse est un axe (P.I, F. 24). 

Nous le démontrerons en faisant voir que AB divise en deux parties 
égales les cordes que cette droite coupe d'équerre (5). Soit CD une 
de ces cordes. La ligne projetante qui aboutit en O est perpendicu- 
laire au plan de projection et par suite à AB. Donc, réciproquement, 
AB la rencontre d’équerre, et conséquemment, AB est perpenditu- . 
laire au plan projetant dont CD est la trace. 

Mais AB est parallèle à celui des diamètres du cercle dont elle 
est la projection, puisque ce diamètre, parallèle au plan de projec- 
tion (25), se trouve avec AB dans le même plan projetant. Le même 
diametre est donc aussi perpendiculaire au plan projetant dont CD est 
la trace, et par conséquent, il coupe d'équerre celle des cordes du 
cercle dont CD est la projection. 

Ainsi, les cordes de l’ellipse auxquelles AB est perpendiculaire ; 
sont les projections de cordes du cercle perpendiculaires au dia- 
metre dont AB est la projection. 

Or, chaque corde du cercle, chaque corde correspondante CD 
de l'ellipse, et leurs lignes projetantes forment un trapèze ; dans tout 


 trapèze les milieux des côtés concourants sont sur une parallèle aux 


bases. Par conséquent , le milieu de CD et celui de la corde corres- 
pondante du cercle se trouvent sur une perpendiculaire au plan de 
projection. Mais le second est un point du diamètre dont AB est la 
projection. Donc enfin, le premier est un point même de AB. 


27. La corde CD perpendiculaire au milieu de la plus grande AB 
(P.I, F. 24), est ausst un are de l’eliipse. 

Le milieu O de AB est la projection du centre du cercle qui a pro- 
doit l’ellipse, car c'est en O que se projette le milieu du diamètre qui, 
dans le cercle, correspond à AB. Par conséquent, le plan projetant 
dont CD est la trace passe par le centre du cercle, et la corde projetée 
sur CD est un diamètre de ce cercle. j 

Or, d'après la démonstration précédente , le même diamètre est au 
nombre des cordes perpendiculaires à celui qui se projette selon AB. 
Îl est donc d'équerre aussi sur toutes les cordes parallèles à ce dernier, 
& il les coupe par le milieu. D'ailleurs, ces cordes ont pour projec- 
tions des parallèles à AB, et l'on ferait voir, comme tout-à-l'heure, 
que leurs milieux se projettent sur CD. Conséquemment, la droite CD 
divise en deux parties égales les cordes de l’ellipse qui lui sont per- 
pendiculaires, et par suite, cette droite est un axe (5). | 

Il s'ensuit (26) que les deux axes AB, CD se coupent réciproque- 
ment par le milieu et d’equerre. 
3 
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28. Une ellipse ne saurait avoir plus*de deux axes. 

Supposons en effet un troisième axe, et considérons une des cordes 
qu'il couperait d'équerre en deux parties égales, par exemple celle 
qui contiendrait le point O (PI, F. 24). D'après les deux démons- 
trations précédentes, cet axe et cette corde de l'ellipse seraient les 

rojections de deux diamètres du cercle perpendiculaires l'un à 
Fautre : les plans projetants de ces diamètres formeraient des coins 
droits, puisque leurs traces seraient d'équerre, et consequemment, 
l'un au moins des deux mêmes diamètres devrait être perpendicu- 
laire au plan projetant de l'autre. Il se trouverait donc d'équerre sur 
une ligne projetante. Or il n'y a évidemment que le seul diamètre 
projeté selon AB, qui, parallèle au plan de projection, puisse couper 
perpendiculairement des lignes projetantes. Donc enfin, l'ellipse n'a 
* pas d'autre axe que AB et CD. 


29. Chaque axe d'une ellipse la partage en deux parties égales. 
Faisons tourner la partie ADB sur AB considérée comme charnière 
(P. I, F. 24). Puisque les angles DOB, COB sont droits, OD s’ap- 
pliquera sur OC, et parce que OD = OC (27), D tombera sur €. 
Or on en dirait autant des deux extrémités de toute corde parallèle 
à CD (5). Par conséquent, ADB couvrira parfaitement ACB. 
Un raisonnement analogue ferait voir que CBD — CAD. 


50. Les deux axes d'une ellipse la partagent en quatre parties égales. 

Après avoir mis ADB sur ACB (P.I, F. 24), en pliant l'ellipse 
selon AB (29), plions-la suivant CO. L’arc BC et DB qui le couvre, . 
s’appliqueront exactement sur AC et AD. * 


51. Les extrémités d'une corde LM perpendiculaire à Pun des axes, 
sont à égales distances du milieu O de cet axe (P.I, F. 25). 

Puisque PL = PM (26), les triangles rectangles OPL, OPM sont 
égaux , et par suite OL — OM. 


52. Toute corde d’ellipse qui passe par l'intersection des axes, est 
un diamètre, et cette intersection est son milieu. 

En effet, cette corde EF (P.I, F. 24) est la projection d'un dis- 
-mètre du cercle qui a produit l’ellipse, puisque O est celle du centre, 
et d'après la dernière partie de la démonstration du n° 26, EF divise 
en deux parties égales les projections des cordes du cercle que le dis- 
mètre coupe d'équerre (5). 


55. Une corde d’ellipse qui ne passe point par Pintersection des 
axes, ne forme pas un diamètre, et conséquemment cette intersection 
est le centre de la courbe (5 et 32). 

La corde d’ellipse est la projection d'une corde de cercle qui, ne 
passant point par le centre, n'est pas bissectrice de cordes parallèles. 

onc, cette corde d'ellipse ne saurait contenir les milieux d’aucun 
système de cordes parallèles appartenantes à la même courbe. 


, 
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34. Tout diamètre, qui n'est pas un axe, partage Pellipse en 
deuz parties égales, non symétriques. 

Ainsi, bien que les arcs ECBF, EADF (P. I, F. 24) ne puissent 
se rabattre lun sur l'autre, ils n'en sont pas moins de même — 
bogueur. 

En effet, 


ECBF — ACB — AE-+- BF et EADF — ADB + AE — BF. 
Mais (29) ACB = ADB. Si donc AE — BF, nous aurons 


ECBF = ACB, EADF= ADB 
el par suite 
ECBF = EADF. 


Renversons ADB sur ACB. Le demi-diamètre OF prendra la 
position OF’, l'angle BOF’ égalera BOF, et l'arc BF couvrira 
BF’ (29). Renversons maintenant BOC sur AOC (30). Le demi-axe 
OB couvrira OA, et parce que BOF' = BOF = AOE opposé au 
sommet, OF" s’appliquera sur OE. D'ailleurs, F’ tombera sur E (32), 
et tous les autres points de BF’ seront sur les points correspondants 
de AE. Donc l'arc AE est bien égal à l'arc BF. 


Diamétres conjugués. 


55. Deux diamètres d'une ellipse qui divisent chacun en deux 
parties égales les cordes parallèles à l'autre, sont appelés diamètres 
conjugués, c’est-à-dire accouplés, unis par une dépendance réciproque. 
Les cordes parallèles à l’un déterminent effectivement la positio 
de l'autre. 

Les axes d'une ellipse sont des diamètres conjugués (26 et 27). 

Pour démontrer l'existence des autres diamètres conjugués , il faut 
fire voir que le diamètre EG parallèle aux cordes qu'un autre 
diamètre HI coupe par le milieu, divise de la mème manière les 
cordes parallèles au second (P.I, F. 26). 

En effet, parmi toutes les cordes parallèles que HI divise en deux 
parties égales, il s’en trouve une AK qui passe par l'extrémité A du 
grand axe AB. Tirons la droite BK ; cette corde sera parallele à HI, 
puisque les concourantes AB, AK sont divisées de la même manière 
aux points O, L; de plus, le diamètre EG passera par le milieu 
de BK, puisqu'il est parallèle a AK et que O est le milieu de AB. 
Ainsi EG partage en deux parties égales une des cordes parallèles 
à HI 


Or BK appartient nécessairement au système des cordes parallèles 
par les milieux desquelles passe EG (5). Supposons que le contraire 
ait lieu et que les cordes parallèles à HM forment ce système. Les 
concourantes HM, HI seraient divisées en parties égales aux points 
N, 0; la corde MI se trouverait parallèle à EG et à AK, et pourtant. 
HI ne la couperait pas par le milieu. 
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. Donc, tl suffit qu'un diamètre divise une corde d'ellipse en deux 
parties égales, pour qu’il divise de la méme manière toutes les cordes 
parallèles à celle-là. 

Par conséquent, EG prend les milieux de toutes les cordes pa- 
rallèles à HI, comme HI prend ceux des cordes parallèles à EG, et 
ces deux diamètres sont conjugués. 


56. Tout diamètre HI d’une ellipse a son conjugué (P.I, F. 26). 
On peut toujours tirer par le milieu O de HI, une parallèle EG 
aux cordes que ce diamètre divise en deux parties égales ; cette pa 
rallèle est un diamètre, et ce diamètre est le conjugué de HI (35). 
Ainsi, l’ellipse a une infinità de diamètres conjugués. 


37. Chaque paire de diamètres conjugués est la projection d'une 
paire de diamètres perpendiculaires, prise dans le cercle qui a pro- 
duit Vellipse. 

Chaque diamètre et chaque corde de l’ellipse sont les projections 
d'un diamètre et d’une corde du cercle. Les cordes qu’un diamètre 
de Yellipse coupe par le milieu, sont les projections des cordes da 
cercle que le diamètre correspondant de ce cercle divise en deux 
parties égales , et ces dernières cordes ne peuvent être divisées ainsi, 
que par un diamètre qui leur soit perpendiculaire. Or le conjugué du 
diamètre correspondant de l’ellipse est parallèle aux projections des 
mèmes cordes (35). Donc ces cordes sont parallèles au diamètre du 
cercle dont le conjugué est la projection, et ce diamètre du cercle’ 
est perpendiculaire au premier. 


38. Les diamètres EG, HI parallèles aux cordes qui joignent les 
extrémités des axes AB, CD (P. I, F. 27), sont conjugués et de 
même longueur. | 

D'abord, les cordes AC, BD sont parallèles, puisque les triangles 
AOC, BOD sont égaux (27), et pour une raison analogue, les 
cordes AD, BC sont aussi parallèles. Ensuite, EG étant parallèle 
à AD, divise BD en deux parties égales comme AB. Donc (35), 
EG est le conjugué de HI parallèle à BD et à AC. 

Je dis maintenant que EG — HI. Cela est vrai, si leurs moitiés 
OE, OH sont égales (32). Or l'angle CAO = OAD, puisque le 
triangle AOC = AOD. Les angles alternes-internes OAD, AOB 
sont égaux, et il en est de même des angles CAO, AOH. Cons 
quemment , l'angle AOE = AOH. Si donc nous rabattons ADB sur 
ACB, OH s’appliquera sur OE, et comme tous les points de l'arc 
AD seront sur AC (29), l'extrémité H tombera nécessairement sur E. 


39. L’ellipse ne peut avoir plus d'une paire de diamètres con- 
jugués perpendiculaires, ni plus d’une paire de diamètres conjugués 
gaur, ° 
Les diamètres conjugués rectangulaires sont des axes (35 et 5); 
et l'ellipse n'a que deux axes (28). 
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En second lieu, si HI égalait son conjugué EG (P. I, F. 26), 

sa aurait OH = OE (32). Le triangle EOH serait symétrique; le 

diamètre perpendiculaire à la base la diviserait en deux parties égales, 
ei ferait un troisième axe (35), ce qui ne peut être. 


40. Deux diamètres quelconques qui font des angles égaux avec 
le grand axe, sont de méme longueur ; mais parmi toutes les paires 
de diamètres égaux, une seule se trouve formée de diamètres con- 
juqués (39). | | : 

L'égalité de deux diamètres qui font le même angle avec un axe,. 
se démontre par le rabattement, comme au n° 38. 


41. D’ellipse n'a qu'une seule paire de diamètres égaux et d’equerre. 

Pour que deux diamètres soient égaux, il faut qu'ils puissent se 
rabattre l'un sur l’autre, comme EG, RS (P.I, F. 26); car si HI, 
par exemple, pouvait égaler EG, il égalerait aussi RS, ce qui est 
impossible, puisque le point R de la courbe est plus éloigné du 
centre O que le point H. Ainsi, deux diamètres égaux font nécessai- 
rement des angles égaux avec le grand axe. Or, pour qu'ils forment 
entre eux un angle droit, ils doivent évidemment faire sur le grand 
axe des angles de 45°, et l'on ne peut tirer du centre plus de deux 
droites qui soient dans ce cas. 


Pnosc. (a) : Trouver le centre d'une ellipse tracée (P.I, F. 28). 
Tirez deux cordes EG, HI, parallèles et un peu écartées l’une de 


| l'autre. Marquez leurs milieux K , L et joignez-les par une corde MN. 


Cette troisième corde sera ün diamètre (35 et 5) et son milieu O 
donnera le centre de la courbe (32 et 33). 


Prost. (b): Trouver le centre d’une ellipse dont on n'a qu'un arc 
quelconque KL (P.I, F. 29). 

Déterminez les directions de deux diamètres EG, MO, en opérant 
comme dans la solution précédente. L'intersection O de ces droites 
sera le centre demandé (5). 


Prosc. (c) : Tracer les axes d’une ellipse donnée. 

Décrivez du centre O (P.I, F. 30), avec un rayon quelconque, 
deux petits arcs qui coupent la courbe en des points E, G, et mar- 
ques un troisième point H à égales distances de ces deux-là. La 
droite HO, prise de B en A, sera l'un des axes, et la perpendiculaire 
CD à AH, tirée par le centre, sera l’autre. 

En effet, la corde EG ayant ses deux extrémités à égales distances 
du centre, est parallèle à l’un des axes (31), et la perpendiculaire 
AB au milieu de cette même corde donne l'autre axe (27). 


Prost. (d) : Tracer un des diamètres d'une ellipse donnée. 


Tirez une corde par le centre, ou si ce point n’est pas connu, 
opérez comme dans le problème (a). 
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Prost. (e) : Tracer deux diamètres égaux. 

Tirez un diamètre quelconque EG (P. I, F. 26); décrivez da 
centre O, avec la moitié OE de ce diamètre, un arc qui coupe 
la courbe une seconde fois, et par l'intersection R tirez un second 
diamètre RS. Les moitiés OE, OR étant égales, il s'ensuit RS — EG. 


Prost. (f): Tracer deux diamètres conjugués dans une ellipse 
donnée. 

Tirez par les extrémités A, B, de l’un des axes (P. I, F. 26), 
deux cordes quelconques AK, BK qui se coupent sur la courbe; 
puis menez deux parallèles à ‘ces cordes, par le centre O. Ces pa- 
rallèles EG, HI seront deux diamètres conjugués (35). 


r dr (g): Tracer le conjugué d'un diamètre donné EG (P.I, 
. 26). 

Solution 1: Tirez, par l'un des sommets, une corde AK parallèle 
à EG; joignez l'extrémité K à l’autre sommet B, et menez par le 
centre O, une parallèle à BK. Cette parallèle HI sera le conjugué 
de. EG (35). | 

Solution 2 : Tirez une corde quelconque HI parallèle à EG (P.I, 
F. 31), puis un diamètre IK, par l'une des extrémités de cette 
corde, et menez par le centre O, une parallèle à HK. Cette parallèle 
LM sera le conjugué de EG. 

En effet, LM divise HI en deux parties égales, puisqu'elle divise 
ainsi IK; EG passe par le milieu de HK, puisqu'elle passe par 
celui de IK. Par conséquent EG et LM jouissent de la propriété des 
diamètres conjugués (35). 

Observation : Ce tracé est plus susceptible d’exactitude que Je 
précédent, qui rend parfois l’une des cordes trop courtes pour qu'on 
puisse mener avec précision une parallèle par le centre. 


Prost. (h): Trouver les cordes qu'un diamètre donné EG partage 
en deux parties égales (P.I, F. 26). 

Ces cordes étant parallèles , il suffit d'en trouver une seule BK. 
Vous l'obtiendrez en opérant comme dans la solution 1 du problème 
précédent (35). 


Prost. (1): Tracer les diamètres conjugués égaux Œune ellipse 


donnée. . 

Tirez par le centre O (P. I, F. 27), des parallèles aux cordes 
qui joindraient l’un A des sommets aux extrémités C, D du petit axe. 
Ces parallèles EG, HI seront les diamètres conjugués égaux (38). 


Proc. (k): Tracer les diamètres égaux qui se coupent d'équerre. 
Portez une longueur arbitraire sur le grand axe AB, du centre 0 
en I (P. I, F. 30); menez par ce dernier point une parallèle au 
petit axe CD; portez la longueur OI sur cette parallèle, de chaque 
côté de I, et joignez le centre aux points K, L ainsi obtenus. Les 


a —————— co 
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droites OK, OL prolongées jusqu’à la courbe dans les deux sens, 
seront les diamètres demandés, car les triangles rectangles OIK, 
OIL sont tous deux symétriques, et par conséquent, leurs angles en 
0 ont chacun une indication de 45° (40). 


PROPRIÉTÉS DE L'ELLIPSE. 


42. Deux cordes GH, G'H' d’une ellipse (P. I, F. 24) qui sont 
parallèles et également éloignées du centre O, ont méme longueur. 

Par le milieu de GH, tirons le diamètre EF; il divisera aussi G'H' 
deux parties égales (35), ainsi que toute l’ellipse (34). Mais OI, 
Ol’, perpendiculaires sur les deux cordes parallèles, ne forment 
qu'une droite, et les angles EOI, FOI' sont égaux. De plus OI = OI", 
puisque ce sont les distances de GH, G’H’ au centre O. Si donc 
nous superposons ‘la figure EAF sur la figure FBE, OI’ s’appliquera 
sur OI, attendu que leur extrémité commune O est au milieu de 
EF (32); I’ tombera sur I, et K'H' couvrira exactement KH. Ces 


deux moitiés des cordes sont donc égales, et par suite GH= GH. — 


43. Les cordes d’une ellipse parallèles à un diamètre quelconque 
ËG (P.I, F. 32) ont un rapport constant avec les cordes correspon- 
dantes tirées perpendiculairement au diamètre conjugué HI, dans un 
cercle décrit sur ce conjugué; c'est-à-dire que, par exemple, 
KL KL’ °°: MN: M'N':°: EG: EG. 

La démonstration consiste à faire voir que les moitiés des mêmes 
cordes sont proportionnelles et qu'on a 

KR : K'R :° MS: MS: EO : FO. 

Tirons dans la circonférence le diamètre E’G’ perpendiculaire à 
HI, puis relevons le plan de cette courbe autour de HI, jusqu'à ce 
que E’ réponde verticalement au point E” où EE", parallèle à HI, 
rencontre E'O. L’ellipse, supposée horizontale, sera la projection 
oblique du cercle faite parallèlement au plan vertical qui contient HI, 
ar les deux diamètres perpendiculaires HI, E'G' de la dernière 
courbe auront pour projections obliques les deux conjugués HI, EG 
de la première (37). Les cordes K'L', M'N' parallèles à E'G' se 
projetteront donc sur les. cordes d’ellipse KL, MN parallèles à EG. 
Par conséquent , KK”, MM” menées parallèlement à EE” déterminent 
les points K’', M’' qui répondent verticalement aux points K', M' 
relevés. Or K"R, M''S, E"O sont les côtés horizontaux de triangles 
rectangles dont les hypothénuses égalent respectivement K'R, MS, 
E'O, et dont les verticales en K”, M”, E” forment les troisièmes 
côtés. Ces triangles sont semblables , puisque leurs angles en R, S, 0 
ont pour indication celle du coiñ compris entre le plan de l'ellipse et le 
plan du cercle relevé. Donc, K'R : K"R 2: M'S : M"S |: E'0 : E"O. 
Mais les triangles rectangles KK"R, MM"S, EE"O semblables aussi! 
donnent KR :K"R ©: MS : M"S ©: EO : E"O. Conséquemment, 
KR : KR (MS : MS ; : EO : E'O. 


v@ 
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44, Les cordes d'une ellipse parallèles à un axe ont un rapport 
constant avec les cordes correspondantes et pareillement situées dans 
un cercle décrit sur l'autre axe. 

Ce principe est une simple conséquence du précédent, puisque 
les axes d’une ellipse sont diamètres conjugués (35). Si l’on dit ici 
que les cordes correspondantes doivent être pareillement situées, 
c'est pour exprimer que celles du cercle sont parallèles au même 
axe que celles de l’ellipse ; .et en effet, les cordes perpendiculaires à 
l'un des axes se trouvent parallèles à l’autre. 

On peut néanmoins démontrer directement et très-facilement 
que, pour les cordes parallèles au petit axe CD (P.I, F. 25), 
GH ° EF :: LM : IK, ou ce qui est la même chose, GN ; EN 
°° LP : PP. 

Faisons tourner le cercle antour de AB jusqu’à ce qu'il ait la position 
nécessaire pour que l'ellipse en soit la projection orthogonale. Les 
demi-cordes EN, IP feront avec GN, LP deux angles qui seront 
égaux, puisque chacun indiquera la grandeur du coin formé par les 
plans des deux courbes, et les lignes projetantes comprises entre 
E, G, entre I, L achèveront deux triangles rectangles semblables. 
Les côtés correspondants de ces triangles sont donc proportionnels, 
et en effet GN : EN °° LP : IP. 

La même démonstration s'applique à la proportion GH ; EF 
2° LM : IK (F.+33) relative au cas où les cordes sont parallèles 
au grand axe AB, seulement il faut faire tourner l’ellipse autour da 
petit axe CD, jusqu'à ce quelle ait l’inclinaison nécessaire pour que 
le cercle en soit la projection. | 


45. Quand Uhypothénuse d’un triangle rectangle formé par ls 
croisement des axes, égale la différence de leurs moitiés, cette hy- 
pothénuse prolongée jusqu’à l'ellipsee vaut le demi-grand are. 

Supposons que le triangle rectangle EOG (P. I, F. 34) soit tel 
que l’hypothénuse EG = 0A — OC. On aura EH — OA. Cela est 
vrai, si EH valant OA, il s’ensuit que H est un point de l'ellipse. 

Décrivons un demi-cercle avec OB, abaissons de H une perpendi- 
culaire sur AB, menons EI parallèlement au même axe, et tirons 
le rayon OK. Les triangles rectangles EIH, OLK sont égaux , puisque 
l'hypothénuse EH = OA — OK, et que EI — OL, comme parallèles 
comprises entre parallèles. Donc, HI=KL. Or les triangles semblables 
EIH, GLH donnent HI: HL:: HE ‘ HG, ou KL : HL * * OA : HG, 
et parce que EG excès de HE sur HG, vaut OA — OC, on a 
HE — HG = OA — OC ou OA — HG = OA — OC ou HG—0C. 
Donc, KL : HL :: OA © OC ou KL : HL :: OM : OC, et il s'en- 
suit (44) que le point H est effectivement sur l’ellipse. 

Remarquez que l’hypothénuse EG prolongée jusqu'à la courbe, 
se trouve coupée par les axes de manière que la partie GH = OC 
moitié du plus petit. 


46. Les quarrés numériques de deux demi-cordes parallèles d'une 
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dlges ont méme rapport que les produits des deux parties formées 
per chacune sur le conjugué du diamètre qui leur est parallele, 

Soient KR, MS deux demi-cordes parallèles au diamètre EG 
(P.I, F. 32) dont le diamètre HI est le conjugué. On a 

KR : MS :: HR XRI : HSx SI. 

Décrivons un cercle sur HI, et menons dans ce cercle, par les 
points R, S, deux demi-cordes K'R, M'S perpendiculaires au 
même diamètre. Nous pourrons écrire la proportion 

KR : K'R :: MS : MS (43) ou KR: MS:/K'R: MS. - 
Par conséquent KR NS o. KR : MS. 

Mais toute demi-corde du cercle est moyenne proportionnelle entre 
les deux parties du diamètre qu'elle rencontre d'équerre, et il 
s'ensuit KR = HR X RI, MS —HS x SI. Done 

KR° ; MS :: HR X RI : HS x SI. - 


47. Les quarrés numériques de deux demi-cordes parallèles à 
Dun des axes d'une ellipse ont même rapport que les produits des 
deux parties formées par chacune sur Pautre axe. 

Ce principe est une conséquence du précédent, puisque les axes 
sont diamètres conjugués (35); néanmoins la démonstration du n° 46 
peut établir directement que GN’ ; LP" ;; AN.x NB: AP x PB 
(P.I, F. 25) et que GN : LP :: CN X ND : CP XPD (F. 33). 


48. La somme des quarrés numériques de deux diamètres con- 


juqués dune ellipse est constante. 


La démonstration consiste à faire voir que pour deux diamètres 
conjugués quelconques EG, HI (P.I, F. 35), on a | 
EG + Hi — AB + CD ou {EG +tHl — AB +:CD 

ou’ DE + OL = 0A + OC. 

Soit rabattu sur le plan vertical, le cercle O' dont l'ellipse est 
la projection horizontale. Les axes seront les projections des dia- 
mètres d’équerre A'B’, C'D', dont le premier est parallèle à AB (25), 
et les diamètres conjugués seront celles de deux diamètres d'équerre 
K'G', H1' (37). On aura d'ailleurs 
0E — OK +EK', OK =0"K', EK : OC :: EK' : O'C'(44), 


IT FR" :00, à =, 
O'C! . 
puis OÙ —OL+II, OL =UL, LI:0C::LT:0C, 
Li: OC :: LI: OC, a OÙ = OU XL, 
v'C 
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‘Mais, puisque l'angle O'T'L' a ses côtés perpendiculaires sur ceux 
de ‘l'angle E'O'K', les deux triangles rectangles O'L'T, E'K'O' 
sont égaux, | 





LI=0K, OL—EK, OÙ = FR OX 
o'c'° 
et 
et m; cm". à DV VERKT —? nn? Tr? 
OE + OI = 0'K' 00 xER +EK' 00 X 2 K 
Vu O'C 


. a Ar? or" — 4 ero | mn eg 
= UE + o = CE + 0C = 04 +06. 
O'C 


v 
Il suit du principe démontré que les aires des figures semblables 
dont deux diamètres conjugués sont côtés correspondants, forment 
en somme une superficie constante. 


49. Il existe sur le grand axe d'une ellipse, deux points aussi 
remarquables que le centre ; ils sont situés de chaque côté de ce 
centre et à la même distance. On les appelle foyers; nous dirons 
plus tard ce qui leur a valu ce nom. | 

La distance de chaque foyer F ou F'.au centre O (P.I, F. 36) 
égale le troisième côté OF d’un triangle rectangle formé avec le 
demi-petit are OC et le demi-grand axe OA pour hypothénuse. 

La distance OF de chaque foyer au centre égale aussi la dems- 
difference des lignes projetantes qui vont du cercle aux extrémités 
C, D du petit axe. 

En effet, pour avoir la différence des deux lignes projetantes, il 
faut mener une parallèle au petit axe, par l'extrémité inférieure du 
diamètre qui se projette selon cet axe ; pour prendre la moitié de la 
même différence, on doit mener par le centre du cercle une seconde 
parallèle au petit axe. Or, cette seconde parallèle égale le demi-petit 
axe, et forme avec-la mditié de la différence des lignes projetantes , 
un triangle rectangle dont l'hypothénuse est le ‘rayon du cercle ou 
le demi-grand axé (26 et 25). | 

On voit par cette démonstration que la distance de chaque foyer 
au centre égale encore la différence des lignes projetantes qui vont 
du cercle à ce centre et à l'une des extrémités du petit ae. 


PROBLÈME : Marquer les foyers d'une ellipse donnée. 

Tracez les axes AB, CD (probl. b), puis avec le demi-grand axe AO 
pour rayon, décrivez, de l'une C des extrémités du petit axe, deux 
arcs qui coupent le grand. Les intersections F, F’ seront les foyers. 


50. Les extrémités À, B du grand axe d’une ellipse se nomment 
sommets (P. I, F. 36). 

La distance FA dun foyer F au sommet A le plus voisin égale 
-cee F'B de l'autre foyer F' à l'autre sommet B. 
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En effet, AF — AO — OF, BF=BO — OF", et comme 
AO=BO (27), que OF— OF" (49), nécessairement AF — BF’. 


51. La corde PQ (P.I, F. 36) tirée par l’un des foyers, paral- 
Ièlement au petit axe, est nommée paramètre , pour exprimer qu’elle 
peut servir à déterminer la courbe. 


Le paramètre de Vellipse est une troisième proportionnelle au grand 
aze et au petit, c'est-à-dire que AB: CD :° CD | PQ. 

La vérité de la proportion se fonde sur celle de cette antre 
AO : OC :: OC: FP. Or (44), on a OI 0C :: FP' | FP, et 
0I= AO ; reste donc à démontrer que FP'= OC ou que FP'—0C. 

D'abord, FP — OP" — OF ; ensuite OC, projection de OI, est 
côté d'un triangle rectangle dont OI est l'hypothénuse et qui a pour 
troisième côté la différence des lignes projetantes de I et de O centre 
du cercle. Comme cette différence vaut OF (49), et que OI = OP", 
il est clair qu’on a aussi OC = OP” — OF. 

Il résulte évidemment de cette démonstration que le petit axe d'une, 
ellipse égale celle des cordes du cercle dont le paramètre est la projection"- - 

La proportion AB : CD :: CD : PQ donne d’ailleurs CD — AB. 
x PQ, et, par conséquent, le carré fait sur le petit are d’une-lipse 
équivaut au rectangle formé avec le grand axe et le paramètre: 


52. Les droites FE, F'E, menées des foyers à un même paint B 
de l'ellipse (P. I, F. 36), sont des rayons vecteurs, c'est-à-dire 
des rayons qui, tournant autour de F, F’, transporteraient le point E 
tout le kong de la courbe, sans que leur somme variät. 

La somme FE +- F'E des rayons vecteurs, pour un point quelconque 
E de l’ellipse, égale le grand axe AB. 


Décrivons un demi-cercle sur le grand axe AB pris pour diamètre. 
Nous aurons (44) 


GE ° GH :: OC: OI e GE : GH °° OC : Of. 
Mais 
CE EF -FG =EF-(OF-+-06), GH —0H-06 =01-06 
Done — 3 2 9 rs —a pren] 
EF! — (0F +06) : 01 —0G °° 0C : 01. 

Faisant le produit des extrèmes et celui des moyens, on obtient 
dI x EF — OÙ (0F-+- 06) = OT x 0C— 0C x 06. 
Ajoutant aux deux parties de l'égalité OI (OF + 0G)’, il vient 
OT XEF = 01 x 06 — 0C x 06 + OI (OF'+ 06)’; 

puis, si l'on effectue l'élévation de OF'+ OG au quarré, 
ma (TTT) 
+ 301 x 0Px0G+0I" x 0G 
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di x. 08-07 x OF’ = OT (OC 4-0M°) = OP x CF" 

= 01° x 01 = (or), 

et (49) | 

dI x UE —0C x 0G =(01 — 0€) x0G = (Cr — 0€) x 06 
= Or” x 06. 

Donc 


—m) =») 


OT x EE — (01) + 301 x OP! x 0G+ UF x 0G* 
= (Öl + OF! x 06)", 
et si l'on extrait les racines, 


+ mn 
OIXEF=0P+OPXO0G, pus RP= ea 
. La longueur de EF se calcule absolument de la même manière, 
si ce n’est qu'il faut remplacer GE’ dans la seconde proportion, 
ar EF —FG —EF — (OF — 0G)’, et mettre partout F au 
ieu de F'. La valeur de EF doit donc ressembler à celle de EF'; 
seulement le produit OF x QG s'y retranche de OI, comme OG 
‚se retranche de OF dans l'expression de GE. Ainsi 


ea * yet | 
BR = TX, et ER +ER = "2 =201= AB, 


puisque OF’ = OF. 


Aprricarions : I. L’ellipse est la vraie courbe des cintres surbaissés : 
elle leur donne une forme agréable, quelles que soient la largeur et 
la hauteur, tandis que les courbes à plusieurs centres, ou anses de 
panier, déplaisent souvent à l'œil, à raison de la grande difference 
qui existe ordinairement entre la courbure de l'arc du milieu et celle 
des deux arcs extrèmes. On exécute donc souvent des ellipses dans 
la coupe des pierres. Il y a mème un grand nombre d'épures où 
l'on ne peut éviter d'en tracer : telles sont celles des voûtes d’arètes, 
des arcs-de-cloître, des trompes faites sur un coin obtus, etc. 

Le chaudronnier exécute parfois des surfaces dont la cherche est 
une ellipse, et son ouvrage serait plus beau, plus exact, s’il savait 
tracer cette cherche. 

L'orfèvre, le bijoutier et par suite le lapidaire contournent ou 
taillent en ellipses plusieurs riches produits, tels que des vases de 
vermeil ou d'argent, des clefs de montre, des médaillons de collier 
ou de bracelet, des agates et des pierres plus précieuses encore. 

Le fondeur donne souvent la courbure elliptique à ses moules. 
Le ferblantier confectionne des cylindres aplatis dans un sens et ren- 
flés dans un autre, dont le contour est une ellipse. Un tourneur babile 
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sait faire des anneaux elliptiques. Le tonnelier est obligé de donner 
cette forme à des cuviers qui, s'ils étaient circulaires, ne pourraient 
passer par les portes des buanderies. Le jardinier termine par l’ellipse 
des boulingrins ou des corbeilles de fleurs. Le tabletier fait des cadres 
elliptiques ; le menuisier construit pour certains œils-de-bœuf des 
châssis de mème forme ; le miroitier et le vitrier sont donc forcés 
de tailler en ellipses les verres qu'ils doivent mettre à ces cadres et 
à ces châssis. 

Le peintre ne peut représenter, sans tracer une ellipse, l'ombre 
portée par une sphère sur un plan horizontal, ni celle qu’un tel corps 
jette, dans le plus grand nombre des cas, sur un plan vertical. C'est 
aussi la mème courbe qui sépare l'ombre de la lumière, quand un 
plancher est éclairé par un fallot à verre rond, et que l'objet lami- 
neux se trouve au-dessus du centre de ce verre, mais à une distance 
verticale supérieure au rayon (23). 

II. Le menuisier est encore conduit à faire des applications de 
Tellipse dans le tracé des cintres d’alcove : il est assez ordinaire que 
ces cintres ne puissent être des demi-cercles, attendu que le plafond 
n'est presque jamais assez élevé par rapport à la largeur de l'ouverture. 

Ill. Les cames dbnt la surface cylindrique a pour base une el- 
lipse, sont propres à communiquer, en tournant sur leur axe, un 
mouvement rectiligne alternatif aux bielles qu’elles poussent. 

IV. Les tables destinées aux repas de cérémonie doivent être ellip- 
tiques : le service se fait sur des tables de cette forme comme sur 
celles qui sont rectangulaires, et tous les convives peuvent se voir 
presqu’aussi bien qu'autour d’une table ronde. Dans ce cas et quand 
les localités le permettent, on donne au petit axe de l'ellipse une 
longueur de 1",50 à 2". Confine des tables si larges et encore plus 
longues seraient difficiles à loger®si elles étaient d’une seule pièce, 
on les divise en deux parties dans le sens de la longueur ou selon 
le grand axe. Ces deux parties s’assemblent au moyen d’une rainure 
et d’une languette, et les barres transversales de l'une empiètent un 
peu sous l'autre. Ön termine même ces barres en biseaux ou onglets 
qui se contrarient, et on les place sur la mème droite perpendicu- 
lire au grand axe : il est alors impossible que l'une des deux parties 
de la table prenñe un mouvement selon la longueur, sans entrainer 
l'autre. | 

On peut aussi faire des tables elliptiques à coulisses, alonges et 
charnières; mais il faut que le nombre des alonges soit impair, que 
celle du milieu soit partagée en deux parties égales par le petit axe 
et que les autres soient égales deux à deux. 


Lois pr LA NATURE: On a cru long-temps que le Soleil tournait 
autour de la Terre, mais il est bien reconnu aujourd'hui qu'il ne 
fait que tourner sur lui-même, et que c’est la Terre qui tourne 
autour de cet astre en 365 jours environ, tout en pivotant sur son 
axe è peu près en 24 heures. La courbg que décrit annuellement 
le centre de la Terre n'est pas un cercle, comme on se l'imaginait 
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anciennement : cette courbe est une .ellipse dont les axes ne sont 
pas très-différents en longueur et dont l’un des foyers est occupé 
par le centre du Soleil; elle est appelée Ecliptique, parge que c’est 
quand le centre de la Lune se trouve dans le plan de cette ellipse, 
ou à peu près, qu'arrivent les éclipses. 

L'écliptique a une longueur d'environ 200 millions de lieues, et 
comme la Terre le parcourt en un an, elle est obligée de faire 
à peu près 24 mille lieues par heure. C'est l'attraction du Soleil 
qui la fait tourner, malgré cette prodigieuse vitesse imprimée en ligne 
droite, au commencement des siècles, par la volonté de Dieu. Aussi 
l'astre at-il une masse 354936 fois plus grande que celle de notre 
globe. TI faudrait plus de 32 décillions de bons chevaux pour faire 
en 1° autant de travail qu’en a fait Dieu dans un instant pour lancer 
la Terre. Jugez par là combien sont grandes les forces motrices 
appliquées à la nature par la main du Créateur ; et comparez, si vous 
pouvez, la faiblesse de l'homme à la puissance divine. 

De ce que le centre de la Terre se meut sur une ellipse, il 
suit que nous ne sommes pas toujours à la même distance du Soleil ; 
mais ce qu'il y a de singulier, c’est que nous en sommes un peu 
plus voisins en hiver qu'en été. Le froid que nous éprouvons ne 
provient donc pas de l'éloignement de l'astre. 

Il existe des corps célestes analogues à la Terre et qu'on voit briller 
comme des étoiles, bien qu'ils ne fassent que réfléchir la lumière 


du Soleil: de ce nombre est l'étoile du berger ou Vénus qui est: 


encore appelée éfoile du matin, étoile du soir. Ces corps qu’on 
nomme planètes, décrivent aussi des ellipses autour du Soleil : les 
unes sont moins grandes que celle de la Terre, les autres le sont 
davantage, et le plan de chacune’ fait un angle particulier avec 
celüi de notre écliptique. ® 

La planète la plüs voisine du Soleil a reçu le nom de Mercure. 


Le grand axe de son ellipse n’est pas les quatre dixièmes de celui 


de l'ellipse terrestre. La planète la plus éloignée du Soleil a été 
nommée Uranus; elle n'est connue que depuis 1781. L’ellipse- 
d'Uranus embrasse toutes les autres; son grand axe vaut plus de 
dix-neuf fois celui de la nôtre. X 

Entre Mercure et la Terre, il n'y a que Vénus. Entre notre 
globe et Uranus, se trouvent Mars, Vesta, Junon, Cérès, Pallas, 
Jupiter et Saturne, ce qui fait en tout onze planètes connues, la 
Terre comptéé. Les quatre corps qui suivent Mars ne sont décou- 
verts que depuis une quarantaine d’années. 

Autour de plusieurs de ces planètes, tournent d'autres sphères 
que nous voyons briller aussi et qui pourtant ne sont pas non plus 
des étoilés. Elles sont dites satellites de la planète qu'elles accom- 
pagnent, et ce sont encore des ellipses qu’elles décrivent, tout en 
tournant sur elles-mêmes. La Terre n'a qu'un satellite : c'est la Lune. 
Mercure, Vérus , Mars, Vesta, Junon, Cérès, Pallas, n’ont point de 
satellites ; mais Jupiter en aquatre, Uranus six, Saturne sept ; de plus 
cette dernière planète est entourée d'un anneau mince, circulaire, 


4 


TRACES DE L'ELLIPSE. 31 


qui en est détaché, qui lui est concentrique, et dont une ellipse 
forme la section droite. Comme le plan de l'anneau se-trouve très- ' 
souvent incliné par rapport à la droite qui va de son centre à 
celui de la Terre, on ne l'aperçoit guère, dans les télescopes, que 
sous une forme elliptique. | 

La Lune ne décrit pas tout-à-fait une véritable ellipse autour 
de la Terre, parce que sa marche est troublée par l'attraction du 
Soleil qui balance tantôt plus, tantôt moins celle de notre sphère, 
à raison des variations de l'élojgnement où nous sommes de cet 
astre. La courbe lunaire n’est donc ni un cercle, ni une ellipse : 
sa nature est toute particulière. Son plan fait un angle d'environ 
deux degrés avec celui de l'écliptique, et de la vient qu'il n'y a pas 
toujours éclipse de soleil lors de la nouvelle lune ou éclipse de lune 
quand elle est dans son plein. 

Enfin, ce sont des ellipses extrêmement alongées que décrivent 
attour du Soleil, dans des sens très-variés, les astres singuliers 
nommés (.omeles, à gause de l'espèce de chevelure et des longues 
queues formées par les vapeurs qu'ils entraînent. 


TRACES DE L'ELLIPSE. 


55. Des propriétés de l'ellipse résultent différentes manières de 
la tracer, qu'il est bon de connaître toutes, afin de pouvoir choisir la 
plus convenable, relativement à la circonstance où l'on se trouve. 


Prosr. (a): Tracer d'un mouvement continu une ellipse dont 
axes sont donnés (2). 

Solution 1 : Trace DU sanpinter. Marquez les foyers F, F' (49), et 
plantez-y deux pointes perpendiculairement au tableau (P. I, F. 36). 
Appliquez au sommet A l'extrémité d'un fil, faites-le passer derrière 
F' en le tendant, ramener-le en A, et faites là un nœud de manière 
que le fil ainsi doublé ait juste la longueur de F'A. Si maintenant 
vous tendez le fil sans fin, à l'aide d'une pointe à tracer placée 
en À, et que vous fassiez cheminer cette pointe, sans augmenter 
ni diminuer la tension, elle tracera l'ellipse AECBDA qui aura 
pour axes les droites données AB, CD. 

En effet, la longueur du fil sans fin est 


2F'F-+2FA = FF+FF+FA-+FB = FF+AB (50), 


et elle reste telle pendant tout le tracé. Lors donc que la pointe 
mobile est en E, par exemple, les deux parties FE, F'E du fil 
valent en somme AB, et conséquemment , le point E appartient à 
Vellipse dont les foyers sont F, F’ et qui a pour axes AB, CD (52). 

Observations: Si l'on trace sur une matière dans laquelle on ne 
puisse planter des pointes, sur du marbre, par exemple, il faut 
poser aux foyers les pointes fines d'un compas à curseur, et tenir 
d'une main cet instrument, penglant que l’autre fait cheminer la 
pointe tracante. 
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Le tracé du jardinier est très-simple, mais on en obtient diffici-. 
lement beaucoup d’exactitude, quand il s’agit d'une grande ellipse. 
Un cordeau quelque peu long est susceptible d’un allongement notable, 
surtout s’il est très-tors ; il faudrait donc que la traction opérée par 
la pointe traçante fût constante, et il est à-peu-près impossible de 
la rendre telle. L'emploi d’une chaînette ne remédierait pas à l'in- 
convénient , car son poids l'empêcherait d'être tendue rigoureusement 
en ligne droite, et les variations de la traction en produiraient d'autres 
dans la somme des rayons vecteurs. Que pour éviter la courbure 
verticale, on fasse mouvoir la chaînette sur un plan horizontal, la 
pression occasionnera un frottement qui retardera la marche du milieu 
de chaque branche, et la somme des rayons vecteurs variera encore 
avec la traction. Le tracé du jardinier doit donc n'être employé que 
pour les ellipses de petites dimensions ou pour celles qu'il n'est 
‘pas nécessaire de rendre très - exactes. 

Toutefois, ne remplacez dans aucun cas le procédé qui précède, 
ni les suivants, par le tracé de plusieurs ar@s de cercle raccordés : 
de tels arcs forment bien une courbe fermée qui parfois diffère peu de 
l'ellipse ; mais jamais cette courbe n’est une ellipse véritable, jamais 
elle n’a la même grâce (Appl. I, page 28). 

Solution 2: Compas p'ELLIPSE. L'instrument qui porte ce nom est 
formé de deux coulisses A'B', C'D' (P. II, F. 1) croisées à angles 
droits, et d’une règle GH garnie de deux curseurs E, G. Le premier 
E a une patte à pivot qui s'engage dans les coulisses et peut y 
glisser à frottement. doux. Il en est de même d'un support H placé à 
l'une des extrémités de la règle. Le curseur G, situé vers l'autre 
extrémité, porte une pointe à tracer. ‘ 

Placez la règle dans le sens de l'une des coulisses; mettez le 
point milieu du curseur G & une distance de celui du support H 
égale au demi-grand axe, et le point milieu du curseur E à une 
distance de celui de G égale au demi-petit axe; serrez les vis de 
pression, pour fixer les deux curseurs & la règle; donnez & cette 
règle une position telle que H soit en O et G vers B’, par exemple; 
puis faites-la tourner de manière à engager H dans la coulisse OC". 

D'abord, E cheminera vers O, H vers C', la pointe tracera l'arc 
BD, et la règle arrivera dans la position C’D’. Ensuite, E glissera 
vers A, H rétrogradera vers O, la pointe tracera l'arc DA, et la 
règle parviendra à la position OA’. Pendant la description de l'arc 
AC, E rétrogradera vers O et H ira vers D’, ce qui portera la 
règle dans la position D'C'. Enfin, pour tracer CB, il faudra faire 
marcher E vers B, en ramenant H vers O, jusqu’à ce que la règle 
ait repris sa première position OB’. : 

La courbe ACBD sera bien une ellipse, car l'hypothénuse HE 
des triangles rectangles HOE se trouvera constamment égale à 
HG — EG difference des deux demi-axes, et cette hypothénuse 
prolongée jusqu'à la ligne tracée vaudra toujours la moitié HG du 
grand axe (45). 

Observations : Si les axes sont tracés, il faut, avant de faire 
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tourner la règle, placer les coulisses de manière que leurs lignes- 
milieux, marquées sur les bouts, se confondent l’une avec la direc- 
tion du grand axe, l’autre avec celle du petit, et que le croisement 
de ces lignes réponde au centre. La dernière condition est remplie 
quand AÀ' = BB', car le croisement est au milieu même de chaque 

Observation: Le compas d'ellipse a l'inconvénient de ne pouvoir 
servir pour les courbes dont les axes sont moindres que les longueurs 
des coulisses, ni pour celles dont les axes ont une différence qui sur- 
passe A’C’, ni pour celles dont le grand axe égale la règle. D'ailleurs, 
cette règle se courbe plus ou moins, sous les efforts combinés de la 
main et des frottements qui ont lieu dans les coulisses. 

Solution 3 : Trapkze SYMÉTRIQUE. L’instrument que nous nommons 
ainsi, présente trois règles qui se croisent deux à deux et peuvent 
glisser l’une sur l’antre. A deux des croisements E, G sont des arti- 
culations (P. II, F. 2}, et au troisième H est la pointe tracante qui 
peut cheminer à la fois le long des deux règles sur lesquelles elle se 
trouve. Ces règles ont chacune, à l’une de leurs extrémités, un trou 
dans lequel s'engage une pointe plantée à l'un des foyers F, F’. 

Desserrez les articulations E, G., pour rendre les règles FG, FE 
égales chacune au grand axe AB, et la règle EG, égale à la dis- 
tance FF’ des foyers. Serrez ensuite les articulations de manière que 
les longueurs ne puissent plus varier, et faites tourner l'instrument 
autour des foyers. La pointe H parcourra les deux règles qui se 
croisent à ce point, et décrira une ellipse dont les axes seront les 
droites données AB, CD. : 

En effet, menons les droites EF, F'G; le quadrilatère EFF'G sera 
un trapèze symétrique, puisque les diagonales FG, EF’ sont égales 
et que les côtés concourants EG, FF’ ont même longueur. Ce trapèze 
changera de forme et de superficie, pendant son mouvement autour 
des foyers : lorsque „par exemple, les bases parallèles EF, F'G 
auront les positions E’F, F'G' perpendiculaites à AB, la figure E'FF'G/ 
sera un rectangle ; quand les deux règles FG, F'E se confondront 
avec la direction du grand axe AB, il en sera de même pour EG, 
EF, F'G, et le quadrilatère se trouvera réduit à une ligne droite. 
Mais dans tous les cas, la pointe H divisera les diagonales FG, EF’ 
de façon qu'on aura EH — FH, GH == F'H. Donc, la somme des 
droites FH, FH vaudra chaque diagonale ou le grand axe AB, ce 
qui montre que H sera constamment un point de l'ellipse (52). 

Observation : Le seul inconvénient du trapèze symétrique est d’être 
un peu grand ; car les longueurs des règles limitent seules le nombre 
des ellipses différentes qu'il peut tracer, et il n'y a pas d'instrument 
qui n'ait un tel défaut. 

Solution 4 : TarancLe VARIABLE. L'instrument ainsi nommé se com- 
pose de trois règles : l'une EG (P. II, F. 3) doit avoir pour longueur 
au moins la somme des deux axes donnés, et présenter à son milieu 
une saillie percée, qui affleure le dessus, mais non le dessous ; les 
deux autres, plus petites, sont unies par une articulation H qui, 
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desserréé, permet de leur donner la longueur nécessaire, Cette lon- 
gueur vaut, pour chacune, la moitié de la somme des demi-axes. L'une 
O des deux petites règles est liée à la grande par un boulon O qui 
entre dans le trou de la saillie, et c'est à partir de l'axe du boulon, 
jusqu'à Taxe de l'articulation H, que l'on compte la longueur. 
L'autre HK, arrondie à son extrémité K, se trouve en H au-dessous 
de OH, de sorte qu’elle peut passer sous cette dernière règle et même 
sous la saillie de la grande. Enfin, une pointe à tracer L, dont La 
tète affleure le dessus de HK, peut glisser dans une mortaise qu'a 
° cette petite règle, et se fixe en un point tel que HL égale la moitié 
de la différence des deux demi-axes. _ 

Placez l'arète EG de la grande règle sur le grand axe AB, la 
boulon au centre O de l'ellipse, la pointe L au sommet B; puis 
tirez la règle HK obliquement à EG, au moyen d’un fil qui passe 
sous HO. L’extremite K glissera sur EG, sans pouvoir quitter cette 
règle ; HK passera sous HO dans la position OC; puis HK et HO 
sappliqueront sur OE, comme au commencement de l'opération elles 
s'appliquaient sur OG, et la pointe L aura tracé la demi-ellipse BCA, 
Retournant alors l'instrument, bout pour bout, et le plaçant ainsi 

u'il a été dit, vous obtiendrez, de la même manière, la demi- 
‘ellipse BDA. 

La démonstration du procédé est fondée sur ce principe qu'en 
ajoutant la demi-différence de deux nombres à leur demi-somme, 
on trouve le plus grand, et quen retranchant la demi- différence 
de la demi-somme, on obtient le plus petit. Par exemple, 18 et 4 
ont pour demi-somme 11, pour demi-différence 7, et 1147 == 18, 
11 — 7 == 4. Comme des lignes mesurées peuvent être représentées 
par des nombres, la ligne brisée OHL = OB, puisque 


OH — TS N et que HL = 03 —- 0c 
2 
Pour les mêmes raisons, LK — OC, car 
LK = HK — HL = OH — Hl. 

Cela posé, décrivons une demi-circonférence sur AB, abeissons 
de L une perpendicuiaire LM à EG, en la prolongeant jusqu'à la 
circonférence, et menons LN parallèlement à OH. Les triangles 
semblables OMP, NML donneront LM : PM :: LN : OP. r, 
EN = LK = OC, parce que le triangle NEK est symétrique, 
comme son semblable OHK ; de la symétrie de NLK résulte la 
similitude de NML, KML, puis celle de OMP, KML, puis l'égalité 
des angles P, MLK; cette égalité et celle des angles MLK, HLP, 
font que l'angle P == HLP. Par conséquent, Te triangle LAP est 
symétrique aussi, HP — HL, OHL = OP et OP — 0B — 00. 
La proportion devient donc 

LM | PM :: OC : 09, 
ce qui montre (44) que L est en effet un point de Fellipse dont 
les axes sont AB, CD. Por P 
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@ Promi. (b): Tracer par points une ellipse dont les ates sont 
donnés (2). 

Solution 1 : Marquez (49) les foyers F, F' (P.I, F. 36); puis 
de F, avec un rayon arbitraire, mais moindre que FB et plus grand 
que FA, décrivez un arc. Portez le rayon employé de A en un 
certain point K de AB, et avec le reste KB du grand axe, décrivez 
de F' un second arc qui coupe le premier. L'intersection E sera 
un point de la courbe. Enfin, répétez ces opérations, en augmentant 
ou en diminuant le premier rayon, vous trouverez autant de points de 
lellipse qu'il vous en faudra pour la tracer. 

H est visible d’ailleurs que les mêmes centres et les mêmes rayons 
donnent un second point L, et qu’en se servant à chaque foyer du 
rayon employé à l'autre, on obtient deux nouveaux points M, N. 
Les deux mèmes ouvertures de compas procurent donc quatre points 
E, L, M, N de la courbe. sil 

Il suffit, pout démontrer la justesse du tracé, de faire remarquer- 
que FE + EF — AK + KB — AB (52). 

Solution 2: Portez la moitié AO du grand axe (P. I, F. 34) 
ser une règle à biseau, pour les grandes ellipses, ou sur le bord 
d'une bande de papier pliée en deux, pour les petites ; portez-y 
aussi la moitié OC du petit axe, de O en C'; puis placez la bande: 
A'O' dans la position de la droite EH, c'est-à-dire de manière. 
que la différence A'C' des demi-axes ait son extrémité A’ sur le 
petit et son extrémité C’ sur le grand. Le point O' indiq::ra un 
point de l'ellipse (45); vous le marquerez avec un crayon, :t vous 
en trouverez ainsi autant d’autres que vous. voudrez, si VOL: variez 
les positions de A’O', en faisant mouvoir cette règle ou cette bande, 
comme se meut la règle du compas d’ellipse (probl. a, solut. 2). 

Solution 3 : Décrivez un demi-cercle sur le grand axe AL (P II, 
F. 4); joignez l'extrémité C du petit axe à l'extrémité B du grand ; 

ez sur ce dernier des perpendiculaires, telles oue Eu, jusqu'à 
la rencontre de la demi-circonférence ; portez ces demj-cordes du 
cercle sur AB, à partir de B; par les points H qui en résultent, 
mener des parallèles à EG, jusqu'à CB, et par les intersections I, 
des parallèles à AB, jusqu'aux perpendiculairce EG. Les rencontres 
K seront des points de l'ellipse, et vous en obtiendrez” d'autres, 
en portant EK sur le prolongement de GE, de E en K, puis LK 
de L en K”, sur le prolongement de KI, et de M en K”', sur une 
parallèle à AB tirée par K’ (35). 

On aura en effet BH : HI :: BO : OC, et par conséquent, 
EG ° EK °° ON: OC, ce qui prouve que K se tsouve sur l'ellipse 
dont les axes sont AB, CD (44). 

Solution 4 : Décrivez deux quarts de cercle du centre O, avec les 
demi-axes pour rayons (P. II, F. 5); tirez des rayons OE; abais- 
sez sur le grand axe, des perpendiculaires EG ; puis menez, par les 
intersections H de chaque rayon OE et du petit quart de circonférence, 
des parallèles HI à AB. Les points I, où ces parallèles rencontreront 
celles EG da petit uze, seront des points de l'ellipse ; et chacun en. 
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fournira trois autres I’, I”, I", si vous agissex comme le prescrit (fs, 
la fin de la solution précédente. 

Il suffit de tirer HK parallèlement à OC, pour se convaincre de 
la justesse du tracé, car HK = IG, et les triangles semblables 
OKH, OGE donnent 

HK : EG :: OH: 0E ou IG: EG:: OC : OL (44). 

Solution 5: Décrivez un cercle qui ait le grand axe AB pour 
diamètre (P. II, F. 6); tirez, par l'une C des extrémités du petit 
et par le point È où son prolongement rencontre la circonference , 
deux droites CG, EG qui aillent concourir sur le prolongement de 
AB; abaissez sur AB une perpendiculaire HI qui parte du point H 
où EG coupe la circonférence. L’intersection K de HI et de CG 
sera un point de l’ellipse, car les parallèles EO, HI, coupées par 


LI 


les concourantes 0G, CG, EG, donneront 
K : IH :: 0C<:0E cu IK: OC :: IH : OE (44). 
Si donc vous tirez d'autres paires de concourantes par CetparE, 
uis par D et par L, et que vous placiez les points de concours à droite 
be B, après les avoir pris à gauche de A, vous obtiendrez autant de 
points de l’ellipse qu'il en faudra pour pouvoir la tracer. Vous pouvez 
aussi prolonger les perpendiculäires HI et prendre IL — IK. Chaque 
ire de concourantes donnera ainsi deux points de la courbe (35). 
Solution 6 : Décrivez un demi-cercle sur le grand axe AB (P. II, 
F. 7) et un autre demi-cercle sur le petit axe CD. Divisez ces 
deux arcs en un mème nombre de parties égales, en huit par exem- 
ple, puis numérotez les points de division des deux moitiés du 
premier en sens inverses, et ceux des deux moitiés du second 
non-seulement en sens inverses aussi, mais encore dans un ordre 
contraire à celui des précédents. Enfin, menez par les points de 
divison du grand arc, des parallèles au petit axe, et par ceux du 
petit arc, des parallèles au grand axe. Les rencontres des parallèles 
de même numéro seront des points de l’ellipse. | 
Je dis, par exemple, que l'intersection E des parallèles II, 2 
appartient à la eourbe demandée. Soient menés les rayons O.II, 
0.2, et la droite 2.H-perpendiculaire au grand axe. L'arc B.II et 
l'arc K.2 valent chacun ? de leur demi-circonférence ou le quart de 
180°. Ils sont donc égaux en degrés ; par suite, les triangles rectangles 
OG.IT, OH.2 se trouvent semblables, ce qui donne la proportion 
GI | H.2 /: 0.I.: 0.2. Or, H.2— GE, comme parallèles 
comprises entre parallèles; O.I= OL, et 0.2 = OC. Donc, 


GT, GE: OL: OC ou G.II: OL :° GE : OC, 


et conséquemment (44), E est un point de l’ellipse qui a pour 
axes les droites données AB, CD. PÒ 


Prost. (c): Tracer une ellipse dont on connaît le grand axe 
ot un point. 


Solution 1: Il suffit de déterminer le petit axe, pour retomber 


_ 
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dans les deux problèmes précédents. Soient AB le grand axe et 
H le point donné (P. I, F. 34). 

Vous éleverez ‘au milieu O de AB, une perpendiculaire ; vous 
la couperez en E, par un arc décrit de H, avec AO pour rayon; 
vous tirerez EH; puis, portant de O en G et en D la partie GH 
de cette droite, vous obtiendrez le petit axe CD (45). 

Solution 2: Soient AB le gran axe et K le point donné 
(P.II, F. 6). 

Décrivez une dempcirconférence sur AB; élevez la perpendiculaire 
OE au milieu de AB; abaissez la perpendiculaire KI; joignez les 
points E, H où ces droites rencontrent la circonférence , puis K au 
‘point G où EH coupe le prolongement de AB. L’interseetion C de 
GK et de OE sera l’extrémité du demi- petit axe OC, car les 
parallèles EO, HI, coupées par les tueis droites qui concourent en G, 
donnent IK ° OC °° IH : OE (27 et 44). 

Mais, si K était donné très-près de C, il arriverait que le concours 
G se trouverait très-loin de O. Pour éviter cet inconvénient, vous 
pourrez rapporter IK en OK’ (F. 8), OE en IE’, au moyen de 
parallèles à AB, puis tirer HK’ et E’G. L'intersection C de cette 
dernière droite et de OE sera aussi l'extrémité du petit axe, car 
vous aurez OK’ :ÖC ::IH: IE’ ou IK * OC °:IH ° OE. 

Solution 5: Décrivez sur AB une demi-circonférence (F. 6); 
abaissez la perpendiculaire IK, en la prolongeant jusqu'à cette 
courbe ; tirez, par le point H, une sécante quelconque G'M; menez 
MN parallèle à HI, et joignez les points G', K. L'intersection P 
de GK et de MN sera un point de l’ellipse, puisqu'on aura 

IK: NP :° IH} NM (44). 

D'autres sécantes tirées par H vous donneront de nouveaux points 
du quart d'ellipse AKC, en tel nombre que vous voudrez. Pour 
pre les points correspondants des trois autres quarts, ceux de 
"par exemple, vous pourrez prolonger MN et prendre NQ = NP, 
puis mener par P, Q des parallèles à AB et prendre RS = RP, 
TU = TQ (35). 


Prost. (d): Tracer une ellipse dont on connaît le petit axe 
et un point. : 

Solution 1: Soient CD le petit axe et H le point donné (P.I, 
F. 34). Il suffira de déterminer le grand axe, pour pouvoir appliquer 
les solutions du problème (a) ou celles du problème {b). 

Elevez, au milieu O de CD, une perpendiculaire ; coupez-la en;G, 
par un arc décrit de H, avec OC pour rayon; tirez HG et prolongez 
cette droite jusqu'à ce qu'elle rencontre le petit axe ; enfin, portes 
EH de O en A et en B. La droite AB sera le grand axe ‘45). 

Solution 2 : Employez la solution 2 du problème (c), en y rem- 
plaçant le grand axe par le petit. : 

Solution 5: Employez la solution 3 du problème (c), en y 
remplaçant le grand axe par le petit. 


Cà 


* , 
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Prost. (e): Tracer une ellipse dont on connaît la longueur a 
du grand axe et la distance d des foyers (P. Il, F. 9). 

Portez d sur a, à partir de l'one des extrémités ; partagez en 
deux parties égales la différence bc des deux longucurs ; tirez une 
droite AB égale à a; portez-y, de A en F et de B en F', la moitié 
be de be. Les points F, F' seront les foyers (50), et vous pourrez 
appliquer la solution 1 du p#blème (a) ou celle du problème (8). 
Mais, si vous voulez tracer l’ellipse au moyen des deux axes, il 
faudra élever une perpendiculaire au milieu 0 de AB, puis décrire 
de F, avec AO pour rayon, un arc qui coupe deux fois cette 
perpendiculaire. Les intersections C, D seront les extrémités du 
petit axe (40). 


Prost. (f): Tracer une ellipse dont on connaît deux diamètres 


conjugués. 

Solution 4 : On fait retomber ce cas dans celui du problème (a) 
ou du problème (b) , en déterminant les axes au moyen des diamètres 
donnés. Soient EG, HI ces diamètres (P. II, F. 10). 

Abaisser, de l'extrémité E du plus grand, une perpendiculaire sur 
le plus petit; portez OH, moitié de ce dernier, sur la perpendi- 
gulaire, de E en K; joignez le milieu L de OK au point E; puis 
rapportez LK de L en M; MO sera la direction du grand axe, et 
OC, perpendiculaire à MO, celle du petit. 

Reste à trouver les extrémités. Prenez OB = OL + LE, et 
0A = OB; les points A, B seront les sommets. Prenez OC — EM 
et OD == OC ; les points C, D seront les extrémités du petit axe. 

Pour démontrer cette construction, nous décrirons un arc du 
centre 0, avec OB; du point E nous abaisserons EN perpendiculaire 
à OB, en la prolongeant jusqu'à l’arc, et noué ferons voir que 

NE : OC :: NP : 0Q (44). 

D'abord, l'intersection P de EN et de OK est sur l'arc, st 
OP — OB — OL + LE ou si LP — LE. Or, puisque LM — LK 
= OL, l'mgle LMO = LOM, et les deux triangles rectangles 
ENM, PNO sont semblables, d’où il suit que l'angle MEN = OPN. 
Donc, à cause de l'égalité des angles MEN, LEP, opposés par le 
somme! > OPN = LEP ; le triangle ELP est en effet symétrique, et 

Maintenant, les triangles semblables ENM, PNO donnent 


NE © EM :: NP: OP. x 
Mais EM == OC, OP = OB = 00. Done enfin, 
NE : OC :: NP : 02. 


Obsergation : Le tracé qui précède a l'inconvénient de rendre la 
direction de LE peu stre, quand l'angle des deux diamètres conjugués 
est presque droit, parce qu'alors les points L, E se trouvent 
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très-voisins. Or, si la position de EM n'est pas très-exacte, il en 
est de même de celles des axes. 

Solution 2 : Après avoir abaissé une perpendiculaire de E sur 
HI, et porté OH de E en K (F. 11), comme dans la première so- 
lution, menez par E une parallèle MN à HI; élevez, au milieu de 
KO, une perpendiculaire ; de l'intersection L de ces deux droites, 
decrivez, avec le rayon LK, une circonférence ou seulement deux 
petits arcs qui coupent MN. En joignant leurs intersections M, N 
au centre O de l'ellipse, vous aurez les directions MO, NO des 
axes; puis, pour en déterminer les extrémités, il faudra unir M, N 
à K; décrire de ce dernier point, avec le rayon KE, un arc qui 
coupe KM, KN , et mener, par les intersections P, Q , des parallèles 
à KO, jusqu'à la rencontre de MO, NO. Les points C, B, ainsi 
trouvés, seront respectivement les extrémités du: petit et du grand 
axe, et il ne restera plus qu’à porter OC de O en D, OB de O en A. 

En effet, l'ellipse demandée peut être considérée comme la pro- 
jection oblique d'un cercle dont les diamètres égalent HI (43) ; 
parmi ces diamètres , il en est un auquel HI est parallèle, et c'est 
celui dont cette droite est la projection oblique. Conséquemment, 
le plan du cercle se trouve parallèle à HI; ce plan coupe le plan 
de projection selon une parallèle à la mème droite, et nous pouvons 
prendre MN pour cette parallèle d'intersection, puisque l'élévation 
du centre du cercle au-dessus du plan de l’ellipse n’est point fixée. 

Rabattons le plan du cercle sur celui de la projection. Comme le 
diamètre qui se projette selon EG est perpendiculaire à celui qui 
se projette selon le conjugué HI (37), il se rabattra selon EK, 
droite d'équerre sur MN, et le centre du cercle rabattn sera le 
pont K, puisque EK = OH. 

Mais les axes de l’ellipse prolongés rencontreraient sur MN les 
diamètres du cercle dont ils sont les projections, et ces diamètres 
soit d'équerre comme les axes (35 et 37). Les centres K, O sont 
donc les sommets de deux triangles rectangles qui ont MN pour base 
commune; par conséquent, la circonférence décrite de L, avec lo 
rayon LK, doit être circonscrite à ces deux triangles , et déterminer 
les points M, N communs aux axes et aux diamètres dont ils sont 
les projections. Donc MK, NK sont les directions de ces diamètres, 
MO, NO, celles des axes, et les points P, Q, extrémités des 
mêmes diamètres, ont pour projections obliques les extrémités 
des axes. 

Or, KO est le rabattement d'une des lignes projetantes, puisque 
K centre rabattu a pour projection oblique le centre O de l’ellipse. 
Conséquemment, PC, QB, parallèles à KO, sont bien les rabatte- 
ments des lignes projetantes qui aboutissent aux extrémités des axes, 
et ces extrémités doivent en effet se trouver aux points C, B. 

Solution 5: Abaissez de E, extrémité de l'un EG des diamètres 
conjugués donnés (F. 12), une perpendiculaire sur l'autre HI ; portez 
OB sur cette perpendiculaire, de E en K; appliquez une règle à 
biseau, ou une bande de papier pliée en deux, le long de EK; 
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marquez-y les trois points E, L, K; joignez K à O par une droite 
prolongée MN; enfin, placez la règle E'K' dans diverses positions, 
mais toujours de manière que L' soit sur HI et K sur MN. Le 
point E’ marquera constamment un point de l’ellipse. 

N serait possible que K tombät entre E, L: cela aura lieu 
toutes les fois que OH se trouvera moindre que EL; mais, si l'on 
suit exactement le procédé qui vient d'être décrit, l'extrémité E’ de 
la règle n’en marquera pas moins des points de la courbe. 

Le tracé sera démontré, si nous faisons voir que E'K' peut toujours 
se placer entre MN et un point quelconque E” de l’ellipse, de 
manière que L’ se trouve sur HI; en d’autres termes, il faut que 
E"L" — EL, lorsque E"K" = EK. 

Décrivons une demi-circonférence sur HI cemme diamètre , 
menons E’'P parallèle à EO, et PQ, OR, E"S parallèles à EK. 
L'ellipse qui a EG, HI pour diamètres conjugués, est la projection 
oblique du cercle dont la demi-circonference IRH forme la moitié 
du rabattement (43) ; par conséquent OE est ka projection du rayon 
OR perpendiculaire à HI (37), et RE est une ligne projetante. 
Or, puisque RO est égal et parallèle à EK, RE se trouve parallèle 
à MN. Donc, les lignes projetantes sont toutes parallèles à la dernière 
droite , et comme EP, parallèle è EO , forme la projection de PQ, 
parallèle à OR, QE" est une ligne projetante parallèle à MN. 

Il s'ensuit que EK ne peut pas se placer entre MN et E", de manière 
è être coupée par HI, sans se trouver parallèle au rayon QO quelle 
égale. Ainsi, en décrivant de E”, avec EK pour rayon, un arc qui 
coupe MN en K”", nous aurons la droite E”K" parallèle à OQ. 

Reste à démontrer que le point L”, où HI coupe E”K", est tel 
que E”L" — EL. En effet, les deux triangles semblables E"SP, 
ELO donnent E”P © EO :° E"S : EL; les deux triangles semblables 
QPO, E"SL" donnent PQ : OQ :° E"S ° E"L", et d'après la 
propriété des diamètres conjugués (43), E"P : EO :: PQ : ÖR 
ou OQ. Donc, E"S: EL ::E"S:E"L", et par conséquent 
Er = EL. 

Solution 4 : Elevez une perpendiculaire au milieu de HI Tun des 
diamètres conjugués donnés (F. 13); menez, par une des extrémités 
de l’autre EG, une parallèle EK au premier; décrivez de O, avec 
OK, un quart de circonference , dans l’angle droit IOK , et avec0H, 
un autre quart, dans l'angle droit HOL; partagez ces arcs en un 
même nombre de parties égales, et numérotez les points de division 
& partir de KL pour chacun; menez, par ceux du grand arc, 
des parallèles à KL jusqu’à HI, et numérotez les secondes extrémités 
de ces parallèles comme le sont les premières ; enfin tirez, par les 
points 1’, 2’, 3’, etc. qui en résultent, des parallèles à EG, puis 
par les points ı, 2, 3, etc. du petit arc, des parallèles à HI. Les 
intersections M, N, P, etc. des parallèles de même numéro seront 
des points de l'ellipse demandée. 

Pour avoir d’autres points, vous pourrez porter QM de Q en M, 
RN de R en N’, SP de S en P’, etc., 1°M de 1’ en M", 2°N 
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de 2’ en N", 3'P de 3’ en P", etc., puis mener par M, N’, 
P', etc., des parallèles à EG, et porter TM’ de T en m, UN’ de 
U en n, VP' de Ven p, etc. (35). 

Demonstration : Il suffit de faire voir que le point N, par exem- 
pie, appartient à l’ellipse qui a EG, HI pour diamètres conjugués. 

Décrivons dans l'angle HOL un arc d’un diamètre égal au plus petit; 
tirons le diamötre 2.II, et abaissons sur KL les perpendiculaires cd, . 
H.e. Les triangles semblables Ode, Oe.II donnent. 


Od : 0e :: Oc : OI :: Où : OL. 


De l'égalité des triangles Ode, OX.2, résulte Od = OX; de 
plus Ob = OK. Conséquemment 


OX : Oe:: OK: OL, ou OX: OK ::0e:0L, 
ou OX : OK :: 2’.II : OL. 
Mais, parce que les triangles OXR, OKE sont semblables, 
OX : OK :: OR: 0E ou OX : OK ; : 1'.N : OE. 
Donc 
. 2'.N : OE :; 2°.H | OL, 
et par suite (43), N est sur l'ellipse. 


Arvı. (a): La construction d'une descente biaise de cave est un 
des cas où l’on est obligé de tracer une ellipse dont deux diam 
conjugués sont connus. Il faut en effet développer en ligne droite la 
section droite du cylindre circulaire oblique qui forme le berceau, 
afin de pouvoir former le développement courbe du cintre circulaire 
de l'entrée, et limiter ainsi les plans de joints. Or la section droite 
n'est autre chose que l'ellipse projection orthogonale du cintre d’en- 
trée ABC (F. 14) sur un plan DE, D'E' perpendiculaire à l'axe FG 
du cylindre. Comme AC, BF ne sont ni l'un, ni l’autre parallèles 
au plan DE, D'E', leurs projections sur ce plan se couperont obli- 
quement et seront deux diamètres conjugués de l'ellipse (37). La 
projection ‘de AC est DE. Pour avoir celle de BF, on rabat la section 
droite D'E' sur le plan de naissance CH. La parallele a DE qui passe 
par E’ devient IK; le point où la génératrice B perce le plan D'E' 
se rabat sur BL parallèle à FG, et B'F' est le rabattement de BF. 
D s'agit donc de tracer une moitié de l'ellipse dont DE et B’B", 
double de B'F', sont deux diamètres conjugués. 

Arpı. (b): L’arc rampant, cintre d'une arcade destinée à sou- 
tenir une rampe (F. 15), est aussi une portion de l'ellipse qui a 
pour diamètres conjugués la droite inclinée EG, contenue dans le 

de naissance, et la verticale HI menée par le milieu O de EG. 
Ordinairement, OH = OE, c'est-è-dire que les deux diamètres sont 
égaux ; mais, puisque les quatre solutions du probleme (f) ne sup- 
posent aucune relation de grandeur entre les diamètres conjugués, 
elles n'en sont pas moins applicables. 6 
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« Ce n'est pas sans motif qu'on fait elliptiques les arcs rampants > 
s'ils étaient circulaires, les faces parallèles des deux piédroits, n'étant 
point perpendiculaires au plan EG de naissance, ne pourraient se 
trouver à la fois tangentes à la surface cylindrique du berceau, et 
l'une des retombées exercerait sur son piédroit une poussée plus 
grande que celle de l'autre. La forme elliptique fait éviter ce grave 
inconvénient, comme nous le verrons bientôt en étudiant les tangentes 
de l'ellipse. » 


Prog. (g): Tracer une ellipse dont on connaît un diamètre 
EG et une demi -corde KL parallèle au conjugé de ce diamitre 
(P. II, F. 16). 

Il suffit de lrouver le conjugué de EG, pour faire retomber ce 
* cas dans celui du probleme (f). Décrivez sur EG une demi-circon- 
ference ; élevez les perpendiculaires OM, KN; menez, par l'inter 
section M de la première et de la courbe, une parallèle à EG, 
jusqu’à la seconde ; joignez l'intersection P de celle-ci avec L ; tirez, 
par N, une parallèle à PL, jusqu'à la rencontre du prolongement 
de KL en Q, et portez KQ de O en H et en I, sur une parallèle 
à KL menée par le centre. La droite HI sera le conjugué cherché. 

Démonstration : D'abord, HI a la direction du conjugué de EG, 
puisqu’elle est parallèle à KL et passe par le centre (32). Ensuite, OH 
forme bien la moitié de ce conjugué, si KL: OH; KP : OM (43). 
Or, les parallèles LP, NQ donnent KL : KQ :: KP: KN, et 
KQ = OH, KN = OM. 


Pos. (h) : Achever une ellipse dont on n’a qu'un arc quelconque 
XL (P. I, F. 29). 

Cherchez le centre 0, comme dans le problème (b) de la page 21 ; 
‚puis, au moyen de la demi-corde LN, déterminez le conjugé du 
diamètre EG, en suivant le tracé précédent; enfin, appliquez une 
‚des quatre solutions du problème (/), n° 53. 


Prosc. (i): Tracer une ellipse déterminée autour d'un obstacle 
qui empeche d’employer les axes et tout autre système de diamètres 
conjugues. 

Tracez, autour de l'obstacle, un rectangle ABCD (P. II, F. 17) 
dont les côtés AB, CD aient même longueur que le grand axe, et 
les côtés AD, BC, mème longueur que le petit axe ; divisez chacun 
de ces quatre côtés en douze parties égales ; numérotez les points de 
division de AB et de CD, en partant de celui du milieu, et ceux de 
AD, BC, en partant des longs côtés ; joignez tout point de chaque 
moitié de grand côté avec celui qui porte le même numéro dans la 
plus voisine des moitiés des petits côtés : tirez, par exemple, une 
droite du point ı de AB au point 1 situé près de À ou de B, une 
seconde droite du point 2 de 1.B au point 2 de B.6, une troisième 
droite du point 3 de 1.B au point 3 de B.6, et ainsi de suite. Enfin, 
anarquez le point où chacune de ces droites coupe celle qui la pré- 
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cède. Il en résultera un polygone de 24 côtés, et il ne s'agira plus 
que de tracer à la main une courbe qui passe par tous les sommets 
de ce polygone. Elle différera très-peu de l’ellipse qui aurait des 
axes égaux en longueur à AB et à CD: quelques intersections se: 
trouveront tant soit peu en dedans ou en dehors de la véritable 
ellipse; mais d'autres seront précisément sur cette courbe, et il sera 
impossible d'apprécier à vue les différences, tant que l’ellipse ne 
sera pas tracée. Il y a du reste d'autant plus d’exactitude que cette 


ellipse doit être plus allongée. 
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54. Toute-tangente PQ dune ellipse (P.1, F. 26) est parallèle 
au conjugué HI du diamètre EG qui aboutit au point de contact G. 

Parmi les cordes parallèles à HI , que EG coupe par le milieu (35) 
il y en a une qui se confond avec un élément de la courbe, et È 
est le milieu de cet élément. Or la tangente PQ n'est pas autre 
chose que le même élément prolongé. 

On peut dire aussi, en considérant le cercle projeté sur l’ellipse, 
que PQ est la projection de la tangente d’un tel cercle à l'extrémité 
du diamètre qui se projette sur EG, et que cette tangente du cercle, 
étant parallèle aux cordes divisées en deux parties égales par le 
diamètre qui aboutit à son contact, doit se projeter parallèlement aux 
projections de ces cordes, c'est-à-dire parallèlement à la corde BK 
de lellipse ou au conjugué HI (35). 


AppLicaTION : Il est aisé de voir maintenant pourquoi les berceaux 
rampants (page 41, appl. b) doivent être elliptiques. Les arêtes des 
piédroits qui passent par les extrémités du diamètre EG (P. II, F. 15), 
étant verticales, sont parallèles au conjugué HI de ce diamètre, et 
conséquemment tangentes à la courbe elliptique du cintre; d'où it 
suit que les faces internes des mêmes piédroits se trouvent toutes 
deux tangentes à la surface cylindrique du berceau. 


55. Za corde EG des contacts de deux parallèles PQ, P'O' 
tangentes d une ellipse est un diamètre (P.I, F. 26). 

Le conjugué du diamètre dirigé selon GO est parallèle à PQ ; 
le conjugué du diamètre dirigé selon EO est parallèle à P'Q'. Ces 
deux conjugués sont donc parallèles entre eux, et comme ils passent 
tous deux par le centre O, ils ne font réellement qu’un seul diamètre. 
Or aucun diamètre n’a deux conjugués (37). Par conséquent , GO, 
EO constituent une ligne droite, et la corde EG est un diamètre. 


56. Les perpendiculaires élevées sur le grand axe, aux sommets, 
sont langentes à l’ellipse, et il en est de même des perpendiculaires 
élevées sur le petit axe, à ses deux extrémités. 

Cela provient de ce que les axes sont des diamètres conjugués 
qui se coupent d'équerre (35). 
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#7. Toute tangente de l’ellipse forme des angles égaux avec les 
deux rayons vecteurs du point de contact. 

Ce principe sera démontré, si l'on fait voir que toute droite EG 
qui, passant par un point H de la courbe (P. II, F. 18), forme 
des angles égaux FHG, F'HE avec les rayons vecteurs de ce point, 
est tangente. 

Prolongeons FH d'une longueur HI égale à F'H, puis tirons F'I. 
Le triangle F'HI sera symétrique, et parce que l'angle IHE — FHG 
= F'HE, EG sera perpendiculaire au milieu de F'I. Or, il s'en- 
suivra qu'aucun second point K de EG, pris aussi près .de H qu'on 
voudra, ne pourra se trouver sur l’ellipse, ou que FKF' surpassera 
le grand axe AB (52). | 


En effet, FKF'= FKI, puisque KI = KF', et FKI surpasse - 


FI qui égale FHF' ou AB. 


58. La droite qui joint le centre O de l'ellipse à l'intersection K 
de deux tangentes quelconques (P. II, Fr 19), partage en deux 
parties égales la corde RS des contacts. 

Rabattons sur le plan vertical le cercle 0’ dont l’ellipse O est la 
projection horizontale. Les tangentes KR, KS seront les projections 
des tangentes K'R', K'S' du cercle O0’, et KO, RS seront celles 
de K'0', R'S'. Or, le point T' est le milieu de R'S'. Par conséquent, 
la rencontre T de KO et de RS est le milieu de la corde RS qui 
joint les deux contacts. 


39. Les tangentes dont les contacts E, G (P. II, F. 20) sont 
symétriquement placés par rapport à un axe AB, se coupent en un 
point H de cet are, et sont de même longueur, considérées de leur 
concours aux contacts. 

La droite HO divise en deux parties égales la corde EG des 
contacts (58). Mais (5 et 26), puisque E, G sont des points symé- 
triques, AO coupe aussi EG par le milieu I. Donc les droites HO, 
AO ont deux points O, I communs, et se confondent. 

Il est aussi démontré par là que les triangles HIE, HIG sont rec- 
tangles. Il y-a donc égalité entre eux, et conséquemment HE — HG. 


60. Les tangentes de lellipse qui concourent ailleurs que sur 
un are, sont inégales, considérées depuis leur intersection jusqu'auæ 
contacts, 

Comme la corde des contacts RS (P. II, F. 19) n’est plus perpen- 
diculaire a KO qui joint le concours au centre (28), les triangles 
KTR, KTS sont inégaux, et par suite leurs côtés KR, KS ne sau- 
raient &tre égaux comme les autres. 


61. L’ellipse a une infinità de paires de tangentes perpendicu- 
laires entre elles. 

En effet, l’ellipse a une infinité de paires de diamètres qui se 
coupent à angles droits; les diamètres de chagee paire sont les 
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conjugués de deux autres diamètres , et les tangentes menées par les 
extrémités de ces derniers, étant paralkèles aux premiers (54), se 
trouvent d' comme eux. 


62. Les intersections des paires de tangentes d’équerre sont toutes 
sur la circonférence décrite du centre O de l'ellipse, avec un rayon 
égal à la distance BD d'une extrémité du grand'axe à une extrémité 
du petit (P. II, F. 19). | 

Tracons les quatre tangentes parallèles aux axes; il en résultera 
le rectangle EGHI (56), et la circonférence décrite de 0, avec BD, 
sera circonscrite à ce rectangle, parce que BD == OI, seconde, 
diagonale du rectangle BODI. 

noevons un cylindre droit qui ait pour base la circonférence 
EGHI, et rabattons sur le plan vertical, la section faite dans ce 
cylindre, par le plan du cercle A’C'B'D' dont l'ellipse donnée ACBD 
est la projection horizontale. Cette section sera l’ellipse E’G'H'T' (24) 
circonscrite au carré qui se projette selon le rectangle EGHI. 

Soient maintenant tracés deux diamètres d’équerre K'N’, L'M dans 
l'ellipse 0’; ils se projetteront selon les deux diamètres KN, LM 
de la circonference O; la figure K'L'N'M' sera un losange ; la figure 
KLNM, un rectangle, et si nous démontrons que la première est 
circonscrite au cercle O’, il sera clair que la seconde se trouvera 
circonscrite à l’ellipse O, ou que les deux tangentes menées à cette 
ellipse , d’un point quelconque de la circonférence 0; sont d’&querre. 

Or, les droites O'K', O'P', leurs projections OK, OP, et les 
verticales projetantes, formant deux triangles semblables , donnent 

OK! * OK ** OP! * OP. 

OL! : OL ;: 0/0 : 02, 
et parce que OK = OL, 0'P'— 0'Q', il gn résulte 

D'K' x OP = O'L x 09, 

cu OK!:OL'::00:0P, ou OK" : OL" :: 00°: OP’, 
où OK" + OL” : OL" :° 0Q + OP : OP. 
Mais OK’ + OL" = KL”; 0Q + OP = 08 + 0C° = OK, 
puisque OQ, OP sont diamètres conjugués (37 et 48). Consé- 
quemment, : 
KL' ° OL :°0K : OP, où K!L : O'L' :° OK ° OP; 
et d'après la première proportion, 
: K'L'-* OL! °° OK! : OP. 

D'ailleurs , la Perpendieulaire OR" abaissée sur K'L' rend semblables 
les triangles K'R’O’, K'O'L' et donne 

KL: O'L' i: O’K' : OR. 
Donc, O'R' == O'P' rayon du cercle O’, et ce cercle ost tangent 
aux quatre côtés du losange K'L'N’M'. 


On a de même 
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Il est au reste évident que deux tangentes d’&querre ne sauraient 
avoir une intersection située hors de la circonférence O; car si une 
droite perpendiculaire à KL et différente de KM pouvait se trouver 
tangente à l'ellipse O, il y aurait deux perpendiculaires abaissées 
sur KL du point de rencontre des deux tangentes, ce qui est 
impossible. 

Donc enfin, la circonférence O est le lieu de tous les points d'où 
peuvent partir les paires de tangentes d’équerre menées à l’ellipse O. 


63. Les concours des paires de tangentes menées à l'ellipse sont 
‚tous en ligne droite, quand les cordes de contact se croisent au 
même point. 

En effet, le croisement est la projection d'un pôle du cerele qui 
projeté a produit l’ellipse ; les paires de tangentes de ce cercle 
deviennent des paires de tangentes à l’ellipse, et la polaire, qui 
contient les concours des premières paires, se projette selon une droite 
sur laquelle sont nécessairement les concours des autres paires. 


64. Toute tangente EG de l’ellipse (P. II, F. 21) est parallèle 
à HI un des côtés du pentagone inscrit HIKLMH, qui a le contact 
L pour sommet opposé à HI et dont les quatre autres côtés sont 
parallèles deux à deux. 

Il suffit de démontrer que le principe a lieu dans le cercle 0’ 
dont l’ellipse O est la projection horizontale; car les projections 
KL, HM de K'L', H'M' seront parallèles comme ces cordes du 
cercle; il en sera de même des projections LM, KI de L'M', KT, 
et des projections HI, EG de HT’, E'G'. 

Faisons voir d'abord qu’en tracant deux cordes parallèles quelcon- 
ques H'T', bc dans un cercle O’, puis deux autres cordes parallèles 
cd, l'a, et joignant a à b, dà H', on obtient un hexagone inscrit 
H'l'abedH' dont le côtés opposés sont parallèles. Nous aurons 
seulement à montrer que la construction rend parallèles ab et H'd, 
ou qu'elle rend égaux les arcs H'a et bed. 

Ajoutons de part et d'autre l'arc ab. Nous devrons avoir H'ab 
= abed. Or, à cause du parallélisme de H'I', bc, H'ab = de; 
à cause du parallélisme de l'a, cd, l'arc l'd = abe. Donc, 


H'ab = abc + de = abcd. 


Comme il n’a été fait aucune supposition sur la longueur de la 
corde dc, la même construction donnera toujours, quelque petite 
que soit dc, un hexagone analogue à H'l'abcdH', dont H'F fera 
partie, si bc reste parallèle à cette corde. Donc l’hexagone à côtés 
opposés parallèles aura encore lieu, quand bc sera réduite à l'élé- 
ment L' de la circonférence, et cet élément se trouvera parallèle 
a HI. Or, la tangente E’G’ n’est pas autre chose que l'élément 
L' prolongé ; l'hexagone devient alors un pentagone analogue à 
HTK'L'M'H'; par conséquent, toute tangente d'un cercle 0’ est 
parallèle à l'un H’I’ des côtés d'un pentagone inscrit qui a le contact 
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L’ pour sommet opposé à H'I’, et dont les quatre autres côtés sont 
parallèles deux à deux. 


65. Deux cordes AB, AC (P. II, F. 22) menées dans Vellipse 
eux contacts d’une paire "de langentes, par un point À pris sur l’arc 
qui tourne sa converité au concours D, coupent toute sécante DE, 
issue de ce concours, de manière que les distances de leurs intersec- 
tions F, G à lune E de celles de la courbe, sont proportionnelles 
aux distances des mémes points à l’autre H; c'est-à-dire que 
FE | GE :° FH; GH. 

La proportion est vraie , Si le cercle O' qui se projette horizon- 
talement sur l'ellipse O, donne F'E' | G'E' °° F'H' | G'H', car les 
verticales projetantes des points F', H', G’, E'‘divisent F'E' comme 
elles divisent sa projection FE. 

Faisons passer un cercle par les trois points A’, C', F' et dési- 
gnons par I son intersection avec D’E’. Les deux cordes FI, A'C, 
se coupant en parties réciproquement proportionnelles , donnent 

F'G! x G/I — AG X GC. 
Les deux cordes A'C’, E'H' du cercle O donnent aussi 
AIG! X G/C = GE X CH, 
et l'on a . 
F'G x GI= GE' Xx GA, cu FG: GE: G'H'° GI, 
ou FG'+ GE! «GE GH'+GI: GI, ou FE: o GE HI° GI. 
Mais la première de ces proportions peut devenir 
FG —GH' * CE— GI. GH° GI, 
oa FH EI: GH GI, cu FH° GH °° ER! * GI. 
Si donc HI=EI, on a effectivement 
FE'® GE'°° FH' © G'H'. 
| Or HI=EI, si oT est perpendiculaire a E'H', et OI rem- 
| plit cette condition, si le cercle A'C'F' et le cercle dont D'O' est 
diamètre se coupent en I, car alors l’angle inscrit D'IO' est droit. 
Il reste donc à démontrer que le plus grand cercle et le a) us petit 
ont le point I commun. L'angle fait par la tangente B'D' avec la 
| corde des contacts B'C' a pour indication la moitié de B'A'C'. Il 
| égale donc l'angle C'A'F' qui a pour indication la moitié des arcs 
| A'B', A'C'. Comme ce dernier vaut C'KF', inscrit aussi dans le 
petit cercle, F'K se trouve parallèle à B'D', et 
L'P* LK °° LUD’: LP. 
Mais les cordes IF’, C'K du petit cercle donnent 
L'F! ® L'K SC LC! * LI; 
les cordes I'D', B'C' du grand donnent 
L'D' © vB °° DUO: LT. ° 


EE Cee” @6m@Ò 


Par conséquent, 
L'C : L'I °° LC: UT, 
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ce qui montre que L'I=L'T' ou que D'E' est coupé au même 
point par les deux cercles. 


66. La corde BC des contacts d’une paire de tangentes à l'ellipse 
(P. II, F. 22) coupe toute sécante DE, issue du concours, de manière 
que les distances de ce concours D et de l'intersection L à lune E 
des iñtersections de la courbe, sont proportionnelles aux distances des 
mêmes points à l'autre H; c'est-à-dire que DE | LE °° DH; LH. 

Le principe 65, qui donne FE > GE ©: FH; GH, subsiste quelle 
que soit la position du point A. Il a donc lieu aussi quand ce point 
se confond avec le contact B. Or alors, AC devient la corde BC des 
eontacts et G passe en L; AB devient l’el&ment B de la courbe, 
et BF se confond avec la tangente BD, de sorte que F passe en D. 
La proportion devient donc effectivement DE | LE °° DH : LH. 


67. La droite EG (P. Il, F. 23), par laquelle le croisement H des 
diagonales d’un quadrilatère quelconque IKLM inscrit dans Vellspse 
est joint au concours. G de deux côtés ses, passe par les contacts 
E, N des tangentes menées du concours P des deux autres côtes. 

La démonstration revient à faire voir que la corde EN des con- 

„tacts des tangentes issues de P doit passer par le croisement H et le 
concours G. Or, la corde EN, d’après le principe précédent, divise 
la sécante PM de manière que PM © PI : © QM: QI; elle divise 
la sécante PL de manière que PL: PK: RL; , et la théorie 
des transversales apprend que la droite tirée du croisement H à l'an G 
des concours formés par un quadrilatère , partage précisément comme 
EN les côtés qu'elle coupe. Conséquemment, les droites EN, HG 
passent toutes deux par les points Q , R, et se confondent. 


Tracé des tangentes de l’ellipse. 


68. Paopı. (a): Mener une tangente à l'ellipse, par un point 
donné sur cette courbe. 

Solution 1: Décrivez un demi-cercle sur le grand axe AB (P: II, 
F. 20); tirez, du point donné E, une parallèle au petit axe CD; 
par le point K où la parallèle rencontre la demi-circonference , 
menez une tangente à cette courbe; puis joignez E au point H, 
intersection de la tangente KH et du grand axe. 

Demonstration: La droite HE se trouve effectivement tangente 
en E à l'ellipse; car cette courbe est la projection horizontale du 
cercle AKB..., le point E est celle du contact K, l'intersection H 
de KH et du diamètre AB se projette sur elle-même ; par conséquent 
EH forme la projection de KH, ét la première droite touche l'ellipse 
en E, puisque la seconde touche le cercle en .K. 

Solution 2 : Traces, par le point donné E, un diamètre EG (P.I, 
F. 31); tirez une corde quelconque HI, parallèlement à EG, puis le 
diamètre IK; joignez les deux autres extrémités de ces droites, et 
menez par E une parallèle à HK. 
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Demonstration: La droite EN est tangente, si HK est parallèle 
au conjugué de EG (54). Or le parallélisme résulte de la solution 2 
du problème (g), page 22. ' 
Solution 5 : Tirez, par le point donné L, deux cordes quelconques 
LK, LM (P. Il, F. 21); menez parallèlement à ces cordes et de 
leurs autres extrémités K, M, deux nouvelles cordes KI, MH. La 
droite ELG tracée parallèlement à HI sera la tangente demandée (64). 
Solution 4: Après avoir tiré les rayons vecteurs FH, F'H du 
point donné H (P. II, F. 18), prolongez l’une de ces dfoites, FH 
par exemple, d’une longueur HI égale à l’autre F'H; puis abaissez 
de H une perpendiculaire GE sur F'I. 
Démonstration : Puisque le triangle F'HI est symétrique et que 
HE coupe la base d'équerre, l'angle FHE==EHI==FHG, et par 
conséquent EG est tangente en H (57). 


Prost. (b): Mener une tangente à Vellipse, par un point donné 
hors de cette courbe. 

Solution 4: Du point donné G (P. II, F. 18), avec un rayon 
égal à la distance de ce point au foyer F’ le plus voisin du contact 
cherché, décrivez un arc de cercle F’I; de l’autre foyer F, avec le 
grand axe AB pour rayon, décrivez un second arc qui coupe lé 
premier; marquez l'intersection I de ces deux arcs, puis abaissez 
de G une perpendiculaire GE sur F’I. Cette perpendiculaire sera 
tangente à l'ellipse, et si vous voulez déterminer exactement le 
contact H, il ne vous rêstera plus qu’à tirer la droite FHI. 

Demonstration: Le point H de GE se trouve à égales distances 
de F' et de I, puisque cette droite est perpendiculaire au milieu 
de FT. Conséquemment, F'H— HI, FH + F'H— FI — AB, et 
le point H appartient aussi à l’ellipse. D'ailleurs, le triangle F’HI 
étant symétrique, il s'ensuit que l'angle F'HE — EHI = FHG et 
que la droite GE satisfait au principe 57. 

Observation : Comme le point donné fà est hors de l’ellipse, la 
somme de la distance FG des centres des deux arcs et du plus petit 
rayon GF', surpasse le plus grand rayon AB. Les arcs se coupent 
donc en deux points I, I’, et le tracé donne les deux tangentes 
GE, GE’ qu'on peut mener à l’ellipse d'un point extérieur. 

Solution 2: Tirez du point donné P (P. II, F. 23) deux sécantes 
quelconques PL, PM; joignez leurs points d'entrée et leurs points de 
sortie, par quatre droites IK, ML, KM, IL; unissez le concours G 
des deux premières au croisement H des deux dernières, et marquez 
le point È où la droite GH coupe une seconde fois la courbe. Les 
droites PE, PN seront les deux tangentes qui peuvent être menées 
à lellipse par le pôint P (67). 


Prost. (c): Tracer, parallèlement à une droite donnée, une 


tangente de l'ellipse. 


Solution 1: Tracez deux cordes quelconques EG, HI parallèles 
à la droite donnée PQ (P. I, F. 28); déterminez les milieux K, L 
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de ces cordes, et par les points M, N où KL rencontre la courbe, 
menez des parallèles à PQ. 

‘ Demonstration: Les cordes EG, HI sont parallèles au conjugué 
du diamigre MN (35). Donc, MR, qui l'est aussi, touche l’ellipse 
en M . 

Rea 2: Tirez une corde HK parallèle à la droîte donnée 
PQ (P.I, F. 31), puis un diamètre KI, et menez un second 
diamètre EG parallèle à la corde HI. Les parallèles à PQ , tracées 
par les extrémités de EG, seront tangentes à la courbe. 

Démonstration : En effet, HK est parallèle au conjugué LM de 
EG, d’après la solution 2 du probleme (9), page 22. Conséquem- 
ment, EN est aussi parallèle a LM,.et (54) cette droite touche 
l'ellipse en E. 

Solution 3: Abaissez, de l’un des foyers, une perpendiculaire F’I 
sur la droite donnée LM (P. II, F. 18); décrivez de l’autre foyer F, 
avec.le grand are AB pour rayon, un arc qui coupe F'I; joignez le 
centre F à l'intersection I, et par le point H où FI rencontre la 
courbe, tracez une parallèle à LM. 

Démonstration: La parallèle GHE est effectivement tangente à 
l'ellipse, car elle se trouve d’&querre, comme LM, sur FI; le 
triangle F'HI est symétrique, puisque HI=FI-— FH=AB— FH 
et que FH = FH + F'H — FH = AB — FH; conséquemment, 
l'angle FHE = EHI = FHG (57). 


Pnost. (d): Tracer, perpendicularremer® à une droite donnée, 
une tangente de l'ellipse. 

Solution 1: Tirez deux cordes quelconques GE, IH perpendi- 
culaires à la droite donnée RS (P. I, F. 28), puis achevez comme 
dans la solution 1 du problème précédent. 

Solution 2: Tirez une corde HK perpendiculaire à la droite 
donnée RS (P.I, F. 31), puis achevez comme dans la solution 2 
du problème précédent. 

Solution 3: Menez, par l'un des foyers, une parallèle F'I à la 
droite donnée NP (P. II, F. 18), puis achevez comme dans la 
solution 3 du problème précédent, en observant de tracer GHE 
perpendiculairement à NP ou à FI. 

Solution 4: Tracez d'abord une tangente KL parallèle à la droite 
donnée UV (P. U, F. 19), en employant une des trois solutions 
du problème précédent ; décrivez ensuite du centre O, avec un 
rayon BD, une circonférence ; tirez le diamètre LOM et joignez M 
à K. La droite MK sera tangente à l'ellipse, perpendiculaire à KL, 
et par suite, à UV (62). 


Pnosc. (e): Marquer le contact d'une droite donnée KM tangente 
à Pellipse (P. II, F. 19). 

Tracez un diamètre parallèle à KM, et cherchez le conjugué de 
ce diamètre (probl. g, page 22); son intersection avec la tangente 
sera le contact demandé (54). 
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Tracé des ellipses tangentes à des droites. 


69. Paonz. (a): Tracer une ellipse qui touche une droite donnée 
EN, en un point désigné E (P.I, F. 31). 

Tirez de E une droite quelconque EG, et après avoir pris sur 
cette droite deux parties arbitraires, mais égales, EO, OG, menez 
par O une parallèle à EN. Si vous portez alors une longueur quel» 
conque de O en L et en M, EG et LM seront diamètres conjugués 
d'une ellipse qui touchera EN en E (54), et vous tracerez la courbe 
en appliquant une des solutions du problème (f), page 38. 

Observations : Si l'on donnait Tangle des diämetres conjugués, il 
faudrait que GEN égalât cet angle; mais le problème aurait encore 
une infinité de solutions. 

Si le centre O était connu, vous devriez joindre E à O et prendre 
OG = 0E. 

Si les longueurs des diamètres conjugués étaient données, EG 
devrait égaler une de ces longueurs ; OL et OM seraient chacun 
la moitié de l'autre, et LM passerait par le milieu de EG. 

Le œ@roblème n'a plus qu'une solution, lorsque les longueurs des 
diamètres conjugués et leur angle sant assignés. 


Pnonr. (b): Tracer une ellipse qui soit touchée par une draite 
GE, en un sommet A marqué ser la droite (P. II, F. 19). 

Elevez en À une perpendiculaire sur GE et achevez comme dans 
le problème précédent, en recourant au problème (a) ou au pro- 
blème (3) du n° 53, pour le tracé de la courbe. 

Observation : Le procédé est encore le même, quand le contact 
doit se faire à l'une des extrémités du petit axe. Dans les deux _ 
cas, le problème a une infnité de solutions. : 


Paosı. (c): Tracer une ellipse qui touche deux ‘droites d'iquerre 
EG, GH, en des points A, C, extrémités des axes (P. II, F. 19). 
Menez par À et par C des parallèles à GH, EG. Le point Ô où 
elles se couperont sera le centre; AB double de AO sera l'un des 
axes ; CD double de CO donnera l’autre, et vous pourrez employer, 
tracer la courbe, les solutions du problème (a) ou du pro- 
blème (b), n° 53. 


Paosc. (d): Tracer une ellipse qui touche deux droiles quelcon- 
ques PE, PN, en des points marqués E, N (P. II, F. 23). 

Joignez E à N par une droite indéfinie; tirez dans l’angle EPN, 
deux droites quelconques PL, PM; d'un point M de l'une, tracez 
une droite MG qui aille couper le prolongement de EN; unissez 
par les droites L(), MR, les intersections de PL, PM avec MG, 
EG ; menez PS au croisement S de LQ, MR, et par la rencontre H 
de PS, EG, tracez les droites LH, MH; elles couperont PL, PM 
en des points I, K, et ces points, ainsi que L, M, appartiendront 
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à l’une des ellipses qui peuvent toucher PE, PN en E et en N. 
Vous aurez donc, pour tracer cette courbe, six points et deux limites 
droites PE, PN (3). Au reste, nous verrons plus loin, au chapitre 
des ellipses circonscrites à des polygones, les moyens de trouver 
tous les points d'une ellipse qui doit passer par les cinq sommets 
d’un pentagone EIKLME. 

Démonstration : Puisque la figure devient celle du n° 67, si l'on 
supprime les droites LO, MR, PS, il suffit de faire voir que PH 
et PS doivent se confondre. Or la théorie des transversales apprend 
que le point T, conjugué de G, est déterminé soit par PH qui 
résulte du croisement de LI, MK, soit par PS qui résulte du croi- 
sement de LQ, MR, lorsque les droites IK, QR concourent au 
point G de MG. Donc, PH, PS passent toutes deux par T et ne 
forment qu'une seule droite PT. 


NORMALES DE L'ELLIPSE. 


70. Toute normale de l'ellipse (4) fait des angles égaux avec les 
deux rayons vecteurs du point d’mcmence où elle coupe la courbe. 

En effet, la normale HQ (P. II, F. 18) fait deux angles droits gec 
la tangente EG; les angles FHG, F'HE .. formés par cette tangente 
et les rayons vecteurs FH, F'H, sont égaux (57); par conséquent, 
GHQ — FHG = EHQ — F'HE, ou bien FHQ = F'HQ. 


74. Toutes les normales d'une ellipse coupent le grand axe entre 
les foyers. 

- Puisque la normale HQ d’un point quelconque de l'ellipse (P. II, 
F. 18) est bissectrice de l’angle FHF' des rayons vecteurs de ce point 
(70), elle ne peut sortir de cet angle, ni par conséquent en couper 
les transversales ailleurs qu'entre les côtés. Or, les côtés passent 
par les foyers. Donc, la transversale que forme le grand axe AB est 
nécessairement rencontrée par la normale HQ entre F et F’. 


72. Les quatre normales des extrémités des axes passent seules 
par le centre de l’ellipse. \ 

D’abord, ces quatre normales passent par le centre, puisqu’elles 
se confondent avec les axes, qui sont aussi perpendiculaires aux tan— 
gentes menées par leurs extrémités (56). Mais, si toute autre normale 
HQ (P. II, F. 18) passait par le milieu O de FF’, le triangle FHE' 
serait symétrique, puisque la bissectrice d'un angle de triangle 
partage le côté opposé en deux parties proportionnelles aux deux 
autres còtés. Or, ce sont évidemment les seules extrémités du petit 
axe CD qui ont des rayons vecteurs égaux. 


- 75. Les normales de deux points E, G symétriquement placés 
par rapport à un ae, coupent cet are en un méme point L et sont 
égales (P. Il, F. 20). ‘ 

Il suit du principe 59 que les triangles rectangles EIH, GIH, 
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formés par les tangentes EH, GH, sont égaux; de leur égalité résulte 
celle des angles EHL, GHL. Conséquemment, les normales des 
points E, G forment des triangles rectangles égaux avec les tangentes 
et le grand axe ; les hypothénuses de ces deux triangles sont égales, 
et le sommet L de l'un se confond avec le sommet correspondant 
de l'autre; de plus, EL = GL. 


74. Les normales qui concourent ailleurs que sur un axe sont 
inégales (P. Il, F. 24). e 

En effet, les tangentes HE, HG étant inégales (60), il s'ensuit 
que les normales LE, LG le sont aussi, car la même oblique LH 
ne s'écarte pas autant de la première que de la seconde. 


75. Les normales EL, GL de deux points symétriques par rapport 
au grand aze ont leur intersection L entre la corde EG de ces points 
et le centre O de Vellipse (P. II, F. 20). 

La normale EL étant bissectrice de l’angle FEF' des rayons vecteurs 
du point E (70), coupe FF’ en deux parties proportionnelles à ces 
rayons, de sorte que FL: FL:: FE: FE. Or FE est moindre 
que FE; par conséquent, FL est aussi moindre que F'L, et le 
point L se trouve entre I et O, puisque FO =F'0 (49). 


76. Les normales EM, NM de deux points symétriques par rapport 
au petit axe ont leur intersection M au-delà du centre O de l'ellipse, 
relaiwement à la corde EN de ces points (P. II, F. 20). 

Puisque EL coupe AB entre A et O (75), elle rencontre néces- 
sairement CD au-delà de O relativement à EN (73). 


Tracé des normales de l'ellipse. 


77. Prosi. (a): Tracer une normale de Vellipse, par un point 
donné sur la courbe. ° 

Solution 1 : Menez une tangente EH par le point donné. E (P. II, 
F. 20); puis élevez une perpendiculaire EL sur cette tangente, au 
point de contact (4). 

Solution 2: Tirez les rayons vecteurs FH, F'H du point donné 
H (F. 18); puis tracez la bissectrice HQ de l'angle FHF' (70). 


Prost. (b): Tracer une normale de Vellipse, par un®point E 
donné hors de la courbe (P. II, F. 25). 

Décrivez une circonference dont le centre soit le point donné E, 
et le rayon, la distance de ce point au foyer F’ le plus voisin; 
decrivez ensuite un.arc GH, de l’autre foyer F, avec le grand axe 
AB; tirez F plusieurs rayons de 'cet arc; marquez les milieux 
I, 1, I", I’ des parties de rayon comprises entre GH et l'are de 
la circonference E dont la concavité regarde celle de GH; joignez 
ces milieux par une courbe Il'I"I""; le point K où elle coupera 
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lellipse sera précisément le point d'incidence de la normale, de sorte 
qu’en joignant E à K, vous aurez la droite demandée. 

Démonstration : La courbe auxiliaire INI"I" est le lieu du milieu 
de chaque partie de rayon. Si donc l'incidence K de la normale EK 
forme le milieu de la partie LM du rayon FL, cette incidence se 
trouvera effectivement sur la courbe auxiliaire. 

D'abord KL = KF', car FK + KL = AB et FK + KF' — AB. 
Ensuite, l'angle EKM = EKF" (70); EM == EF’; par conséquent, 
les triangles EKM, EKF sont égaux, et KM — KF' — KL. 


Prost. (c) : Tracer une normale de Vellipse, par un point E' donné 
dans l'espace que renferme la courbe (P. H, F. 25). 

Appliquez la solution du problème précédent. 

Démonstration : L'égalité de KM et de KF', qui vient d'être 
établie, rend égaux les triangles KNM, KNF’, formés par la corde 
F'M du cercle E. La normale EE’ coupe donc cette corde d’equerre 
et au milieu. Il s'ensuit que la circonférence décrite de E', avec E'F', 
passe par M ; que LM est la partie du rayon FL compriße ehtre GH 
et l’arc de E’ dont la concavité regarde celle de GH, et que la 
courbe auxiliaire, deduite des rayons de la circonférence F, coupe 
LM en deux parties égales. On ferait voir d’ailleurs, comme tout- 
à-l'heure, que l'incidence K est le milieu de LM. 


AppLications : I. Le tracé des normales de l’ellipse est indis- 
pensable, lorsqu'on fait des voûtes surbaissées ou surhaussées, en 
berceaux dont cette courbe est la directrice. Les joints doivent être 
en effet des plans normaux de la surface cylindrique : s'ils ne formaient 
pas des coins droits avec les deux douelles courbes voisines , il 
serait à craindre que la pression exercég par les pierres, les unes 
sur les autres, n'écrasât la partie mince de celles qui présenteraient 
des coins aigus. Conséquemment, les droites égales qui représen- 
tent les joints sur l'épure, sont des normales à l’ellipse cintre du 
berceau. 

La figure 26 (P. II) offre une voûte elliptique surbaissée. AB 
est le grand axe de l'ellipse; CD, EF, etc., sont des normales 
qui montrent les directions des joints; ACDGH, CDIFE, etc., 
forment les têtes des voussoirs. Pour avoir les points.C, E, etc., 
par lesquels il faut mener des normales à l’ellipse, on divise le cintre 
en autant de parties égales qu'on veut de voussoirs. 

La figure 27 est l'épure d’une voûte elliptique surhaussée. CD for- 
me le petit axe ; les normales qui représentent les joints concourent 
deux à deux sur le grand axe AO (73); les divisions de l’ellipse se 
font comme précédemment. 

Enfin, dans certains cas, la construction de ces sortes d'épures 
exige qu'une normale à l'ellipse soit menée par un point extérieur. 

II. La réflexion des corps parfaitement élastiques, qui choquent 
une surface ou une ligne, se fait de manière que l'angle de réflexion 
est égal à l'angle d'incidence, et ces angles sont ceux que fait la 
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normale de la surface ou de la ligne au point frappé, avec les deux 
drections du corps choquant. Si donc un corps élastique part de 
Iım des foyers d’une ellipse et va heurter contre un point quelconque 
de la courbe, il doit revenir selon l’autre rayon vecteur de ce point, 
et par conséquent passer par l'autre foyer. Ainsi, sur un billard 
qui serait elliptique et dont les mouches seraient placées aux foyers, 
la bille qu'on enverrait de l’une de ces mouches contre la bande, 
serait renvoyée directement vers l’autre. 

DI. Ce qui vient d'être dit d’une bille doit se dire aussi de Yair 
en mouvement, car l'air est très-élastique, comme le prouvent les 
bonds du ballon dont s'amusent les enfants. Il s'ensuit que la meil- 
leure place pour entendre un orateur qui se trouverait à l’un des 
foyers d'une salle elliptique, serait l’autre foyer : les vibrations que 
la voix imprimerait à l'air selon tous les rayons vecteurs du premier 
foyer, seraient reproduites, par le choc, selon les rayons vecteurs 
qui passeraient par le second. | 

Si, dans une semblable salle, quelqu'un placé à l’un des foyers 
parle tellement bas, qu'il ne puisse être entendu d'une personne 
placée vers le centre, il l’est néanmoins de celle qui se trouve à 
l'autre foyer, quand les parois sont propres à bien réfléchir le son. 

Il existe des salles de spectacle dont la forme oblongue est presque 
elliptique. L'avant-scène où parlent les acteurs contient l’un des 
foyers. L'autre se trouve dans le parterre, sur le gand axe de la 
salle, à quelque distance du cintre. C’est donc vers ce point quil 
faut se placer pour bien entendre. 

Si la salle, au lieu d'être oblongue, forme un demi-cercle, les 
acteurs sont à peu près au centre; les vibrations de l’air se font selon 
les rayons du cercle, qui sont aussi les normales de la courbe ; le choc 
les reproduit exactement selon ces mêmes rayons, et tous les spec- 
tateurs placés à la même distance du centre, entendent aussi bien 
les uns que les autres. On voit par là que la forme circulaire est celle 
qui convient le mieux à une salle de spectacle, et en général à toute 
salle où l'on se réunit pour entendre un orateur. 


‘COMBINAISONS DE L'ELLIPSE ET DES POLYGONES. 


« Les combinaisons de l’ellipse et des polygones présentent quatre 
as principaux. ll s'agit soit d'inscrire ou de circonscrire un polygone 
à une eHipse, soit de circonscrire ou d'inscrire une ellipse à un 
polygone donné. Chacun de ces cas se subdivise en plusieurs autres 
parmi lesquels nous choisirons les plus intéressants. » 

« L'inscription et la circonscription des polygones irréguliers à 
Tellipse ont peu d'utilité; mais celles de la courbe à ces polygones 
offrent de l'intérêt : la seconde opération revient à tracer une ellipse 
dont on connaît un certain nombre de points quelconques, et dans 
la première, il faut tracer une ellipse qui soit tangente à un certain 
nombre de droites données de position. Ces deux circonstances 
peuvent, on le sent bien, se présenter dans la pratique. Nous ne 
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les considérerons toutefois qu'après nous être occupés des combi- 
naisons de l'ellipse et des polygones réguliers ou des polygones 
irréguliers qui présentent quelque chose de remarquable: celles-là 
sont Îles plus importantes; déjà plusieurs arts les emploient, et 
quand elles seront plus connues, on fera certainement un usage 
plus fréquent encore de quelques-unes. » | 


Polygones inscrits è l’ellipse. 


78. Deux cordes CE, CG (P. II, F. 28) qui, partant de l'ertré- 
mité de lun des axes, font avec cette droite des angles de 50°, ont 
leurs autres extrémités È, G écartées d'une quantité égale à chacune 
d'elles, et forment un triangle équilatéral CEG inscrit à l’ellipse. 

Cela provient de la symétrie de la courbe par rapport à ses axes. 
En effet, les cordes CE, CG faisant le mème angle avec le petit 
axe CD, sont symétriquement placées relativement à cet axe, et il 
en est de même de leurs points correspondants situés sur des paral- 
lèles au grand axe. Menons donc par E une de ces parallèles. 
Le point où elle rencontrera CG sera le symétrique de E et se 
trouvera aussi sur l'ellipse; par conséquent, il se confondra avec 
l'extrémité G de CG, puisqu’une droite ne peut couper la courbe 
en plus de deux points (4 et 24). Ainsi; la corde EG est per- 
pendiculaire sur CD ; les triangles CLE, CLG sont rectangles ; les 
angles E, G valent chacun 60°, cimme l'angle ECG, et le triangle 
inscrit CEG est équilatéral. 


79. De tous les triangles équilatéraux qu’on peut inscrire à 
l'ellipse, le plus grand est celui dont un côté se trouve parallele 
au grand ae. 

On l'appelle triangle équilatéral maximum. 

En effet, le côté d'un autre triangle plus grand que CEG (P. II, 
F. 28) surpasserait CE, puisque les figures semblables se contiennent 
comme les quarrés numériques de leurs droites correspondantes. Or, 
transportez le système des deux cordes CE, CG partout ailleurs, 
en plaçant sur la courbe l'extrémité commune C et les deux autres 
extrémités E, G, leur angle sera toujours plus petit que ECG ou 
60°, en raison de ce que la courbure de l'ellipse croit à mesure 
qu'on s'éloigne des extrémités du petit axe pour se rapprocher des 
sommets À, B. Comme deux cordes égales, plus grandes que CE, CG, 
et issues de la nouvelle position de GC, formeraient un angle moindre 
encore, on doit conclure qu'aucun point de l’ellipse ne peut devenir 


le sommet d'un triangle équilatéral plus grand que celui dont le petit 
axe est un des axes de symétrie. 


80. De tous les triangles Tesloteraus qu'on peuf inscrire à 
Pellipse, le plus petit est celui BEG dont un côté se trouve parallèle 
au petit axe (P. II, F. 29). 

n l'appelle triangle équilatéral minimum. 
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Un triangle équilatéral inférieur en superficie à BEG aurait un 
té moindre que BE, puisque les figures semblables se contiennent: 
e fes quarrés numériques de leurs droites correspondantes, et 
si l'on transporte le système des deux cordes BE, BG partout ailleurs, 
en plaçant sur la courbe l’extrémité commune B , ainsi que les deux 
autres E, G, elles formeront toujours un angle d’une indication 
supérieure à EBG ou à 60°, attendu que la courbure de l’ellipse 
décroit des sommets aux extrémités du petit axe. Comme deux cordes - 
égales , plus courtes que BE, BG, et issues de la nouvelle position 
de B, formeraient un angle plus ouvert encore, il est clair qu'aucun . 
point de l’ellipse ne peut devenir le sommet d’un triangle équilatéral 
plus petit que celui dont le grand axe est un des axes de symétrie. 


Pros. (a): Tracer le plus grand des triangles équildtéraux 
inscrits à Pellipse. 

Portez une longueur arbitraire sur le grand axe, du centre‘ O 
en H et en I (P. II, F. 28); puis, avec HI pour rayon, décrivez, 
de l'un des points H ou I, un arc qui coupe le petit axe ou son 
prolongement, et menez, par l'extrémité C de ce même axe, des 
cordes CE, CG, parallèles aux droites KH, KI. Il ne restera plus 
qu'à joindre les extrémités E, G de ces cordes (79), car le triangle 
GEG sera semblable à HIK, et par suite, équilatéral comme ce 

er. 


Prost. (b) ° Tracer le plus petit des triangles équilqtéraux 
inserits à Vellipse. 

Portez une longueur arbitraire sur le petit axe, du centre O en 
H eten I (P. II, F. 29); puis, avec HI pour rayon, décrivez, de 
l'un des points H ou I, un arc qui coupe le grand axe ou son pro- 
longement, et menez par l'extrémité B de ce même axe, des cordes 
BE, BG parallèles aux droites KH, KI. Si ensuite vous joignez les 
extrémités E, G de ces cordes, vous formerez le triangle BEG qui, 
semblable è HIK, sera le triangle demandé (80). 


81. Les droites qui joignent deux à deux les extrémités consé- 

eutives de deux diamètres quelconques EG, HI (P. II, F. 30), 
t un parallélogramme inscrit à Vellipse. 

En effet, les diamètres EG, HI sont les diagonales du q'iadrilatère 

RHGI, et parce qu'ils se coupent réciproquement en leur milieu 

0 (32), cette figure est un parallélogramme. 


82. Tout parallélogramme EHGI inscrit à Vellipse (P.I, F. 30) 
a ses lignes-milieur KL, MN sur deux diamètres conjugués. 

Les lignes- milieux, passant par l'intersection O des diagonales, 
sont les directions de deux diamètres (32), et comme chacune est 
parallèle à deux côtés du parallélogramme, c’est-à-dire à deux cordes 
parallèles que l’autre coupe par le milieu les diamètres de mêmes 
directions sont conjugués (35). 3 
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85. Il y a égalité de superficie entre tous les parallélogramma 
inscrits dont les diagonales sont des diamètres conjugués. 


Tous les parallélogrammes inscrits à l’ellipse forment les pröjectichs 
, de rectangles inscrits au cercle qui a produit la courbe, car ces rec- 

tangles sont les seuls quadrilatères inscrits qui puissent avoir leurs 
lignes-milieux sur des diamètres perpendiculaires (82 et 37); mais 
les parallélogrammes inscrits qui ont des diamètres conjugués pour 
diagonales, forment les projections de carrés inscrits au cercle, car ces 
carrés sont les seuls quadrilatères inscrits qui puissent avoir pour 
diagenales des diamètres d'équerre. 
° Ainsi, chaque parallélogramme est la troncature d'un prisme oblique, 
à base carrée, dont les arêtes parallèles sont formées par les lignes 
projetantes. Le volume de ce prisme égale le produit du carré mul- 
tiplié par la moyenne des distances des quatre sommets de la tron- 
cature au plan de la base, et cette moyenne vaut la distance du centre 
de l'ellipse au même plan. Donc, le volume du prisme est constant, 
quel que soit le parallélogramme de sa troncature. 

Considérons maintenant le même prisme comme ayant pour base 
le parallélogramme inscrit à l'ellipse et pour troncature le carré inscrit 
au cercle; il sera droit et son volume égalera l'aire du parallélo- 
gramme multipliée par la moyenne des quatre arêtes parallèles ou 
par l'axe, distance du centre de l'ellipse au centre du cercle. D’ail- 
leurs, ce volume n'ayant pas changé dans le renversement, restera 
constant. Or l'axe, qui en est le second facteur, ne yarie point avec 
les angles de la base. Donc, la supérficie de cette base ne peut 
varier non plus. 


84. De tous les parallélogrammes qu'on peut inscrire à une ellipse, 
ceux dont les diagonales sont des diamètres conjugués ont la plus 
grande superficie. 

Ils sont appelés parallélogrammes marimums. 

À ceux-là sont équivalents, il suffit d'en comparer un quel- 
conque au parallélogramme EIGH (P. IE, F. 30) dont les diagonales 
sont des diamètres non conjugués. Prenons, pgr exemple, le paral- 
Kélogramme EPGQ qui a une diagonale commune avec EIGH, et 
dont l'autre diagonale PQ est le conjugué de EG. Les deux figures 
se contiennent comme les triangles EPG, EHG qui en song les 
moitiés. Or, ces triangles ayant même base EG se contiennent comme 
leurs hauteurs, c'est-à-dire comme les distances de P et de H à 

- la base commune EG. La distance de P à EG est celle de la tangente 
en P (54), ct cette tangente passe au-dessus de H. Donc le triangle 
EPG se trouve plus grand que EHG. 


1 AOBL. (a): Inscrire un parallélogramme quelconque dans une 
ellipse. 

Tirez deux diamètres EG, HI (P. H, F. 30) et quatre cordes 
qui joignent les extrémités de l’un à celles de l’autre. H en résultera 
un quadrilatère EHGI, et cette figure sera un paralliogramme (81). 
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Paont. (bd): Inscrire à Vellipse un parallélogramme dont on 
connatt un clé. 

Portez ce còté comme corde sur la courbe, de E en H, par 
esemple (P. II, F. 30); tirez ensuite les diamètres EG, HI, et 
achevez comme dans le problème précédent. 


Pnost. (c): Tracer dans une ellipse un des plus grands parallé- 
logrammes inscrits (P. II, F. 30). 

Tirez deux diamètres conjugués EG, PQ (41, probl. f), et ache- 
«ver comme dans le probleme (a). 


85. Le plus grand de tous les losanges inscrits à l’ellipse est celui 
qui a les axes pour, diagonales. _ 

On le nomme losange maximum. 

Puisque les axes seffpupent d'équerre et par le milieu, le quadri- 
latère dont leurs extrenftes forment les sommets est bien un losange. 
N est d’ailleurs au nombre des plus grands parallélogrammes inscrits, 
attendu que les axes sont des diamètres conjugués (35). Enfin, on 
ne peut inscrire un autre losange de même superficie (83), par la 
raison qu'il n'y a qu’une paire de diamètres conjugués d'équerre (39). 


Prost. (a): Inscrire à lellipse un losange quelconque. | 

Tirez deux diamètres d'équerre EG, HI (P. IX, F. 31), et joignez 
leurs extrémités. La figure EHGI est un losange inscrit, puisque 
ses diagonales se coupent d’&querre et par le milieu en ©, centro 
de l'ellipse. | 


Prost. (0): Tracer dans une ellipsg le plus grand des losange 
inserite. 
Tirez les axes AB, CD, et joignez leurs extrémités (P. II, F. 31). 


Apprication: L'ellipse et son losange inscrit maximum sont em- 
ployés pour décorer une foule de produits industriels. 


86. Le plus grand de tous les rectangles inscrits à lellipse est 
celui qui a pour diagonales les diamètres conjugués égaux. 

On le nomme rectangle maximun. - | 

Le quadrilatère dont les sommets sont aux extrémités des diamètres 
conjogués égaux est en effet un rectangle, puisque ses diagonales 
sont égales et se coupent par le milieu. Il est d'ailleurs an nombre 
des plus grands parallélogrammes inscrits (84) , et l'on ne peut ins- 
crire wn autre rectangle de mêmo superficie, attendu que Tellipse 
a une seule paire de diamètres conjugués égaux (39). 


Pnosti. (a): Inscrire un rectangle quelconque à une ellipse. 

Traces deux diamètres égaux quelconques EG, HI (41, probl. e) 
et joi leurs extrémités (P.I, F. 32). Le quadrilatère inscrit 
EHGI sera un rectangle, \ 
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Propr, (db): Inscrire à Vellipse un rectangle dont on con 


un côté (P. II, F. 32). ° 


Portez la moitié du còté sur le grand axe, par exemple, du centre 
O en Pet en €; menez, par ces deux points, des parallèles au 
petit axe; tirez, de leurs intersections E, H avec la courbe, les 
diamètres EG, HI, et achevez comme dans le problème précédent. 


Pros. (c): Tracer dans une ellipse le plus grand de tous les 
rectangles inscrits. n 

Tracez les deux diamètres conjugués égaux KL, MN (41, probl. #) 
et joignez leurs extrémités (P. II, F. 32). Le quadrilatère KMLN 
sera le rectangle demandé. 

87. On ne peut inscrire à Vellipse qu'un seul carré. 

Le carré a ses lignes-milieux d’&querre, Mei que ses diagonales ; 
les premières sont égales, comme les seconües, et le croisement des 
unes se confond avec le croisement des autres. Mais, le carré inscrit 
doit avoir ses lignes-milieux sur des diamètres conjugués (82) ; elles 
sont donc sur les axes (39) ; par suite, ses diagonales sont des 
diamètres égaux qui se coupent d’équerre. Or, il n'y a qu'une seule 
paire de tels diamètres (41). 


Prosiime: Tracer le carré inscrit d’une ellipse. 

Solution 1 : Tracez les diamètres égaux et d’&querre (41, probl. k), 
puis joignez leurs extrémités. 

Solution 2: Portez sur le petit axe, du centre O en E, la corde 
AC du quart de l’ellipse (P. II, F. 33), et menez, par l'extrémité 
C du mème axe, une parallèle CG à EA. La distance OG du centre 
à l'intersection G de cette parallèle et du grand axe sera la demi- 
ligne-milieu du carré inscrit. Si donc vous menez par G une parallèle 
à CD et que, par les points H, I où elle rencontrera la courbe, 
vous tiriez les diamètres HK, IL, le quadrilatère HIKL formera le 
carré demandé. 

Démonstration : La construction donne OE : OC °° OA : OG et 
OE=AC. Il faut donc démontrer qu’en effet AC * OC : : OA : OG, si 
OG = GH moitié du côté du carré inscrit. Décrivons un demi-cercle 
sur le grand axe AB et prolongeons GH jusqu'à cet arc. Nous aurons 
d'abord OC’: OC ;: GH’ GH (44) ou 0A: OC :: GH: GO, ce 
qui montre qu'il y a similitude entre les triangles rectangles AOC, 
H'GO. Il en résulte AC : OC : : OH' : OG. Or, OH’ = OA. 


88. Les concours des côtés opposés d'un quadrilatère inscrit à 
Vellipse sont en ligne droite avec ceux des paires de tangentes menées 
par les sommets opposés. 

Soient le quadrilatère inscrit ABCD (P. III, Fig. 1) quiaE, F 
pour concours de ses còtés opposés, et les tangentes BG, DG menées 
par les sommets opposés B, D. Le concours G de ces tangentes se 


fera nécessairement sur la droite EF. 


ia 
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En effet, E est le concours des tangentes dont la corde des contacts 
est HI, partie de FK (67); F est le coucours des tangentes dont la 
corde des contacts est LM, partie de EK, et la diagonale BD est la 
corde des contacts des tangentes qui concourent en G. Comme les 
trois cordes se croisent en K, ce pôle a une polaire qui passe par 
E, F, G (63), et par suite, ces trois points sont en ligne droite. 


89. Les côtés opposés de tout hexagone inscrit à l'ellipse donnent 
trois points de concours situés en ligne droite. 

Si les concours A, B, C (P. III, F. 2) des côtés opposés de 
l'hexagone inscrit DEFGHI sont effectivement en ligne droite, ils 
y seront encore quelle que soit la petitesse des côtés DE, GH, par 
exemple. Or, quand ces deux côtés se réduisent chacun à un seul 
point, AD, AH deviennent les tangentes AD’, AG’; l'hexagone se 
change en un quadrilatère D'FG'ID', et ses côtés opposés donnent 
deux concours situés en ligne droite avec À (88). Donc, les trois 
concours fournis par l'hexagone sont aussi en ligne droite. 


90. On peut toujours obtenir quatre concours triples, en tirant 
convenablement six droites, par les intersections d’un côté quelconque 
de tout hexagone inscrit à l’ellipse avec les cinq autres et la diago- 
nale qui donne deux quadrilatères, sans aboutir au premier côté. 

Cette proposition est vraie, si elle l’est pour le cercle, car en le 
projetant obliquement sur un autre plan, on obtiendra une ellipse 
et un hexagone inscrit ; de plus, les projections des quatre concours 
triples seront aussi les concours des projections des droites qui les 
forment. 

Soit donc l'hexagone ABCDEFA inscrit au cercle 0 (P.TII, F.3); 
prolongeons les trois côtés BC, AB, AF et la diagonale CF jusqu'au 
prolongement du côté DE; tirons, par les intersections G, H, D, 
trois concourantes quelconques Gh, HI, DI ; joignons les intersections 
E, K, à un point quelconque L de GI, et menons MP; cette dernière 
droite passera nécessairement par le croisement N de DI, LK, et 
nous aurons les quatre concours triples I, L, P, N. 

Considérons’ d’abord le cas où la diagonale a la position CF’ pa- 
ralièle à DE; la droite LK devient LK’, l'intersection M passe à 
l'infini, PM se change en PM’ parallèle à DE, et il faut démontrer 
que N’, intersection de PM’, DI, se confond avec celle de PM’, LK’. 


Nous indiquerons cette dernière par n et nous aurons à faire voir 


que Pn = PN'. 
Les concourantes DI, HI, GI donnent 
PQ © PN' °° GH: HD. 
Les triangles GBH, GK'A sont semblables, parce que l’angle 
CBH — CFA — CK'A, et ET 
GH * GA *° GB: CK. 
D'ailleurs, les sécantes GA, GE fournissent l'égalité 
GA X GB = GE Xx GD; — 


$ 
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par suite, 

GH® GD °° GE? GE', cu GH°:GD—GH°° GE : CK'—GE, 

. ou GH HD :° GE : EK!. 

Done, 
PQ : PN °° GE : ER. 

Mais les concourantes K'L, EL, GL donnent 

| __ PQ :Pn:! GEYER. 

Conséquemment , 
PQ: PN... PQ. Pa, 


Pn==PN’, et il y a en effet concours triple en N’ comme en I, L,P. 

Maintenant , faisons pivoter CF sur C et AF sur A, jusqu'à ce que 
F tombe sur E. La droite LK deviendra LE, la droite PM deviendra 
PE, et ces deux droites seront encore coupées au mème point N” 
par DI. Lorsque le mouvement aura porté F sur D, la droite LK 
sera confondue avec LD, PM avec PD, et DI les coupera encore 
au même point D. Ainsi, dans trois positions de CF, les droites 
DI, KL, MP donnent un concours triple, et par conséquent, cette 
circonstance a lieu pour toutes les autres positions. 


94. On ne peut inscrire dans Vellipse aucun des polygones régu- 
liers qui ont plus de quatre côtés. 

En effet, le cercle, pouvant toujours être circonscrit à un polygone 
régulier , couperait en plus de quatre points l'ellipse dans laquelle 
le mème polygone serait inscrit, si ce polygone avait plus de quatre 
côtés. Or évidemment ces deux «ourbes ne peuvent avoir plus de 
quatre intersections. 


Ellipses circonsorites aux poljgones. 


92. Les trois sommets d'un triangle ne suffisent pas pour déter- 
. miner uno ellipse. ° 

Un triangle peut être la projection d'une infinité de triangles 
différents situés dans des plans diversement inclinés sur le plan de 
projection. Ces triangles déterminent des cercles circonscrits fort dif- 
férents aussi, dont les projections sont des ellipses tròs-varibes, mais 
toutes circonscrites au triangle donné. 


Po er, Circonserire une ellipse à un triangle symétrique ABC 
. II, F. 4). 

Abaissez du sommet B, intersection des côtés égaux, une perpen- 
diculaire BD sur le côté opposé ; marquez le point E où elle est 
rencontrée par une perpendiculaire élevée au milieu d'un des autres 
côtés; prenez pour centre de l’ellipse un point quelconque de BD 
ou de son prolongement, mais autre que E qui donnerait un cercle ; 
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pes tracez une ellipse qui ait, par exemple, BF pour axe et passe 
pr À (53, probl. c ou d). 


Paonc. (b): Circonscrire à un triangle équilatéral ABC, une 
elligse dont il soit le triangle équilatéral maximum (P. III, F. 4). 
Abaissez d'un sommet quelconque B une perpendiculaire BD sur 
k côté opposé; marquez-y le centre E du triangle ; prenez pour 
cestre de l'ellipse un point G situé entre E et le nflieu de BD; 
pais tracez une ellipse qui ait 2BG pour petit axe et passe par 
| À (53, probl. d). Le triangle aura son côté AC parallèle au grand 
axe et sera consequemment le plus grand de tous les triangles équi- 
“hiéraux inscriptibles (79). 


ellipse dont il soit-le triangle équilatéral minimum (P. II, F. 4). 
|  Abaissez d'un sommet quelconque B ane perpendiculaire BD sur 
| Le côté opposé; marquez-y le centre E du triangle; prenez pour 
, centre de l'ellipse un point quelconque du prolongement de BE ; puis 
tracez une ellipse qui ait, par exemple, BF pour grand axe et passe 
par A (53, probl. c). Le triangle aura son côté AC parallèle au 
petit axe, et sera conséquemgment le moindre de tous les triangles 


équilatéraus inscriptibles (80). 


| 
| Panoz. (c): Circonscrire à un triangle dquilateral ABC, une 
| 


| 
. Pros. (d): Circonscrire une ellipse à un triangle quelconque. 
Solution 2: Décrivez une ellipse qui ait un des côtés pour l’un 
| deses axes et passe par le sommet opposé (53, probl. e cu d); mais 
cetie construction donne un cercle, quand la distance du troisième 
sommet au milieu du côté pris pour axe égale la moitié de ce côté. 
Solstion 2: Tirez, par deux sommets B, D du triangle ABD 
(P.I, F. 1), les concourantes quelconques BG, DG, et par leur 
miersection G, une transversale EF des côtés AB, AD; joignez à D 
| le point E où, elle coupe AB, et à B le point F où elle coupe AD. 
| La rmcontre € de ED, FB sera un quatrième point de l'ellipse 
Fr pısera par A, B, D et touchera en B, D les concourantes 
, ci 
‚ Vous obtiendrez d'autres points de l'arc elliptique BED, en va- 
rast la direction de la transversale EGF; puis vous acheverez la 
| ‘trbe au moyen de la solution du problème À (53). 
Demonstration : Cette construction donne évidemment un quadri- 
lire ABCD dont les côtés opposés concourent sur la droite EF. 
| Par conséquent (88), ce quadrilatère est inscriptible à une ellipse 
| M aura BG, DE pour tangentes. 
| Solution 3: Donnez-vous à volonté un quatrième point €, placé 
; detelle manière, par rapport aux sommets du triangle-ABD (P. HI, 
FR 1), qu'il forme un quadrilatère dont les côtés opposés soient con- 
| tturants ; joignez leurs concours E, F ; menez d'un point quelconque 
& de EF des droites à deux sommets opposés B, D du quadrilatère; 
ter par G une autre transversale des côtés AB, AD, cb achever 


* 
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comme dans la solution précédente. Vous obtiendrez un cinquième 
point, puis autant d'autres que vous voudrez, qui seront tous situés 
sur un arc elliptique BCD tangent à BG, DG (88) , et cet arc, prolongé 
à l'aide de la solution du problème % (53), passera aussi par A. 

i) 


93. Les quatre sommets d’un quadrilatère ne suffisent pas pour 
déterminer une ellipse. 

Le quadrildtète donné ABCD (P. DI, F. 5) peut être considéré 
comme la base d’un prisme droit, et il est toujours possible de 
couper ce prisme, de plusieurs manières, selon un quadrilatère plan 
inscriptible dans un cercle, c’est-à-dire un quadrilatère dont les angles 
opposés fassent en somme 180°, comme dans celui que la figure « 
représente rabattu sur le plan vertical, en A'B'C'D'. 

Supposons, pour exemple, A + C > 180, B + D < 180; 
faisons passer le plan coupant par À, de façon qu'il soit au-dessus 
de la section droite, et nommons a, b, c, d les sommets qui dans 
le nouveau quadrilatère répondent aux sommets A, B, C, D. Evi- 
demment, ab, ad seront plus près de AA' que AB, AD, et cb, cd 
plus près de cC que CB, CD. Or, si le plan devenait vertical, 
comme AA’, les côtés ab, ad se confondraient avec cette droite; 
cb, cd se confondraient avec C'C, et les angles a, c seraient nuls. 
Ainsi, les angles À, C ont diminué en devenant a, c de la position 
inclinée du plan coupant, et ils diminueront de plus en plus, à 
mesure qu'augmentera l'angle de ce plan et du plan horizontal. On 
“ trouvera donc une position pour laquelle a + c égalera*:80°; alors 
è + d sera aussi de 180°, puisque les quatre angles d'un quadrilatère 
donnent 360°, et la figure abcd pourra être inscrite dans un cercle. 

Il en serait de même, si le plan coupant, contenant toujours A, 
passait au-dessous de la section droite , et si, contenant C, il passait 
soit au-dessus, soit au-dessous de cette section. 

Menons maintenant un plan par la diagonale BD, de manière 
qu'il passe au-dessus de À et au-dessous de C. Les côtés ba, da 
seront plus près de BB’, DD’ que BA, DA; les côtés be, de seront 
plus près que BC, DC des prolongements de BB', DD’. Or, si le 
plan coupant devenait vertical, comme 'ces deux dernières droites, 
ba, da se confondraient avec BB’, DD'; be, de se confondraient 
avec les prolongements des mêmes arttes, et les angles b, d vau- 
draient chacun 180°. Ainsi, les angles B, D ont augmenté en devenant 
b, d de la position inclinée du plan coupant, et ils croltront de 
plus en plus, à mesure qu'augmentera l’angle de ce plan et du plan 
horizontal. ll y aura donc une position où è + d vaudra 180°; 
alors a + c sera aussi de 180°, et le quadrilatère abcd se trouvera 
inscriptible au cercle. 

Il en serait de même, si le plan coupant, contenant toujours BD, 
passait au-dessus de C et au-dessous de A. 

Enfin, faisons passer le plan cqupant par AB. Le côté AD se 
rapprochera de AA’, et l'angle A tendra vers 90°, sa valeur minimum ; 
BC se rapprochera de BB’ ct tendra aussi vers 90°, sa valeur ma- 
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simum; comme C est plus éloigné de AB que D, CC! sera coupé 
plus haut que DD’, et par conséquent, tandis que CB, CD se rap- 
procheront à la fois de cC, DC se rapprochera de DD’, et DA, du 
prolongement de la mème arête; € tendra donc vers o, sa valeur 
minimum, et D, vers 180°, sa valeur maximum. Ainsi, À et C 
diminueront graduellement à la fois, B et D augmenteront graduel- 
lement aussi à la fois, à mesure que croltra l'angle du plan coupant et 
du plan horizontal. Conséquemment, il y aura une position qui donnera 


A+-C= 180, B<+D = 180°. 


Or, il est sensible que la même chose arriverait, si le plan 
coupant passait par un quelconque des autres côtés de ABCD, et 
que les quadrilatères inscriptibles qui ont un côté commun avec cette 
figure, diffèrent non-seulement les uns des autres, mais encore de 
ceux qui n'ont qu'un sommet ou-une diagonale de ABCD. 

Ainsi, plusieurs sections obliques du prisme donnent des quadri- 
latères inscriptibles au cercle et différents ; les cercles circonscrits 
diffèrent par conséquent aussi, et il en est de même des projections 
de ces cercles qui ne peuvent avoir le même centre. Or, ces pro- 


jections sont des ellipses circonscrites à la projection ABCD de tous 


les quadrilatères. Donc enfin, plusieurs ellipses différentes peuvent 
être circonscrites au même quadrilatère ; en d'autres termes, quatre 
points ou quatre conditions qui en tiennent lieu ne suffisent pas pour 
déterminer une ellipse. 


Prost. {a): Circonserire une ellipse d un quadrilatère quelconque 
ABCF (P. III, F. 3). . 

Solution 1: Tirez arbitrairement une droite MG qui coupe en 
M, K, H, G les prolongements des côtés du quadrilatère; marquez»- 
y à volonté un point E situé entre les intersections de deux côtés 
opposés ; tracez deux concourantes quelconques GI, HI; joignez un 
point L de la première à E et à K; joignez M à l'intersection P 
de HI, LE; et enfin joignez I au croisement N dc MP, LK. Le 
point D où IN rencontrera MG appartiendra à une ellipse sur laquelle 
se trouveront aussi les cinq points A, B, C, F, E, car l'hexagone 
ABCDEF est inscriptible, puisque les quatre concours triples I, L, 
P, N se trouvent formés comme le veut le principe 90. 

Tirant une autre transversale par E ou par D, vous déterminerez 
de la même manfère un nouveau point de l'arc elliptique CDEF, 
et par suite, autant de points du même arc que vous en voudrez ; 
puis, avec cinq des points dejà connus, vous trouverez des points 
de la courbe situés entre A et F, entre À et B, etc., et finalement 
vous pourrez tracer à vue l'ellipse demandée. 

Solution 2: Pour obtenir les points -de l'arc elliptique soustenda 
par un côté FI du quadrilatère DEFI (P. III, F. 2), vous pouvez 
marquer arbitrairement un point H; meners par le concours. B de 
EF, HI, une transversale quelconque AB des deux autres côtés, 
et joindre è F,.H les rencontres A, C de AR avec DE, DI, de 
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plan coupant passe par D, ou bien elle est parallèle à bede, si le plan 
coupant passe par tout autre point de DD’. Mais les sections paral- 
lèles d'un prisme sont égales. Donc, tous les pentagones inscriptibles 
qui ont ABCDE pour projection, sont égaux et parallèles; il en 
est de méme des cercles circonscrits, et par suite ils se projettent 
tous sur une ellipse unique :circonscrite au pentagone donné. 
Ainsi, une seule ellipse peut être circonscrite à un pentagone ; 
en d'autres termes, cinq points ou cinq conditions qui en tiennent 
lieu suffisent pour déterminer une ellipse. 


Prost. (a): Circonscrire une ellipse à un pentagone DEFHI 
(P. III, F. >). | 

Solution 1 : Il suffit de déterminer les points des ares elliptiques 
dônt les côtés du pentagone doivent être les cordes. Proposons-nous, 
pour exemple, de marquer un de ceux de l’arc sous-tendu par FH. 
Il faudra prolonger les côtés EF, HI qui avoisinent FH; tirer par 
leurs concours B une transversale quelconque AB des deux autres 
côtés DE, DI, et joindre à F, H, les rencontres A, €, de AB 
avec DE, DI, de manière à former un croisement G; ce croisement 
sera un point de la courbe, car il achèvera un hexagone DEFGHI 
dont les côtés opposés auront leurs concours A, B, C sur une lige 
droite (89), 

Si la transversale AB se trouvait parallèle à DE par exemple, 
le point de concours À serait à l'infini, et AH devrait être une droite 
tirée de H parallèlement à AB. 

On voit d'ailleurs qu’en menant par B d’autres transversales arbi- 
traires, on déterminera autant de points de l'arc FGH qu'il en faudra 
pour qu'on puisse le tracer aisément à vue, et qu’en répétant, pour 
chacun des. quatre autres côtés du pentagone, les opérations faites 
pour FH, on obtiepdra successivement les cinq arcs de l’ellipse 
demandée. | 

Solution 2: Appliquez le problème a (93), en tirant par un 
sommet E (P. III, F. 3) une transversale quelconque MG des cinq 
côtés du pentagone ABCEF; vous trouverez fin point D qui sera 
sur l'arc elliptique sous-tendu par CE, et en variant la position de MG 
autour de E, vous aurez d'autres points du même arc. Enfin, l'opé- 
ration, répétée sur chacun des quatre autres sommets, déterminera les 
points des arcs elliptiques sous-tendus par les quatre autres côtés. 


Prost. (b): Déterminer des points d'une ellipse arbitraire à tracer 
autour d'un obstacle. 

Solution 1 : Marquez à volonté cinq points D, E, F, H, I (P. III, 
F. 2) autour de l'obstacle, et appliquez le problème précédent. 

Solution 2: Marquez à volonté, autour de l'obstacle, quatre points 
A, B, €, F (F. 3); cherchez, au moyen d’alignements pris sur 
ces points, les rencontres des côtés du quadrilatère avec une trans- 
versale érbitraire MG, et achevez comme dans la première sojution 
du ‘problème a (93). : 
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96. On ne peut circonscrire une ellipse à aucun des polygones 
réguliers qui ont plus de quatre côtés. 

En effet, ces polygones seraient inscrits à la courbe, ce qui ne 
saurait avoir lieu (91). Ainsi, les tracés du numéro précédent et 
celui du n° 98, feraient trouver un cercle, s'ils étaient appliqués 
aux polygones réguliers. | 


97. On ne peut pas toujours circonserire une ellipse à un heragone 
trrégulier donné. 

Puisque cinq points suffisent pour déterminer une ellipse, il y a 
une ellipse unique qui passe par cinq sommets consécutifs de l’hexa- 
gone. Or, le sixième peut se trouver donné hors de cette courbe 
ou en dedans. 


98. Une ellipse peut étre circonscrite à tout hezagone irrégulier 
dont les côtés opposés ont leurs concours en ligne droite. 

Considérons l'hexagone DEFGHI qui se trouve dans ce cas (P. III, 
F. 2). Une ellipse peut être circonscrite au pentagone DEFGH ; 
si elle ne passe pas par I, elle coupera CD en un autre point I’, 
et sera circonserite à l'hexagone DEFGHI'. Le point B’ concours 
de EF ct de J'H serait donc sur AC (89). Or cela est impossible, 
car EF ne peut avoir que le point B de commun avec AC. 

PROBLÈME: Circonserire une ellipse à un hexagone irrégulier 
DEFG'HI dont les côtés opposés ont leurs concours en ligne droite 
(P. II, F. 2). 

Tirez une diagonale FH qui retranche de l'hexagone un triangle 
EG'H; puis, appliquant le ploblème a (95), cherchez des points & 
de l'ellipse circonscrite au pentagone DEFHI ; cette courbe passera 
nécessairement par le sixième sommet G de l'hexagone donné. 


Polygones circonsorits à l’ellipse. 


99. Les droites qui, dans tout triangle circonscrit à Pellipse, 
joignent chaque sommet au contact opposé, se croisent au même point. 

Le triangle est la projection d'un triangle circonscrit au cercle 
qui a produit l'ellipse; les trois droites sont les projections de celles 
qui, dans le triangle circonscrit au cercle, juignent aussi les sommets 
aux contacts opposés. Si donc les premières se croisent au même 
point, il en doit être de même des dernières, car le croisement des 
unes ne peut être que la projection de celui des autres. Ainsi, nous 
avons à faire voir que les droites qui, dans un triangle ABC cir- 
conscrit au cercle (P. III, F. 7), joignent chaque sommet au contact 
opposé , se croisent en un seul point D, ou bien que si du croisement 
D de deux quelconques AE, BF, on tire une droite au troisième 
sommet C, elle passera nécessairement par le contact opposé G. 

Supposons que CD abontisse à un point G/ de AB. Comme trois 
concourantes, menées par les intersections de trois droites qui se 
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coupent deux à deux, forment sur ces droites six parties telles que 
le produit de trois parties séparées égale celui des trois autres, 
nous aurons 
AG x BE X CF = BG x CE x AP, 
et puisque CF — CE, 
AG! x BE = BG'X AF, oa AG: BG °° AP: BE. 

Mais, parce que AG = AF et BG — BE, 

AG * BG ‘°° AF ° BE. 
N faut donc qu'on ait 

AG! : BG! :° AG : BG. 
Or, cette proportion exige que G’ se confonde avec G, car pour peu 
qu'il en soit écarté vers B ou vers A, AG’ se trouvera plus grand 
ou plus petit que AG, et au contraire BG’ se trouvera plus petit 
ou plus grand que BG. 


100. De tous les triangles équilatéraux circonscrits à Pellipse, 
le plus grand a un de ses côtés parallèles au petit axe, et le plus 
petit a un de ses côtés parallèle au grand axe. 

Le principe est vrai, s'il est démontré que la position du triangle 
équilatéral circonscrit EGH (P. III, F. 8), dont le côté EG se trouve 
parallèle au petit axe CD, le rend plus grand que le triangle équi- 
atéral circonscrit IKL qui a son côté IK parallèle au grand axe AB; 
câr tout autre triangle équilatéral circonserit, approchant plus de cette 
position que IKL, surpassera évidemment celui-là, et plus voism 
de la position de IKL que EGH, il sera inférieur en superficie 
à ce dernier. ° 

Pour faire voir qu'on a toujours EGH > IKL, nous supposerons 
que le premier triangle égale le second et que ses côtés EH, GH 
seulement sont tangents à l’ellipsc, puis nous rabattrons sur le plan 
vertical le cercle O’ dont l’ellipse O est la projection. Le triangle IKL | 
sera la projection du triangle l'K'L' circonscrit au cercle, dont le côtè 
IK' est parallèle è AB, et I'K'L' se trouvera symétrique, parce que 
les angles I’L’D’, D'L'K' seront égaux. Le triangle EGH sera aussi la 
projection d’un triangle symétrique E'G'H', dont les côtés E'H', G'H' 
touchent le cercle, car E'G’ doit être d’&querre sur A’H’ comme EG 
l'est sur AH, et les angles A'H'E', A'H'G' sont égaux. 

Je dis maintenant que chaque triangle symétrique égale sa pro- 


fection maltipliée par le rapport rs du grand axe au petit ou du 
diamètre C'D' à CD. En effet, les triangles IKL, TK'L' } par exem- 
ple, forment avec les droites projetantes I’, KK’, LL’ un prisme 
triangulaire tronqué. Prenons IKL pour base; le tronc de prisme 
sera droit, et son volume vaudra 


LÌ f 
mr PERE + LL 
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Prenons l’K'L' pour base; le tronc sera oblique, et si d, d', d'! 


ignent les distances respectives des sommets I, K, L, au plan 
FRI, le volume vaudra 77? 


! " / 
TXL! HET 
Consöquemment, 
IK'L' rd re" = IKL HRK HILL 
3 


Mais EF et d ou IM sont perpendiculaires, la première au plan de 
Tellipse, la seconde au plan du cercle, et forment par conséquent 
le même angle que ces deux plans ou que C'D’ et CD; de plus 
IM, située sur le deuxième plan, est perpendiculaire à IM, comme 
Test CD à la droite projetante de C’. Si donc on place D’ sur D, le 
triangle rectangle C'CD est semblable au triangle rectangle IMI, et 


F°CD'°:IM:CD ou I: AB:°°d°CD ou = dio. 
Des considérations analogues au précédentes établiraient que de 
mème 


AB „AB 


1 dll | — 
KK’ = d zn’ LL' = d ©: 
Ainsi 
! LI ! " 
rx? .d’pd = miti +e 
3 CD 3 
ou bien 
AB 
MI — ban 
et pour les mêmes raisons, _ 
AB 
IR! — o 
E'GH = EGH pi 


puisque aucune de ces raisons ne suppose la circonscription de 
triangles au cercle ou à l'ellipse. En conséquence, les triangle 
symétriques J'K'L', E'G'H' sont équivalents. 

Or, tout polygone circonscrit au cercle vaut la moitié du produi 
de son contour et du rayon; de sorte que 

rt. 
KU=(K--3KL) — et EGH=(E'G +2HP)-, 
Là eo 

si r désigne le rayon inconnu du cercle inscrit dans‘ ce triangle. 
Par conséquent, 


KR + KL = BO 4 3 9)! 


(PR? KL) AO! = (P@+-aHE)r. 
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Mais 
ed | AB 
IK'=IK, SEL =2 PPT Oa (È + DL =): 


et comme 


on 


KL = ve +e u (+8) 


uis 
(VR! + aK'L')A'O'! = vo [nen (+ =) | 
= A'OXIK È 4 + +) | 
| CD 


AB AB 
! ! — Gum 
E'G = EG CD K 


AB 
aNE' = VR + NE ) = = 2 +8 << X =) 


le point A’ n'étant pas supposé sur le cercle, ni M point À sur 
Yellipse, et comme 


P 


En outre, 





aNE' = AGE D) = ny (+). 


puis | 
(E'G' + aB'EN)r mi bai +1K v (+3 =)| | 

+ *° | 
AGE 


way (+) | [54 (+5) 1 


EE — 
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[/(D]-[8:V(-2)] 


B 
Or, si près de l'unité que soit le rapport cn’ le multiplicateur 
de r excède toujours celui de A’O’, ce dont il est facile de s’assurer 
en supposant, par exemple, = 1,001. Conséquemment, on a 


toujours aussi r < A'O', et le contact de E’G’ avec le cercle inscrit 
au triangle E'G'H' se trouve entre A’ et O”. Il s’ensuit que l'ellipse, 
projection de ce cercle, coupe AB entre A et 0; que le triangle\ 
équilatéral EGH, supposé égal à IKL, ne peut toucher en A l’ellipse 
0, et que, pour la toucher en ce point, comme dans la figure, EGH 
doit avoir une superficie supérieure è celle de IKL. 


Paost. (a): Circonscrire à l'ellipse un triangle équilatéral dont 
un point du contour est donné. 

Menez par le point une tangente à la courbe ; construisez sur cette 
droite un triangle équilatéral quelconque; puis tracez des tangentes 
parallèles aux deux autres côtés. 


Prost. (b): Circonscrire à Pellipse le triangle équilatéral minimum. 

Tirez, par l'extrémité D du petit axe (P. III, F. 8), une perpen- 
diculaire à cette droite; vous aurez une tarigente (56). Prenez arbi- 
trairement deux parties égales Di, Dk; décrivez de +, avec le rayon 
sk, un arc qui coupe le prolongement de CD; puis joignez à i et 
à k, le point Z obtenu; vous aurez un triangle équilatéral 4/. Enfin, 
menez les tangentes IL, KL respectivement parallèles à il, kl (68, 
probl. c) ; le triangle équilatéral IKL sera la solution demandée. 


Post. (c): Circonscrire à l'ellipse le triangle équilatéral ma- 
zinum. . 0 

Tirez, par l'extrémité A du grand axe, une perpendiculaire à cette 
droite; vous aurez une tangente (56). Faites sur EG un triangle 
équilatéral quelconque, dont pourtant le troisième sommet soit un 
point de AB, et achevez comme dans le problème précédent, | 


101. Les cordes qui joignent les contacts opposés d'un paralié- 
logramme circonscrit à lellipse, sont des diamètres. | 

Soit EGHI un parallélogramme circonscrit à l'ellipse O (P. III, 
F. 9), qui la touche aux points L, M, N, P. Il faut démontrer 
que LN, PM passent par le centre O, ou que OL, ON forment - 
we seule droite. Or, comme tangentes, EG, HI sont parallèles 
aux conjugués des diamètres «IL, ON (54). Réciproquement, ces 
conjugués leur sont parallèles, et par conséquent ils sont parallèles 
entre eux, puisque EG, HI sont supposées parallèles. Passant en 

10 
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eutre tous deux par le centre O, ils se confondent. Ainsi, les dia- 
mètres OL, ON ont le même conjugué, et conséquemment ils ne 
forment qu’un seul diamètre LN (35). On verrait de mème que PM 
passe par le centre. 


402. Le quadrilatàre (ré par les quatre contacts d'un paral- 
lélogramme circonscrit à l’ellipse, est un parallélogramme inscrit. 

Puisque les -cordes des contacts opposés, LN, PM, sont des 
diamètres (P. III, F. 9), les cordes des contacts consécutifs, LM, 
MN, NP, PL, doivent être effectivement les côtés d'un parallé- 
logramme (81). 


103. Les diagonales d'un parallelogramme circonscrit à Pellipse 
sont dirigées selon des diamètres conjugués et selon les lignes-milieuz 
du parallélogramme des contacts. 

Faisons voir d'abord qu'elles sont dirigées selon des diamètres, 
ou en d’autres termes, que les sommets opposés et le centre O de 
Yellipse se trouvent en ligne droite (P. III, F. 9). On sait que OG 
divise la corde des contacts LM en deux parties égales (58); il en 
est de même de OI à l'égard de PN. Comme LM=PN, on a 
QM = PR, et le triangle OQM = ORP. Les angles MOG, POI 
sont donc &gaux. Par suite, GOI est une ligne droite, comme POM. 
On demontrerait de même que E, O, H forment aussi une seule 
droite. 

Ce qui vient d'être dit établit du reste que GI, EH passent par 
les milieux des côtés opposés du parallélogramme LMNP. Ainsi, 
la première est parallèle à MN, LP ; la seconde, à LM, PN, et 
toutes deux satisfont à la définition des diamètres conjugués (35). 


104. Les diagonales du parallélogramme des contacts sont les 
lignes-milieux du parallélogramme circonscrit à Pellipse, quand 
elles sont diamètres conjugués. . 

Supposons que LN, PM soient conjugués (P. III, F. 9); les 
tangentes EG, HI seront parallöles à PM (54), et les tangentes GH, 
EI le seront è LN. Comme des parties de parallèles comprises entre 
parallèles sont de même longueur, EL — OP = IN, GL — OM 
— HN, et parce que OP — OM, on a EL=GL, IN—HN. Il 
serait aussi facile de voir que PM passe par les milieux de GH, EI. 


105. I y a égalité de superficie entre tous les parallélogrammes 
circonscrits à l'ellipse qui ont des diamètres conjugués pour lignes- 
milieux. | 

Supposons que les droites LN, MP soient à la fois diamètres 
. conjugués et lignes - milieux du parallélogramme circonscrit EGHI 
(P. III, F. 9). Comme lignes-milieux, elles ont leurs extrémités 
sur les côtés ; ces extrémités sont donc les contacts, et les côtés 
opposés se trouvent parallèles les uns à LN, les autres à PM (104). 
Ainsi, les quadrilateres EPOL, LGMO, Ô > NIPO sont des 
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parallélogrammes égaux. Mais les côtés du parallélogramme des 
contacts en sont diagonales et partagent chacun en deux parties 
égales ; il n’y en a évidemment qu'une moitié dans ce parallélogramme. 
Conséquemment, le parallélogramme circonscrit EGHI est double 
du parallélogramme inscrit LMNP. 

Ainsi, tout parallélagramme circonscrit à Vellipse est double du 
parallelogramme des contacts, quand ce dernier a des diamètres 
conjugués pour diagonales. 

Or la superficie du dernier est constante (83); donc celle du 
premier l'est aussi. 


106. De tous les parallélogrammes qu'on. peut circonscrire: à 
Pellipse, ceux dont les lignes-milieux sont des diamètres conjugués 
ont la moindre superficie. 

La démonstration revient à faire‘ voir qu'un parallélogramm 
eirconscrit EGHI (P. IH, F. 10) qui a pour cordes des contac 
opposés deux diamètrés non conjugués KL, MN, est plus grand 
qu'un quelconque de ceux qui ont deux diamètres conjugués pour 
lignes-milieux. 

Menons deux tangentes parallèles à KL; elles auront leurs contacts 
aux extrémités du conjugué PQ de ce diamètre (54), et le paral- 
lélogramme RSTU aura KL, PQ pour lignes-milieux (104). Or, 
sa partie RVITXGR est commune au parallélogramme donné EGHI. 
Reste donc è voir si la somme des triangles ERV, HTX, qui 
complètent le dernier, l'emporte en effet sur la somme des triengles 
IVS, GUX, qui complètent le premier. Ces quatre triangles étant 
semblables se contiennent comme les quarrés numériques de leurs 
côtés correspondants ; on a RV > SV, TX > UX, parce que EI, 
GH, tangents en M, N, ne peuvent croiser RS, TU en leurs 
milieux P, Q; donc aussi ERV>IVS, HTX> GUX, ERV+-HTX 
>IVS + GUX, et EGHI > BSTU. 


Prost. (a): Circongerire à l’ellipse un parallélogramme dont un 
sumet E est donné (P. HI, F. 10). 

Tirez par E deux droites EI, EU tangentes à la courbe, puis 
menez deux autres tangentes qui soient parallèles, l'une à EI, l'autre 
à EU; le quadrilatère EGHI formé par ces quatre tangentes sera 
le parallélogramme demandé. 


Prost. (b): Circonscrire à Vellipse un parallélogramme dont un 
angle est donné. 

Solution 1 : Tracez une droite quelconque EI tangente à la courbe 
(P. III, F. 10); faites, en un point quelconque I’ de EI, un angle 
ETH' égal à l'angle donné ; puis menez les tangentes HI, EG paral- 
Iles à H'T', et une tangente GH parallèle à El. 

Solution 2: Tracez un diamètre quelconque MN, et deux tangentes 
EI, GH, par ses extrémités ; tirez du centre O une droite PQ qui 
fasse avec EI l'angle donné ; cherchez le conjugué KL du diamètre 
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dirigé selon PQ, et menez par ses extrémités deux parallèles EG, 
HI à cette dernière ligne. Ces parallèles seront tangentes (54) ; elles 
formeront avec EI, GH, les mêmes angles que PQ , puisque EI, GIL 
sont nécessairement parallèles, et conséquemment le quadrilatère 
EGHI sera le parallélogramme demandé. 

Prost. (c): Circonscrire à Vellipse un parallélogramme minimum. 

Tirez deux diamètres conjugués KL, PÒ (P. INI, F. 10), etmenez 
par les extrémités de chacun deux parallèles à l’autre. Ces dernières 
droites seront tangentes à la courbe (54); le parallélogramme RSTU 
se trouvera circonscrit, et il sera un de ceux qui renferment la 
moindre superficie (106). 


407. Tout losange circonscrit à l'ellipse a ses diagonales sur les 

axes. " 

@ Les diagonales d'un losange sont d'équerre ; celles d'un losange 
eirconscrit à l'ellipse sont sur des diamètres conjugués (103); ces 
diamètres doivent donc se couper à angles droits, et par conséquent 
ils sont axes de la courbe (39). 


108. Le losange circonscrit minimum d'une ellipse a ses côtés 
parallèles à ceux du losange inscrit maximum. 

Comme étant un des parallélogrammes circonscrits de moindre 
superficie, le losange circonscrit EFGH (P. ILE, F. 11) a pour lignes- 
milicux IK, LM, des diamètres conjugués (106). Ces diamètres sont 
égaux, puisque IK = FG, LM = GH, et que les côtés contigus FG, 
GH d'un losange ont mème longueur. Or, les diamètres conjugués 
égaux sont parallèles aux cordes qui joignent les extrémités des 
axes (38), ct ces cordes sont les côtés du losange inscrit maximum 
ACBD (84). Donc, les côtés de EFGH, qui, deux à deux, sont 
parallèles à ses lignes-milieux, se trouvent aussi parallèles aux côtés 
du losange inscrit maximum. | 


Prost. (a): Circonscrire à Dellipse un losange quelconque. 

Solution 1: D'un point E, pris sur Ie prolongement du grand 
axe, menez deux tangentes EF, EH, et des points F, H où elles 
rencontrent le petit axe, tirez des droites FG, HG qui leur soient 
parallèles. Ces dernières lignes seront nécessairement tangentes aussi; 
elles se couperont en un point G du grand axe prolongé, et le qua- 
drilatère EFGH qu’elles formeront sera un losange circonscrit. 

Solution 2: Tirez deux diamètres IK, LM quelconques, mais 
égaux (41, probl. e), et par leurs extrémités, menez des tangentes 
à la courbe. Le quadrilatère EFGH que formeront ces tangentes, 
sera un losange. " 

D'abord, EFGH est un parallélogramme (54). Ensuite, les angles 
AOI, AOL sont égaux (40); OI= OL; le triangle rectangle 
OIN = OLN, et les contacts E, L sont symétriques. Par consé- 
quent, FE, HF se coupent sur le grand axe (59). Des considérations 
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analogues montreraient que F, G, H appartiennent aussi au prolon- 


gement des axes. Aßasi, le parallélogramme EFGH a ses diagonales 
sur les axes (107). 


Prost. (b): Circonscrire à l'ellipse le losange minimum. 

Solution 4: Tracez les diamètres conjugués égaux IK, LM (P. III, 
F. 11), et par les extrémités de chacun, tirez des parallèles à l’autre. 

Solution 2: Menez des tangentes parallèles aux cordes qui joignent 
les extrémités des axes. 

APPLICATION : On a souvent besoin de ce tracé pour former les 
ornements de divers produits industriels. 


109. Tout rectangle circonscrit à Vellipse a ses sommets sur la 
circonférence décrite du centre de la courbe, avec un rayon égal à 
Pune des cordes qui joignent les extrémités des axes. 

Les côtés d'un rectangle circonscrit forment quatre paires de tan- 
gentes dont les intersections sont les sommets, et intersections 
sont en effet sur la circonférence indiquée (62). ° 


110. Le rectangle circonscrit minimum d’une ellipse a pour 
contacts les extrémités des axes. 

D'abord, les tangentes menées par les extrémités des axes donnent 
un rectangle EFGH (P. III, F. 12), puisque deux sont perpendicu- 
laires au grand axe, deux au petit (56), et que ces deux diamètres 
se coupent d'équerre (27). Ensuite, le même rectangle est au nombre 
des parallélogrammes de moindre superficie, puisque AB, CD, 
diamètres conjugués (35), sont évidemment ses lignes-milieux (106). 
D'ailleurs, aucun autre rectangle circonscrit ne peut avoir des 
diamètres conjugués pour lignes-milieux, car ces lignes doivent être 
d'équerre, et les axes sont les seuls diamètres conjugués qui forment 
des angles droits (39). 


Prost. (a): Circonscrire à Vellipse un rectangle dont lun des 
contacts R est donné (P. II, F. 19). 

Tracez par R une tangente; décrivez une circonférence, du 
centre O de l'ellipse, avec un rayon égal à la corde AC comprise 
entre les axes; menez deux diamètres du cercle par les intersec- 
tions K, L de la tangente et de la circonférence ; joignez enfin les 
autres extrémités M, N de ces diamètres aux premières et l'une à 
Fautre. Le quadrilatère KLNM sera un rectangle circonscrit. 


Prost. (b): Circonscrire à lellipse le rectangle minimum. 
Menes par les extrémités de chaque axe , des parallèles à l'autre. 


Arruicarions : Le tracé du rectangle minimum circonscrit è l’ellipse 
est assez souvent nécessaire au jardinier pour former des plates-bandes 
qui entourent une corbeille, au tailleur de pierres pour dégauchir le 


CS 
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bloc sur lequel il a décrit un œil de bœuf, au marbrier pour sculpter 
des baguettes autour d’un écusson, et au tablêtier pour encadrer ke 
vide elliptique destiné à une glace ou à un ‘portrait. 


111. On ne peut circonscrire à Vellipse qu’un seul carré. 

Comme losange, le carré circonscrit doit avoir ses sommets sur 
les prolongements des axes (107) ; comme rectangle, il doit les avoir 
sur la circonférence lieu des intersections des paires de tangentes 
d'équerre (109); ces sommets sont done les points où les axes pro- 
longés rencontrent la circonférence; et puisqu’il ne peut y avoir plus 
de quatre rencontres entre.cette courbe et deux droites, un seul 
carré est circonscriptible à l’ellipse. 


Prostime : Tracer le carré circonscrit de Pellipse. 

Décrivez une circonférence, du centre O, avec AC pour ron 
(P. III, F. 12); prolongez les axes jusqu’à cette courbe ; puis joignes 
deux è deux les intersections I, K, L, M 


» * , 

112. Les diagonales d'un quadrilatàre circonsorit à Pelle 
passent chacune par le croisement des diagonales du quadrilatire 
des contacts et par le concours de deux côtés opposés. 

Le principe est vrai pour l'ellipse, s'il lest pour le cercle, car 
la projection de toute droite qui passe par certains points contient 
nécessairement les projections de ces points. Soient donc le quadri- 
latere ABCD circonscrit au cercle (P. III, F. 13) et le quadrilatère 
EFGH des contacts. Il faut faire voir que les diagonales AC, BD du 
premier passent par les concours I, K des côtés opposés du second, 
et qu'elles se croisent au même point L que les diagonales EG, FH. 

Le côté EH est une transversale du triangle ABD, et si l'on désigne 
par K sa rencontre avec BD, 

AE X BK’ X DH = EB X DE’ x HA, 
puisque toute transversale d’un triangle divise chaque côté en deux 
parties telles que le produit de trois parties séparées égale celui 
des trois autres. Mais AE = HA, comme tangentes issues du 
même point. Donc 
BK' x DH = EB x DE'. 
Le côté FG est une transversale du triangle BCD, et si l’on désigne 
par K” sa rencontre avec BD, 
BF X CG X DE" = FC X GD x BE". 
Mais CG = FC. Donc 
BF x DK" — GD x BK”, 
BF X DK" x BK’ X DH — GD X BK" x EB x DE'. 
Comme BF = EB et que DH=GD, il vient 
DK" x BE' = BK" x DE’, cu DK": BK" °° DE'° BE, 
en DE"/BK"—DK"°DE'*BE'—DE' cu DK':°BD::DK':BD; 
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prportion qui montre que DK" — DK". ‘Ainsi, EH, FG coupent 
m au game point, ou bien BD passe par le concours K de 

‚FG. 

Considérant EF, GH comme transversales respectives des triangles 
ABC, ACD, on verrait de même que AC passe par le concours I 
des deux autres côtés du quadrilatère EFGH. 

La seconde partie de la démonstration repose sur ce que les 
emcours M, N des côtés opposés du quadrilatère circonscrit (F. 13 
ce 14) sont sur la droite IK (88). Il s’ensuit effectivement que 
k point K est determine par BD, droite dont la position dépend 
da croisement de BM, DN, qui a lieu en A; que ce point K est 
conjugué d'un point quelconque de CI, et que OG: OF ::KG°KF. 
Mais, en vertu du croisement L des diagonales EG, FH, le point 
K est aussi le conjugué de tout point pris sur IL. Si donc O' désigne 
h rencontre de IL, FG, 0'G! O'F :: KG : KF. Par conséquent, 
0G® OF: : O'G : O'F, et cette proportion exige que O’ se confonde 
avec O, car autrement OG serait plus grand ot plus petit que 0'G, 
tandis que O'F serait au contraire plus petit. ou plus grand que OF. 
Amsi, IC, IL coupent FG au mème point 0; ces droites n'en font 
qu'une, et AC passe par ‘le croisement L. 

Mais le point I peut être considéré comme déterminé par CA, 
droite dont la position dépend du croisement de CM, NA, qui.a 
lieu en D. Ce point I est donc conjugué d’un point quelconque 
de BK, et parce que E, F sont sur les côtés de l'angle ABC, 
IE: IF °° EQ : QF. D'un autre côté, si l'on joint K au croisement 
L de EG, FH, et qu'on désigne par Q’ la rencontre de KL, IF, 
E°IF:°EQ':Q'F. Conséquemment, EQ : QF :: EQ': QF, 
Q’ se confond avec Q, KL avec KB, BD passe par le croisement 
L, e enfin les diagonales du quadrilatère circanscrit se croisent au 
même point que celles du quadrilatère des contacts. 


Paonsime : Circonscrire à l’ellipse un quadrilatere dont les quatre 
eniacts E, F, G, H sont donnés (P. HI, F. 14). —. 

Solution 4: Menez par chacun des contacts une tangente è la 
Solution 2: Tracez le quadrilatere des contacts EFGH; marquer 
les points de concours I, K des còtés opposés et le croisement L 
des diagonales ; menez par E une tangente; joignez à F, H les 
joints B, A où elle rencontre KL, IL; puis joignez à G, le point 
D où AH coupe KL. Les droites AD, DC, CB, seront tangentes 

mme AB, et ABCD formera le quadrilatère demandé. 


413. Il est impossible de circonscrire à Vellipse un polygone 
Kgulier qui ait plus de quatre côtés. 

En effet, le cercle pouvant toujours étre inscrit à un polygone 
régulier”, aurait plus de quatre tangentes communes avec l'ellipse. 
I arriverait donc que les deux courbes se confondraient, si elles 
avaient les mêmes contacts, ou quelles se couperaient en plus de 
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quatre points, si leurs contacts étaient différents , ou qu'elles auraient 
plus de quatre points communs, si elles touchaient quelques côtés 
aux mêmes points et les autres en des points distincts. Or, ces 
trois circonstances sont également impossibles. 


114. Les trois diagonales qui divisent chacune en deux quadri- 
latères l'hexagone circonscrit à l’ellipse, se croisent en un seul point. 

Le principe est vrai pour l’ellipse, s’il l’est pour le cercle, car 
tout croisement dans cette dernière courbe a pour projection un 
croisement dans la première. 

Soient donc l'hexagone irrégulier ABCDEF circonscrit à un cercle 
(P. Il, F. 15), et les trois diagonales principales AD, BE, CF 
qui chacune divisent l'hexagone en deux quadrilatères. Il faut faire 
voir que la rencontre de BE, CF se fait sur AD. 

Désignons par G l'intersection de AD, CF, par G’ celle de BE, 
CF, et par G”" celle de AD, BE. Ces trois points se confondent, 
si la somme des angles AGF, FG'E, EG"D donne 180°. Pour 
déterminer cette somme, il suffit d’öter de trois fois 180°, total des 
angles des trois triangles AFG, FEG’, EDG", les angles GAF, 
F, E, G"DE. Or, l'indication de 


2 
| — LM +-KL—TK 
l'angle Pa =. | AH, 
KNL—KL IK-+HI+ENM--LM—EL 
l'angle E = TT == Tè 
langle De = FEL—IM _ HI+IK+KL IM, 
n 2 


par conséquent , 


ne 2 IR + 2K0 + a LM + 2 HI + a NME 
GAF4F+E+G"DE = EI I 


= HKM---HNM = 360° = 2 X 1809, 
et AGF-+-FGE+EG"D = 3 X 180°— 2 X 180° = 1800. 


115. Dans tout pentagone circonscrit à l'ellipse, la droite qui joint 
un sommet au contact opposé passe par le croisement des diagonales 
que donnent les quatre autres sommets. 

1 suffit de démontrer le principe pour le cercle, car tout croi- 
sement qui s’y fait doit avoir un autre croisement pour projection 
sur le plan de l’ellipse. | 

Soient le pentagone ABCDE circonscrit à un cercle (P. III, F. 16), 
la droite AF qui joint le sommet À au contact du côté opposé CD, 
et les deux diagonales croisées BD, CE qui joignent chacune deux 
des quatre autres sommets. Il faut établir que AF passe par le 
croisement G. 
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D’un point H pris sur le prolongement de AF, menons deux tan- 
gentes HI, HK jusqu’à la rencontre des côtés voisins BC, DE. Le 
pentagone sera change en un hexagone circonscrit ABIHKE dont 
les trois diagonales principales se croiseront au mème point L (114). 
Si maintenant nous augmentons l'angle H en écartant ses côtés, sans 
qu'ils cessent de toucher le cercle, le sommet H se rapprochera 
de F; les contacts M, N se rapprocheront de ce sommet et s’en 
rapprocheront également, puisque HM — HN constamment ; I, K 
glisseront vers C, D, et le croisement L descendra le long de AH, 
sans pouvoir quitter cette droite, puisque l'hexagone circonscrit existera 
toujours et que AH ne cessera pas d'en être une diagonale principale. 
Le croisement se fera donc encore sur AH, quand l'angle H differera 
extrèmement peu de 180°, et par conséquent, il n’y a pas de raison 
pour qu'il s’ecarte de cette droiteau moment même où l'angle H vaudra 
précisément ı80°. Or alors H, M, N se confondront avec F, attendu 
que HI, HK formeront la droite CD ; l'hexagone sera devenu penta- 
gone circonscrit, et le point L parvenu en G sera le croisement de 
AF avec les diagonales BD, CE. 

On donne encore plus de force à cette démonstration, en ajoutant 
que les angles HOP, HPO deviennent nuls ensemble: Cela est vrai 
effectivement, s'ils sont égaux, car leur relation ne saurait s’alterer. 
Or toutes les tangentes au cercle font le même angle avec l'élément 
dont une extrémité est le contact (17); et HOP, HPO, angles ex- 
térieurs des deux triangles OMF, PNF, valent chacun deux angles 
faits par des tangentes sur l'élément du cercle. 


116. Les cinq quadrilatères que donnent les prolongements des © 
côtés d'un pentagone circonscrit à lellipse, forment, par le croise- 
ment des diagonales de chacun, un autre pentagone dont chaque 
côté prolongé contient deux contacts. 

Soit le pentagone circonscrit ABCDE (P. III, F. 17). Il donne 
les quadrilatères ABCF, BCDF', CDEF”, DEAF'”, EABF”; leurs 
diagonales respectives se croisent aux points G, G', G", G", @”, 
et les côtés du pentagone GG'G"G""G'" passent chacun par deux 
des contacts H, I, K, L, M. 

En effet, si H est un contact déterminé par le croisement N et la 
droite DN (115), OH donne le contact M, et le croisement G fournit 
les contacts I, K (88 et 112). Mais O'"H doit aussi donner I, et le 
croisement G'”, les contacts L, M. Ainsi, MG passe par I, IG!" passe 
par M, et par conséquent, G, G' se trouvent sur la droite IM. 

On ferait voir d'une manière analogue que GG’ passe par H, K; 
GG" par I, L; GG” par K, M, et @"'G'' par H, L. 


Ellipses inscrites aux polygones. 
447. Trois tangentes, qui forment un triangle, ne suffisent pas 


pour déterminer Vellipse. 
La démonstration est analogue à celle du principe. 92, car un 
11 
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cercle est.déterminé quand il doit toucher trois droites qui se coupent 
deux à deux. 


Posi (a): Inserire une ellipse quelconque à un triangle ABC 
(P. III, F. 18). 

D'un point D pris & volonté, menez une droite au sommet C de 
l'angle dans lequel se trouve ce point, et une autre droite DE qui 
coupe deux côtés du triangle; faites un croisement F et joignez Ba F 
pour déterminer le point G conjugué de D. Si maintenant vous tirez 
une droite DH qui coupe les deux côtés du troisième angle À, que 
vous traciez IG jusqu'en K, AG jusqu'en L, puis KD et LM, vous 
formerez un quadrilatère ACLM dont les points I, H, K, N pourront 
être les contacts d'une ellipse inscrite, et par conséquent cette ellipse 
touchera en I, II, K les côtés de ABC. 

En effet, D et G sont deux points conjugés, par suite de la ma- 
nière dont le dernier a été déterminé à l'aide du premier; D est 
le concours de deux côtés opposés du quadrilatère IHKN et d'une 
diagonale de ACLM ; G est le croisement des diagonales du quadri- 
latère ACLM, et une de IHKN y passe. Donc le premier de ces 
deux polygones peut être circonscrit à une ellipse dont le second sera 
le quadrilatère des contacts (112); en outre, la seconde diagonale 
HN de ce quadrilatère doit passer par G. 

Si l'on veut d'autres points de la courbe, par exemple un de 
ceux qui se trouvent entre I, H, il faut tirer par le sommet A une 
droite quelconque, prolonger jusqu’à cette droite KI, KH, puis 
joindre l'intersection O avec H et l'intersection P avec I. Le croi- 
sement Q de HO, IP sera un point de la courbe, car on forme ainsi 
un quadrilatère IKHQ dont les côtés opposés ont leurs concours O, P 
sur une droite où se trouve le concours A de deux tangentes menées 
par des sommets opposés H, I, et par conséquent ce quadrilatère 
doit être inscrit (33). : | 

Ainsi, le premier tracé donne quatre contacts d'une ellipse inserite 
au triangle ABC ; le second fournit autant d'autres points qu'on peut 
en désirer, puisque pour en-trouver d’autres analogues à (), il suffit 
de varier la position de OP et d'opérer en C et en B comme en A; 
conséquemment , il sera toujours facile de tracer à vue, assez exac- 
tement, l'ellipse demandée, 


Prosc. (b): Inserire dans un triangle ABC une ellipse dont deux 
contacts H, I sont donnés (P. II, F. i8). 

La courbe est tout-à-fait déterminée, puisqu'elle doit satisfaire à 
cinq conditions (95) : toucher trois droites et passer par deux points 
assignés. 

Agissez comme dans le problème précédent ; mais au lieu de tirer 
arbitrairement DH, prenez D sur le prolongement de la droite HI 
qui joint les contacts donnés. 


Paost. (c): Inserire dans un triangle équilatiral donné IKL 
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(P. IH, F.8), une ellipse dont il soit la triangle équilatéral mi- 
nimum (100). j 
Construisez un triangle symétrique I'K'L' dont la base I’K’ égale 
le côté de IKL, mais arbitraire du reste , et inscrivez-y un cercle O'. 
Abaissez LD perpendiculairement sur IK; cherchez une quatrième 
proportionnelle à D'L', DL, C'D', et portez-là de D en €, pour 
avoir le petit axe; élevez une perpendiculaire au milieu O de CD, 
& prenez OA — OB = 0’A’, pour avoir le grand axe AB; enfin 
tracez la courbe au moyen d’une des solutions du problème è (33) . 


Prost. (d): Inscrire dans un triangle équilatéral donné EGH 
(P. HI, F. 8), une ellipse dont il soit le triangle équilatéral 
mazämum (100). 

Construisez un triangle symétrique E'G'H' dont la hauteur A’ 
égale celle de EGH, mais arbitraire du reste, et inscrivez-y un 
cercle O’; portez le rayon A’O’ sur AH, de A en O , et de O en B. 
Vous déterminerez ainsi la position et la longueur du grand axe. 
Une droite CD menée par O parallèlement à EG donne la direction 
du petit axe ; puis, pour en trouver la demi-longueur, il faut chercher 
une quatrième proportionnelle à A’E', AE, O'C'. Cela est fondé sur 
ce que des droites parallèles , telles que A'E’, O’C’, se contiennent 
comme leurs projections AE, OC. 

Ayant les axes AB, CD de la courbe demandée , vous n'aurez plus 
qu'à employer une des solutions du problème & (53). 


418. Quatre tangentes ne suffisent pas pour déterminer une ellipse. 
Les quatre tangentes forment le quadrilatère ABCD (P. III, F. 19), 
qui se trouvera circonscrit quand l'ellipse sera tracée. Ses côtés op- 
posés. donnent les concours M, N, et ses diagonales AC, BD vont 
MN en I, K. Si l'on tire de I une transversale queicongse 
IF du triangle ABC, et qu'on joigne ses intersections E, F au 
croisement L des diagonales du quadrilatère, il en résulte, sur les 
côtés AD, CD, deux points H, G tels que GH aboutit en I et que 
EH, FG concourent en K; les quadrilatères EFGH, A2CD satis- 
font donc aux conditions nécessaires pour qu'une ellipse touche les 
côtés du second aux sommets du premier (112). Mais, paisque IF a 
été tirée arbitrairement, on peut tracer une autre transversale If, 
et faire un quadrilatère efyh, comme a été fait EFGH. Une ellipse 
qui passerait par les sommets e, f, 9, h pourrait donc toucher en 
ces points les côtés de ABCD , et il en serait de même des ellipses 
eirconscrites aux quadrilatères que donneraient toutes les transversales 
de ABC qui peuvent être tirées de I. Comme toutes ces courbes sont 
évidemment différentes, on voit qu'une foule d’ellipses peuvent être 
inscrites au même quadrilatère. 


Pross. (a): Inscrire une elli lconque à un quadrilatère 
ABCD (P. ir, P. 20). pe que 
Marquez les concours E, F des côtés opposés, l'intersection G 
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de EF avec une au moins des diagonales du quadrilatère , et arbi- 
trairement le point H du côté AB, pour un des quatre contacts ; 
tirez GH jusqu'à sa rencontre en I avec BC; joignez H, I an croi- 
sement K des diagonales de ABCD. Les points L, M où HK, IK 
rencontreront CD, AD seront deux autres contacts, et I sera le qua- 
trième, car le croisement des diagonales du quadrilatère circonscrit 
aura lieu sur celui des diagonales du quadrilatère des contacts (112). 

Pour trouver d’autres points de la courbe, par exemple un de 
ceux de l'arc IL, vous tracerez pr G une droite quelconque et vous 
marquerez ses intersections N, O avec la tangente AB et le côté HM 
opposé à IL; puis vous joindrez N au sommet L, l'opposé de H, 
et O au sommet I qui sépare ces deux-là ; la rencontre P de LN, 
IO sera un point de l’ellipse inscrite au quadrilatère ABCD et cir- 
conscrite au quadrilatère HILM. 

En effet, le contact H peut être considéré comme un point double, 
c'est-à-dire comme la réunion de deux sommets situés sur l’ellipse, 
et il s'ensuit que HHIPLM est un hexagone inscrit, car les côtés 
opposes HH et LP, MH et PI, IH et LM ont leurs concours sur 
une droite GN (89). | 

On trouverait de la même manière d’autres points de IL et des 
points situés sur les arcs LM, MH, HI. 


Prost. (b): Inscrire d un quadrilatère une ellipse dont un contact 
est connu. 

La seule difference qu'il y ait entre ce problème et le précédent, 
c'est qu'au lieu de marquer arbitrairement un point de contact sur 
un des côtés du quadrilatère, il faut joindre G avec le point 
donné H (P. III, F. 20). . 


.119. De toutes les ellipses inscrites à un parallélogramme , la plus 
grande en superficie est celle qui a les lignes-milicuz pour deux de 
ses diamètres conjugués. / 

Dans la dernière E, le losange circonscrit minimum L (108) équi- 
vaut au parallélogramme donné (105) ; dans une quelconque E' des 
premières, le losange minimum L’ est moindre que le mème paral- 
lélogramme (106). Conséquemment, on a L > L’. Mais ces losanges 
sont les projections de deux carrés circonscrits aux cercles qui 
produisent les ellipses E, E’, et les projections de ces cercles doivent 
avoir évidemment une relation de grandeur analogue à celle des 
projections des carrés. Donc aussi, E > E‘. 


Prost. (a): Inscrire une ellipse quelconque dans un parallélo- 
gramme EGHI (P. III, F pes PO 


Tirez les diagonales EH, di: leur croisement O donnera le centre 
de toutes les ellipses inscriptibles (103). Marquez arbitrairement sur 
EG, un des contacts L, et traces le diamètre LO jusqu’à sa ren- 
contre aveo HI ; cette rencontre N sera un autre contact (101). Menez 
par L la droite LM parallèle à EH; cette droite formera un des côtés 
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di pardlélogramme des contacts (103) ; son intersection M avec GH 
demera le troisième contact, et le diamètre MO fournira le quatrième P. 

Si PM se trouve parallèle à EG, ce diamètre est le conjugué de 
IN (54), et vous pouvez appliquer le problème f (53). Dans le cas 
contraire, menez de P une parallèle à EG, jusqu’à la rencontre de 
IN; cette parallele sera une demi-corde parallèle au conjugué de 
IN, et vous pourrez appliquer le problème g (53). 


Pnoxz. (b): Znscrire à un parallelogramme EGHI Vellipse mazı- 
sun (P. ILL, F. 9. 
Marquez les milieux L, M de deux còtés contigus EG, GH; menez 
par ces points des parallèles aux mêmes côtés, pour avoir les lignes- 
wileux LN, MP du parallélogramme ; considerez ces lignes comme 


diamètres conjugués, et appliquez le problème / (53). 


Prost. (c): Znscrire une ellipse quelconque dans un losange 
EGHI (P. HI, F. 21). TT | 

Solution 1: Appliquez le problème a. 

Solution 2: Tirez du sommet E une hypothénuse quelconque EK 
dans l'angle droit EOG des diagonales ; elle représentera le côté du 
losange qui, circonscrit a un cercle , se projette sur le losange donné. 
La perpendiculaire OL donne le contact L de ce cercle et le rayon. 
Donc, la distance OA étant prise égale à OL, détermine le grand 
axe AB, et LM parallèle à IK marque les contacts M, N de l’ellipse 
projection du cercle. Pour avoir le petit axe CD, il faut prendre 
OP = OK et mener par A une parallèle à PG, car il en résulte 
OA : OC :: OP : OG, et conséquemment OC est la projection du 
rayon du cercle perpendiculaire à EH, comme OG est celle de OK. 
Le problème 5 (53) peut donc être appliqué. On obtient d’ailleurs 
facilement les deux autres contacts : il suffit de prendre OQ’ = OR 
et de mener par Q’ une pagglitle à GI (59). 


Prost. (d): Inscrire dans un losange EFGH Pellipse maximum 
(P. HI, F. 11). 

Solution 1: Appliquez le problème 2. 

Solution 2: Agissez comme dans la solution 2 du problème c, 
mais en prenant OP — OG, pour tirer l'hypothénuse GP ; car le 

e qui, circonscrit au cercle, sc projette sur le losange circonscrit 

minimum EFGII, est un carré, attendu que les lignes-milieux IK, 
LM, étant des diamètres conjugués (106), sont les projections de 
diamètres du cercle qui se coupent à angles droits (37). . 


Apprication: Le losange et son ellipse maximum inscrite sont 
fréquemment employés dans l’ornement des lambris, des meubles | 
des p'afonds , des grilles, ete. , ete. 


Paoz. (e): Inscrire dans un rectangle EFGH Pelligse nazio 
(P. DI, F. 12). 


te - - 
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Tracez les lignes-milieux AB, CD, et les prenant pour axes, 
appliquez le problème 5 (53). 


AppLicazIoN : I. Les jardiniers ont à inscrire des ellipses dans des 
rectangles, quand ils tracent des parterres ou qu'ils forment des 
corbeilles dans des boulingrins. | 

II. L’exécution des ouvertures ou baies qu'on appelle asls de 
bœuf dans les édifices, exige parfois l'inscription d'une ellipse à 
un rectangle. - 

III. Le marbrier confectionne des écussons elliptiques qui souvent 
doivent être enchassés dans des cadres rectangulaires. 

IV, Il arrive au tabletier d’avoir à évider un cadre selon une 
ellipse inscrite à un rectangle. 


Pros. (f): Ænscrire une ellipse quelconque dans un carré IKLM 
(P. HI, F. 12). | 

Circonscrivez une circonférence au carré ; inscrivez à cette courbe 
un rectangle quelconque EFGH dont pourtant les côtés soient pa- 
rallèles aux diagonales du carré ; puis appliquer le problème e. 
L'ellipse inscrite au rectangle le sera aussi au carré, puisque les 
sommets des deux figares sont sur une même circonférence dont le 
rayon OF = BC, l’autre diagonale du rectangle OBFC (62). 


Pront. (9): Inscrire à un carré l’ellipse maximum. 

Cela revient à l'inscription du cercle, car les lignes-milieux du 
carré, qui sont d'équerre, doivent être diamètres conjugués de 
la courbe (119) ; les diagonales, qui sont aussi d’&querre, donnent 
les directions de deux autres diamètres conjugués (103), et la cir- 
conférence seule peut avoir plusieurs paires de diamètres conjugués 


rectangulaires (39). 


120. IT est impossible d'inscrire L'allipso d un polygone réguler 
qui a plus de quatre côtés. 

Supposons l’inscription faite ; le polygone régulier serait circonserit 
à la courbe ; or, un tel polygone ne peut l'être (113). Il s'ensuit que 
tous les tracés suivants, étant appliqués aux polygones réguliers , 
fourniraient un cercle au liea d'une ellipse. 


121. Cinq tangentes suffisent pour déterminer une ellipse. 

Les cinq tangentes données forment, en se coupant deux à deux, 
un pentagone ABCDE (P. III, F. 22); car, si deux tangentes voisines 
se trouvaient parallèles, on pourrait les considérer comme concoa- 
rant è l'infini. Menons les diagonales, AC, BE par exemple, qui lent 
les extrémités de chaque côté aux deux sommets voisins, et joignons 
à leur croisement F, le sommet D oppesé à ce côté. Nous obtiendrons 
ainsi cinq points G, H, I, K, L qui détermineront complètement 
une ellipse (93). Or ces cinq points, satisfaisant è la condition des 
contacts d’un pentagone circonscrit (115), sont ceux où Fellipse 
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GBIKL touchera les cinq droites données, et aucune autre ellipse 
ne pourrait les toucher aïlleurs. 


P Paossine : Inserire une ellipse dans un pentagone ABCDE (P. HI, 
. 22). 

Solution 4 : Tirez des diagonales des extrémités de chaque côté 
aux deux sommets voisins, comme AC, BE; joignez le croisement 
de ces paires de diagonales au sommet qui est opposé au côté, 
comme F à D l'opposé de AB; la rencontre du côté et de la droite 
de jonction sera un contact de l’ellipse (115). Ainsi, les points G, 
H, I, K, L, obtenus de cette façon, sont ceux où la eourbe doit 
toucher les côtés respectifs du pentagone donné, et l'on peut ap- 
piquer le problème a (95). 

lution 2 :. Cherchez les points de contacts G, H, I,K,L 
comme ci-dessus ; puis marquez arbitrairement un point P de l’une 
BD des diagonales ; joignez ce point aux extrémités À, E du côté 
opposé à la diagonale dans-le quadrilatère ABDE qu'elle forme, et 
marquez les intersections Q, R des droites de jonction EP, AP 
avec les deux autres côtés du pentagone. La droite QR sera une 
tangente, car les trois diagonales principales BD, AR, EQ de 
l'hexagone ABQRDE se croisent au point P, et par conséquent cet 
Lu Be sera circonscrit à l'ellipse qui contiendra G, H, I, K 

114). 

Répétant la même opération avec chacune des autres diagonales 
da pentagone donné, vous aurez dix tangentes et cinq points de 
contact, ce qui suflira bien au tracé de la courbe. On peut même 
trouver les contacts des cinq tangentes analogues à QR, au moyen 
du principe 115: il suffit de considérer les pentagones circonscrits 
tés que ABQRE. 

Solution 5: Prolongez deux côtés séparés AE, CD, jusqu'à ce 
quils se rencontrent en F (P. III, F. 17), et marquez le croise- 
ment G des diagonales AC, BF da quadrilatère ABCF ; déterminer 
aussi le concours F’ des côtés séparés AB, DE, et marquez le croi- 
sement G” des diagonales du quadrilatère BCDP'; déterminez encore 
le concours F” de AE, BC, et marquer le croisement G” des 
diagonales du quadrilatère CDEF”. La droite GG’, prolongée par 
les deux bouts, donne les contacts H, K ; G'G” fournit les contacts 
I, L, et en tirant IG on obtient le cinquième contact M (116). 
le tracé se termine ensuite comme dans la première ou la seconde 
solution. 


, 422. On ne peut pas toujours inscrire une ellipse à un hexagone 
wrigulier. 

Puisque cinq tangentes suffisent pour déterminer une ellipse (121), 
il y a une ellipse unique qui touche cinq côtés consécutifs de 
Tbexagone ABQRDE (P. III, F. 22) ou qui est inscrite an pentagone 
ABCDE. Or le sisième côté QR peut tre donné plus près ou plus 
lin de C que la position où il est tangent à la courbe. 
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123. Une ellipse peut étre inscrite à tout hezagone trrégulier dont 
les trois diagonales principales se croisent au même point. 

Considérons lhexagone ABQRDE qui se trouve dans ce cas (P. NII, 
F. 22). Une ellipse pourra être inscrite au pentagone ABCDE , et 
si QR ne se trouvait pas tangente, il existerait une tangente parallèle 
à cette droite, laquelle couperait BC, CD en des points V',R' dif 


ferents de Q, R. L'hexagone ABQ'R'DE serait donc circonserit, et 


ses diagonales principales Q'E, R'A devraient couper la troisième 
BD au même point (114). Supposons O'R' > QR ; le point P, 
croisement de BD; QE, RA, se trouvera entre Q'E , R'A, au-dessous 
de leur croisement, et ces deux droites ne pourront couper BD au 
même point. Il .en sera de même dans l'hypothèse de Q'R' < QR, 
car P se trouvera évidemment encore entre VE, R'A, mais au-dessus 
de leur croisement. 


Prosrème: Inserire une ellipse à un hexagone irrégulier ABQRDE 
dont les trois diagonales principales se croisent en un seul point P 
(P. III, F. 22). 

Prolongez deux côtés BO, DR que sépare un seul côté QR. Vous 
formerez un pentagone ABCDE, et il suffira d'appliquer à ce pen- 
tagone le problème du n° 121, pour obtenir une ellipse tangente 
aussi à QR. 


COMBINAISONS DE L'ELLIPSE ET DE LA CIRCONFÉRENCE. 


L’ellipse et la circonference sont combinées quand il existe enire 
elles une certaine dépendance. Alors “elles se trouvent sur des plans 
différents ou sur le même plan, et dans le second cas, elles se 
coupent ou elles se touchent ou bien encore’ le cercle est osculateur 
de l’ellipse (16). 


Ellipse et cercle de plans différents. 


124. Toute section faite dans une surface cylindrique circulaire, 
droite ou oblique, par un plan qui coupe toutes les génératrices 
droites, sans étre parallèle à la base, produit généralement une el- 


lipse, et alors cette courbe se trouve liée à la circonférence de la 


base, par la surface cylindrique. 

Nous disons généralement, parce que la Géométrie élémentaire 
enseigne qu’une telle section, faite sous un certain angle, dans la 
surface cylindrique circulaire et oblique, donne une circonférence. 

La courbe étant la projection cylindrique du cercle de la base 
sur le plan de la section, doit être une ellipse, d'après tout ce qui 
a été dit jusqu'ici, et notamment d’après la définition générale du 
n° 24. 

Si l'on veut une démonstration directe, nous supposerons que le 
plan coupant rencontre selon CE le plan de la base (P. III, F. 23). 
Cette trace est nécessairement perpendiculaire à un certain diamètre 


f 
‘ 
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AB du cerele. Soit CD la trace du même plan coupant sur celui 
du parallélogramme ABB'A' formé par les deux diamètres parallèles 
AB, A'B' et les deux génératrices droites AA’, BB’. La droite FG 
parallèle à AB est sur ABB'A' la trace d'un plan parallèle à la 
base, et ce plan coupe la surface cylindrique selon un cercle qui 
a FG pour diamètre. Le croisement K de CD, FG appartient aux 
deux plans coupants , et par suite à leur intersection HI. Cette droite 
Hl et CE sont parallèles , comme intersections de deux plans paral- 
Iles FG, AB coupés par un troisième CD, et en conséquence HI 
est d'équerre sur le diamètre FG, de mème que CE l'est sur AB. 
Si donc H, I sont les points où HI rencontre la circonférence, 


HK — KI e HK — FK XKG. 


Mais HI se trouvant dans le plan CD est aussi une corde de la 
courbe produite par ce plan, et DL passe par le milieu K de cette 
corde. On verrait de même, en menant par un point quelconque 
K' des parallèles à FG, HI, que DL passe par le milieu de la 
corde H'1’. Ainsi cette droite DL est un diamètre de la-courbe due 
au plan CD. ° 

Maintenant les triangles semblables FKL, ACL donnent la 
proportion 

FK : AC :: LK : CE, 
et les triangles semblables ACL, GKD fournissent cette autre 
proportion | 
KG : AC °° DK : CE. 


Conséquemment, 
“2 
rx Lx, Ke = “px, et me — 4€ x Lx x DK. 
CL CL CL’ 


Abaissant le plan FG jusqu’en un point quelconque K', nous trou- 
verions de mème pour toute autre demi-corde de la section faite 
par CD, 


1 AC 
HK = = X LE' x DK’. 
CL 


Donc, 
HK’: HE” :° LEX DK : LK'X DK. 


Ainsi, la courbe de la section est telle que les quarrés numeriques 

des demi-cordes dues au diamètre DL ont mème rapport que les 

produits des deux parties formées par chacune sur ce diamètre. Cette 

courbe est done une ellipse qui a pour diamètres conjugués DL et 

une corde tirée par le milieu de DL, parallèlement à HI (46). 
Remarque : La section faite dans une surface cylindrique circulaire, 

par un plan incliné sur la base, serait un cercle égal à cette base, 

12 
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un . AC Vi: 
si l'on avait — == 1; car il en résulterait 

CL 


HK° — LKX DK ou LK pHK °° HK DK, 


et la relation AC = CL donnerait DL = AB, à cause des paral- 
lèles AL, BD. Mais alors le triangle ACL serait symétrique. L’ellipse 
ne se change donc en cercle que dans le cas où le plan coupant CD 
se trouve incliné de manière à rendre égaux les angles CAL, CLA. 


APPLICATIONS : Il faut tracer en ellipse le trou à percer dans un 
mur de cheminée pour y introduire obliquement un tuyau de poële. 

Quand une ‘tour ronde est couverte d'un toit plan et incliné, 
les deux arètes courbes qui terminent le manchon cylindrique par 
le haut, sont deux ellipses. 

Une voûte de cave en plein cintre qui se treuve arrêtée par un 
mur oblique sur l'axe, a une ellipse pour ligne terminale. 

Une descente de cave voùtée en plein cintre présente une ellipse 
a son orifice extérieur, si le plan vertical de son axe n'est pas 
perpendiculaire au mur. En terme d'art, la descente est dite biaise 


alors. | 


125. Une ellipse et un cercle situés dans des plans différents, 
non parallèles, appartiennent à la même surface cylindrique, quand 
deux diamètres parallèles de ces courbes ont même longueur, que 
. les conjugués de ceux-là se rencontrent, et qu’ils se contiennent 
| comme les distances de leurs extrémités correspondantes au point 
de concours. 

Supposons égaux et parallèles les diamètres EG, E'G' d'une ellipse 
et d'un cercle situés dans des plans différents (P. III, F. 24). Les 
droites EE', GG’ qui joignent les extrémités correspondantes, sont 
parallèles à la droite des centres OO’. Soit H lc concours du con- 
jugué IK de EG, et du diamètre I'K' perpendiculaire à E’G’ dans 
fe cercle. On a 


IK TRS IM : IH. 


Ainsi, I’ est parallèle à KK'; Il'K'K est un trapèze; 00' est 
parallèle aux bases de ce trapèze ; ces bases sont parallèles à EE, 
GG’, et la surface cylindrique circulaire VYK'K"I" passe par les 
quatre points E, G, I, K de l'ellipse, ou renferme les deux dia- 
mètres conjugués EG, IK. Or le plan de l'ellipse coupe cette 
surface selon une courbe de mème nature qui a aussi EG, IK pour 
diamètres conjugués (124). Ces deux courbes n’en font donc qu'une, 
puisque deux diamètres conjugués suffisent pour déterminer une 
ellipse (53, probl. f). 


On peut, au reste, démontrer que des parallèles à OO” joignent 


les extrémités d'une corde ik tirée dans l’ellipse, parallèlement à IK, 
par un point quelconque o de EG, aux extrémités de la corde sk’ 
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dans le plan de l’ellipse, sa corde perpendiculaire en o à ce dia- 
mètre serait égale à 1%, ou à ik”, siles figures s'o'oi”, o'k'll''o 
sont des parallélogrammes. Donc (43), 

IK CFR °° ik? i8 cubi TO © TO °° à © io, 


ou encore 
HO ©: HO' °° io : io, puisque TO © I'0’ :: HO > HO’. 


L'angle OHO' étant d’ailleurs égal à l'angle ici”, il s'ensuit que 
les deux triangles OO'H, :i”o sont semblables, que l'angle où!’ 
=H00’, que ti” est parallèle à O0’, et que le point i se trouve 
sur ii”. On verrait de même que k est sur k'k" parallèle #00’ 
et l'on en congiurait que tous les points de Yellipse appartiennent & 
la surface cylindrique circulaire VPK'K"I". I 


126. Toute ellipsa peut étre Pintersection d'une foule de surfaces 

indriques circulaires. 

Elle se trouve effectivement sur toutes les surfaces cylindriques 
qui ont chacune pour base un cercle convenablement incliné, dont 
l'un des diamètres est égal et parallèle à l'un de ceux de cette 
ellipse (125). 


127. Toute section faite dans une surface conique circulaire ; 
droite ou oblique, par un plan qui caupe toutes les génératrices 
droites d'un seul côté du sommet, sans étre parallèle à la base, 
produits généralement une ellipse. | 

C'est pour cela que cette courbe est placée au nombre des sections 
coniques 23). 

La trace CE du plan coupant sur le plan de la base est néces- 
sairement perpendiculaire à un certain diamètre AB de cette base 
(P. III, F. 25). Soit CD la trace du même plan sur celui du triangle 
ASB formé par le sommet S du cône et les extrémités de AB. La 
droite FG parallèle à AB est, sur ASB, la trace d’un plan parallèle 
À la base, et ce plan coupe la surface conique selon un cercle qui 
a FG pour diamètre. Le croisement K de CD, FG appartient aux 
deux plans coupants et, par suite, à leur intersection HI. Comme 
les intersections de deux plans parallèles AB, FG coupés par un 
troisième CD sont parallèles ,. HI est parallèle à CE et perpendiculaire 
au diamètre FG du petit cercle. Si donc H, I sont les points où 
HI rencontre la circonférence, 


HK = KI et HK = FKXKG. 


Mais HI, étant dans le plan CD, est aussi une corde de la courbe 
produite par ce plan, et DL passe par le milieu K de cette corde. 
On verrait de mème, en menant par un point quelconque K' des 
parallèles à FG, HI, que DL passe per le milieu de la corde 
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HT. Ainsi ceite droite DL est un diamètre de la courbe due su 
P 
Maintenant, les triangies semblables FKL, ACL donnent la 

proportion 

FK ; AC °° LK? CL, 
et les triangles semblables DGK, DBC fournissent cette autre 
proportion 

KG : BC °° DK © DC. 


Conséquemment, - 
AC BC__ — = De 


Abaissant le plan FG jusqu'en un point “queloonque a 
trouverions de mème pour toute autre demi-corde ‚de la Leica 
faite par CD, 

HE" — Ex XLE' x DE' 

Donc, | 

HK : HE" :: LE X DK © LEXDE. 
Ainsi, Ia courbe de la section est telle que les quarrés numériques des 
demi-cordes parallèles, dues au diamètre DL, ont même rapport que 
les produits des deux parties formées par chacune sur ce diamètre. 
Cette courbe est donc une ellipse qui a pour diamètres conjugués DL 
et une corde tirée par le milieu de DL, parallèlement à HI (46). 

Remarque : La section faite dans une surface conique circulaire 
par un plan incliné sur la base, serait un cercle plus grand ou plas 


. AC C 
petit que cette base, si l'on avait X = 1; car il en r&sul- 
terait 


BE —LKXDK et  LK ° HK :° HK * DK. . 
Mais alors on aurait aussi 


AC _ DC 

BC 
L'ellipse né se change done en circonférence que dans le cas où 
le plan coupant CD se trouve incliné de manière à rendre semblables 


les triangles ACL, BCD, ou égaux les angles ALC, B. 


128. La projection conique d'un cercle sur un plan incliaé par 
roppori au sien est une ellipse. 
projection n'est zu fond que l'intersection du plan de projection 
. & dela surface conique qui enveloppe le cercle. Or cette interseetion 
est une ellipse (127). 
Il suffirait même de faire observer que la seule différence d'une 
projection .conigue à une projection cylindrique consiste en ce que 
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les droites projetantes partent, dans la première, d’un point situé à 
une distance finie du plan de projection, et que, dans la seconde, 
elles partent d'un point situé à une distance infinie du mème plan, 
puisqu'elles sont parallèles ; car il s'ensuit évidemment que les deux 
cas doivent donner des courbes analogues (24). 


ArrLications : I, La perspective d'un cercle est sa projection 
conique : le sommet du cône projetant se trouve au centre de la 
pupille du dessinateur. Il y a donc deux cas où cette perspective 
forme un autre cercle; celui où le tableau cst parallèle au plan du 
cercle donné et celui où il coupe le cône SAB des rayons visuels 
(P. II, F. 25) de manière à rendre égaux les angles B, ALC. Dans 
toutes les autres positions que prend d'ordinaire le tableau relati- 
vement au plan du cercle, la perspective est une ellipse qui a pour 
diamètres conjugués la projection conique LD d'un diamètre AB tiré 
dans le cercle perpendiculairement à la trace CE du tableau sur le 
plan de ce cercle, et la projection conique d’une corde parallèle à la 
mème trace. Le point 0’ où cette corde coupe AB a sa perspective 
au milieu O de LD. 

Les perspectives de AB et de la corde d’équerre en O’ donnent 
les axes, quand CE est perpendiculaire à CD, trace du tableau 
sur le plan ASB. Alors CE se trouve perpendiculaire à ce plan ASB. 
Ces circonstances ont lieu, par exemple, dans le cas où le cercle 
et le tableau forment des plans verticaux, tandis que l'œil S est 
placé à la hauteur de AB. , 

M. Lorsqu'un cercle AB, éclairé par le Soleil CD (P. III, 
F. 26), a son plan perpendiculaire à la droite des centres, il 
jette derrière lui une ombre conique circulaire ASB dont les géné- 
ratrices droites SAC, SBD , etc., s'appuient sur la circonférence 
du cerele et sur celle du disque solaire. La surface conique est 
droite, parce que le Soleil est un globe, et que le cercle pourrait 
tre remplacé par une sphère qui aurait son centre au concours È 
des perpendiculaires AE, BE élevées sur SC, SD. Mais, bien que 
le diamètre CD ait environ 320 000 lieues, le sommet $ n’est jamais 
très-voisin de AB, attendu qu'un intervalle de 34 millions de lieues 
sépare AB de CD. L'ombre portée par le cercle sur un plan A'B' 
parallèle au plan AB et placé à une médiocre distance en arrière, 
formerait donc un autre cercle sensiblement égal au cercle AB, quoique 
un peu plus petit en réalité. Il en serait de même de l'ombre portée 
sur le plan AB", placé de manière que l'angle DB"F = C. Mais 
celle que recevrait tout autre plan A''’B'" aurait pour contour une 


UI. Tout cercle AB éclairé par la flamme d'une lampe ou d'une 
bougie jette derrière lui ême ombre à fort peu près conique et circu- 
laire (P. HI, F. 27); mais le sommet S est alors situé à l’oppesite de 
la flamme par rapport à AB; de sorte que l’ombre portée sur un plan 
quelconque surpasse l'objet en grandeur. Néanmoins, celle qui se 
peint sur un plan A’B’ paralläle au plan du cercle est encore un 
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autre cercle. Il en est de même de celle qui tombe sur un plan AB" 
tellement placé que l'angle FB"G = SAB; et celle qu'on voit sur 
tout autre plan A’’B"', a pour contour une ellipse. 


129. Pour qu'une ellipse et un cercle situés dans des plans dif- 
ferents, non parallèles, agpartiennent à la même surface conique, il 
faut gu deux diamètres parallèles EG, E'G' de ces courbes (P.I, 
F. 28) aient des conjugués concourants HI, H'T', et qu'après avoir 
projeté obliquement le diamètre concourant HI de Vellipse sur celui 
du cercle H’I', en joignant les extrémités I, I' les plus éloignées du 
concours K, on trouve que le quarré du diamètre parallèle EG de 


Pellipse, multiplié par le rapport ET de la plus courte et de la 


plus longue distance du concours aux extrémités du conjugué, égale 
le quarré de la projection H"I" de ce conjugué, multiplié par le 
K 


rapport Tu; des distances correspondantes du concours aux extrémités 
du diamètre concourant du cercle. 
oo KH KH 
En effet, Pégalité EG n = FT Er donne 


_ — KH. KI 
3 — N . 
EG =HTxw% wi 


Mais HH" étant parallèle à II’ fournit la proportion . 
H'F © HI °° KI ° KI et l'égalité HT = HIT. 


Par conséquent, 
Te = mx ou EG ox ox E 
= KH 7 Ku’ 


si OO” est parallèle à II’. Menons par O une droite LM parallèle 
à H'I' et terminée aux concourantes HH’, II’. Nous aurons 


OM=0"F" & LO :KK':°HO0°KH ou LO=H027; 


. EG  — 
puis, parce que 7 = 50; 


EO = LOx OM. 


Or LM est le diamètre d'un cercle qui appartient À la surface 
conique SH'T'; EO est P rpendiculaire à ce diamètre, comme sa 
parallèle E'G' l'est à H'I". Donc, en vertt de la valeur LO x OM 
du quarré de EO, ce demi-diamètre de Tellipse est une demi-corde 
da cercle LM, et les points E, G de l’ellipse se trouvent sur la 
surface conique SH. 

Je dis maintenant que les extrémités N, P de toute autre corde 
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menée dans l’ellipse, parallèlement è EG, sont sur laméme surface 
conique. En effet, NQ : EO :: HQ x QI : HO x OI (46), et 
si RT est tirée de Q parallèlement à LM, HQ : H0 : : RQ : LO, 
QI: OI :° QT : OM, ce qui donne i 
HQ-QT:MO-OI::RQ-QT:LO-OM, NQ :EO ::RQ-QT:LO-OM, 
pais | 

NQ = RQXQT, 
puisque EO = LO x OM. Donc, NQ perpendiculaire à RT est 


une demi-corde du cercle qui, ayant cette dernière droite pour 
diamètre, se trouve aussi sur la surface conique SH’. 


150. Toute ellipse peut étre l'intersection d'une foule de surfaces 
coniques circulaires. | 

Elle se trouve effectivement sur toutes les surfaces coniques circu- 
laires dont les bases satisfont aux conditions du n° 129. 


451. Toute ellipse peut étre l'intersection dune surface cylin- 
drique et d’une surface conique circulaires. ; 

Il en est ainsi évidemment lorsque la base de la première surface 
satisfait aux conditions du n° 125, et qu'en mème temps celle de 
la seconde remplit les conditions du n° 129. : 


Cercles sécants de l'ellipee. 


132. Les intersections dune ellipse et D'un cercle sont toujours 
en nombre pair. 

Soit EG, normale de l’ellipse O (P. III, F. 20), la plus courte 
distance du point E à la courbe. La circonférence décrite de E avec 
le rayon EG aura, comme l’ellipse, pour tangente au point G, 
une perpendiculaire élevée en ce point sur la normale. Les deux 
courbes se toucheront donc en G, milieu d’un élément commun. 
Mais augmentons le rayon du cercle, sans changer le centre E. 
L'élément de l'ellipse reste en G où il continue de se confondre avec 
celui A la tangente, tandis que l'élément correspondant du cercle 
passe en F où il se trouve parallèle à l'élément G. La tangente de 
l'ellipse-devient donc corde du cercle; il y a deux arcs égaux de 
circonférence compris entre le point F et la tangente; cette droite 
est coupée en deux points par le cercle EF, et il arrive deux cas : ou 
l'ellipse se trouve comprise toute entière entre le cercle tangent et 
l'autre, ou elle a un arc en dehors de leur intervalle. Dans la pre- 
mière circonstance, le nombre des intersections de la courbe et du 
cercle EF est zéro, nombre pair; dans la seconde, ce nombre est 
nécessairement 2 ou 4, car l'ellipse sortie de l'intervalle des cercles 
doit y rentrer pour se fermer en G, et si après y étre.rentrée, elle 
en sortait de nouveau avant de se fermer , il faudrait évidemment 
qu'elle y rentrât une ggeonde fois. 


DS 
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On voit aussi par là qu'entre deux ‘intersections d'une ellipse et 
ed’un cercle, il y a toujours le contact d’un cercle tangent de même 
“centre que le ceftle sécant, contact qui est le pied d’une normale 
abaissée du centre commun. 


155. Un cercle coupe l’ellipse en deux points, quand son rayon 
surpasse une seule des normales qui peuvent étre menées de son 
centre. 

Soit d'abord le cercle de rayon EF (P. IH, F. 29) dent le centre 
est situé dans l'intérieur de l’ellipse. Comme son rayon surpasse la 
normale EG, il y a une intersection de chaque côté du point G (134) ; 
mais, comîe le mème rayon est moindre que les autres normales 
EH, EI, les pieds H, I de ces normales ne peuvent se trouver 
entre les extrémités d'un arc extérieur du cercle EF. Ce cercle 
n'ayant donc qu'un seul arc extérieur à l’ellipse, la coupe seulement 
en deux poitns. 

Soit maintenant le eercte E' dont le centre est hors de la courbe. 
Il a nécessairement un arc intérieur, si son rayon E’F' 
da normale E’G’. Mais il n’a que celui-là et seulement deux inter- 
sections, car son rayon ne peut surpasser d'autres normales issues 
du centre, E’G’ étant la seule qui puisse être menée du point 
extérieur E”. | 

Ainsi, un cercle dont le centre est hors de l’ellipse , ne peut couper 
cette courbe quien deux points. | 

154. Un cercle coupe Vellipse en quatre points, quand son rayon 
surpasse deux des normales qui peuvent étre menées de son centre. 

Puisqu'il y a au moins deux normales issues du centre, ce point 
E" se trouve nécessairement dans l’intérieur de l’ellipse O (P. HI, 
F. 29). Or, l'excès du rayon E"F" sur la normale E”G" donne au 
cercle un arc extérieur du côté de G", et deux intersections. L’excès 
du même rayon sur la normale E"H" donne un second arc extérieur 
du côté de H’ et deux autres points d'intersection. 


135. Un cercle ne peut couper V’ellipse en plus de quatre points. 

S'il la coupait en plus de quatre points, il la couperait È moins 
en six (132), et les points d’intersection formeraient un hexagone 
ABCDEF (P. III, F. 30) inscrit à la fois dans l’ellipse O et dans 
le cercle. Or ce polygone serait la projection d’un autre hexagone 
A'B'C'D'E'F' inscrit dans le cercle ©’ qui, situé sur un plan incliné, 
a produit l'ellipse en se projetant selon des droites perpendiculaires 
au plan de cette courbe supposé horizontal. Tirons les diagonales 
A'D', B'E’. Nous formerons les deux angles égaux A'D/E', A'B'E' qui 
se projetteront sur ADE, ABE. Le premier, ayant ses côtés inclinés 
en sens contraires, surpasse ADE dont les côtés sont horizontaux; 
le second, ayant ses côtés inclinés dans le même sens, est moindre 
que ABE. Par conséquent, on a ADE < ABE ; les deux sommes 
-F + ADE, F + ABE ne peuvent valoir @acune 180°; les deux 
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qudrilatères ADEF, ABEF ne sont point inscriptibles à Ja fois dans 
un cercle, et les six sommets de l'hexagone ABCDEF inscrit à 
Tellipse ne sauraient appartenir à la même circonference. 


Prost. (a): Tracer un cercle de rayon donné qui coupe une 
ellipse en deux points marqués A, B (P.IV, F. 1). 

Décrivez des points A, B, avec le rayon donné, deux petits 
ares qui se coupent en C, soit à droite de la corde AB, soit à gauche. 
Leur intersection sera évidemment le centre d’un cercle qui, décrit 
avec le rayon donné, passera par les points marqués sur la courbe. 
Le probleme a donc toujours deux solutions. 


PaosL. (b): Décrire un cercle qui coupe une ellipse en quatre 


Il faut que les quatre intersections forment un quadrilatère ins- 
eriptible dans une circonférence. Si donc elles ne sont pas données, 
tirez d'un point de l’ellipse deux cordes arbitraires AB, AC (P. IV, 
F. à); faites en C, sur BC, un angle BCD égal à l'angle CAE 
que forme avec AC le prolongement de BA ; élevez en C, sur CD, 
une perpendiculaire, et du point F où elle coupe la perpendiculaire 
au milieu de BC, décrivez avec le rayon FC un cercle qui coupe 
l'ellipse ailleurs qu'aux points B, C. S'il ne donnait pas d'autres 
intersections que ces dernières, vous tireriez de nouvelles cordes 
du point À, afin d'obtenir un arc BGG capable de l'angle CAE, 
qui coupe l'ellipse en G. Menant alors les cordes BG, GC, vous 
auriez le quadrilatère ABGC dont l'angle G, égalant BCD ou CAE, 
formerait 180° avec BAC, et qui par suite serait inscriptible dans 
une circonférence, Il ne vous resterait donc plus qu'à élever une 
perpendiculaire au milieu d'un des côtés, de AC par exemple, et 
à décrire, du point où elle rencontrerait la perpendiculaire au milieu 
de BC, un cercle qui eût pour rayon la distance de l'intersection 
à un des sommets du quadrilatère ABGC. 


Pnopt. {c): Décrire un cercle qui coupe une ellipse en quatre 
points sommets d'un rectangle. 

N suffit de prendre pour centre du cercle celui de l'ellipse, et 
ua rayon plus grand que la moitié du petit axe, mais moindre que 
la moitié de l'autre (86). 


Paosı. (d): Décrire un cercle qui coupe une ellipse aux quatre 
sommets du carré inscrit. 
Le centre est celui de l'ellipse, et le rayon égale une demi- 


dagonale du carré (8). 
Ellipses sécantes du cercle. 


136. Tonte ellipse sécante d’un cercle se détermine par cinq 
conditions (95). Quand celles qui sont imposées se trouvent en 
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moindre nombre, l'opérateur se donne arbitrairement autant de choses 
qu'il en faut pour rendre la détermination complète. 


Prost. (a): Tracer une ellipse qui coupe un cercle À en deux 
points B, C (P.IV, F. 3), dont le centre D est marqué et dont 
on connaît la longueur du diamètre par lequel la corde BC des 
intersections est divisée en deux parties égales. 

Comme la courbe doit passer par les deux extrémités du diamètre 
donné, quatre points sont connus; la position du centre fait la cin- 
quième condition ;:il n’y a rien d’arbitraire, et le problème ne comporte 
qu’une seule solution. 

Joignez le milieu de BC au centre D; portez la demi-longueur 
du diamètre sur DE, de chaque côté du centre et à partir de ce 
point, pour marquer F, G qui doivent appartenir à la courbe; 
cherchez le conjugué HI de FG, au moyen de la demi-corde BE 
(41, probl. g); puis recourant au problème f (53), tracez l'ellipse 
FIGH; elle passera aussi par B, C, et satisfera à toutes les con- 
ditions imposées. 


Propt. o) : Tracer une ellipse qui coupe un cercle A en deux 
points B, C (P. IV, F. 3) et dont on connaît les longueurs de deus 
diamètres conjugués, ainsi que langle sous lequel lun de ces diamètres 
partage en deux parties égales la corde BC des intersections. 

Tirez, par le milieu E de BC, une droite indéfinie EG qui fasse 
avec cette corde l'angle donné; vous aurez la direction de l'un des 
diamètres conjugués ; celle de l'autre sera une parallèle à BC (35); 
mais pour mener cette parallèle et pour limiter les deux diamètres, 
il faut déterminer la position du centre de l'ellipse. 

Décrivez un demi-cercle sur une droite H'I' égale au diamètre 
qui doit être parallèle à BC; mener du centre D' une droite D’E’ qui 
fasse avec H'I' un angle égal à l'angle donné; prenez D'F' égale è 
la moitié de l’autre diamètre ; portez EC de D' en K'; élevez sur HT 
les perpendiculaires D'L, K'M ; rapportez K'M sur D'L, par une 
parallèle à H'I", puis de D' en M’, par un arc de cercle, pour vous 
écarter de F’ suffisamment, et menez M'E' parallèlement à IF; 
_D'E sera la distance du centre de l'ellipse au milieu de la corde 
BC, et il vous restera à la porter sur EG, de E en D, à tirer 
par D une parallèle HI à BC, à prendre DF, DG, DH, DI égales 
aux demi-longueurs des diamètres, et à faire l'application du pro- 
blème f (53). Il y a deux solutions, car D'E' peut ètre porté aussi 
de l’autre côté de E, sur EG. - 

Démonstration: On peut facilement démontrer qu’en effet D'E' 
est la distance du centre D de l'ellipse au milieu de la corde BC. 
La construction donne 


DPF ° DT °° D'E'° D'M ou D'F' | D'L °° D'E' ° K'M. 
Ainsi D'E' est la demi-corde qui partirait de K' et serait parallele à 
D'F', dans une ellipse dont D'F', D'T' seraient deux demi-diamètres 
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conjugués (43). Menons CK parallèlement à EG. Nous aurons 
DK=EC=DE et DF:D'L °° CK : K'M (43). 
Donc CK = DE. Or CK = DE. 


Paosr. (c): Traser une ellipse qui coupe un cercle en quatre 
points marqués A, B, C, D (P. IV, F. 4) et dont deux diamètres 
conjugués sotent parallèles à deux côtés opposés AB, CD du qua- 
drilatère. 

Chaque diamètre coupe au milieu la corde parallèle à son cen- 
pes (35). Si donc vous tirez, du milieu de AB, EO parallèle 

CD, puis du milieu de CD, FO parallèle à AB, l'intersection O 
sera le: centre de l'ellipse demandée, OB la moitié d’un troisième 
diamètre, et il ne s'agira plus que de trouver le conjugué de OB. 
Prolongez à cette fin les côtés opposés du quadrilatère, et marques 
leurs concours G, H; la droite GH sera aussi le lieu des concours 
de chague paire de tangentes à l’ellipse, tirées par les sommets 
opposés du quadrilatère (88). Mais OI, qui.passe par le milieu de 
la corde des contacts BD, concourt avec les deux tangentes des 
points B, D (58); par conséquent I est le point commun à ces 
tangentes ; IB touchera l'ellipse cherchée, et OK paralièle à IB 
donne la direction du conjugué de OB (54). 11 ne faut plus, pour 
le limiter et tracer l’ellipse, que tirer AL parallèle à OK, et appliquer 
le problème g (41). La courbe ainsi déterminée passera nécessai- 
rement par C, D comme par A, B, et remplira toutes les conditions 
imposées. 


| Cercles tangents à l’ellipse. 


157. Un cercle etane ellipse sont tangents l’un à l’autre quand 
ils la même tangente en un de leurs points communs. 
idérons d’abord un cercle et une ellipse que sépare la tangente 
commune AB (P. IV, F. 5). Le contact C est le seul point da 
cercle qui soit sur AB : tous les autres sont à droite de cette tangente. 
Le mème contact C est le seul point de l’ellipse qui puisse se trouver 
sur AB: tous les autres sont à gauche de cette tangente. Il est donc 
impossible que les deux courbes aient un second point commun, 
et par conséquent elles se touchent en C où elles ont la mème 
mòrmalè qui est perpendiculaire à AB. 
Si l’ellipse est touchée intérieurement en F par le cercle. G, la 
tangente DE de la première courbe ne peut prendre que le point F 


. de la seconde. Si c'était le cercle qui füt touché intérieurement par 


l'ellipse, la tangente de la circonférence ne pourrait prendre que le 
point F de l’autre courbe. Ainsi, dans les deux cas, l’ellipse et le 
cercle ont une tangente commune. Reste donc à démontrer la réci- 
proque, c’est-à-dire qu'un cercle et une ellipse sont tangents, quand 
ils ont une tangente commune DE qui les laisse du même côté. 

Or, il est toujours possible de decrire un cercle plus grand 
ou plus petit que le cercle donné, qui passe entre les deux courbes 
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et par lequel l’ellipse soit touchée en F. Comme DE se trouvera 
tangente à cette ellipse et au cercle décrit, elle le sera aux deux 
cercles à la fois; les centres de ces cercles seront sur FG perpendi- 
culaire à DE; le cercle décrit enveloppera le cercle donné ou en sera 
enveloppé, et puisque le premier n'aura que le point F de commun 
avec Fellipse , il en sera de mème du second, attendu que, dans les 
deux cas, celui-ci laissera les deux autres courbes du mème côté. 


Pnosr. (a): Décrire un cercle de rayon connu qui touche exté- 
rieurement une ellipse en un point marqué. 

Menez par le point donné G (P. IV, F. 5), une tangente AB 
à l’ellipse; -élevez en C une perpendiculaire CH sur cette tangente ; 
portez le rayon extérienrement de C en H, et du point H décrivez 
une circonférence qui passe par C ; elle y touchera l’ellipse, puisqu’elle 
aura aussi AB pour tangente. 


Prost. (b): Décrire un cercle de rayon connu par lequel une 
ellipse soit touchée intérieurement en un point marqué F. 

L'opération est la même que la précédente ; seulement au lieu de 
porter le rayon sur la normale commune, à l'extérieur de l'ellipse, 
il faut le porter à l’intérieur de F en G. 


Paost. (c): Décrire un cercle qui touche une ellipse en un point 

marqué et passe par un autre point également assigné. 
. Solution 1 : Menez par le contact F une tangente DE à l'ellipse; 
élevez une perpendiculaire FG sur cette droite, puis une perpendi- 
culaire au milieu de la corde FI, déterminée par le contact et l'autre 
point donné I. L’intersection G des deux perpendiculaires sera le 
centre d'un cercle qui, décrit avec le rayon GF, touchera l'ellipse 
en F et passera par I. 

“Solution 2: Elevez une perpendiculaire au milieu de la corde 
AB (F. 6) que détermine le contact A et l'autre point donné B; 
d'un point quelconque € de cette perpendiculaire, decrivez une cir- 
conférence qui passe par À, B et deux autres points D, E de 
l'ellipse; menez de A une corde AF d’ellipse parallèle à la corde 
DE; élevez une perpendiculaire au milieu de la droite BF, et du 
point G où elle rencontre la perpendiculaire au milieu de AB, 
décrivez un cercle, avec GA pour rayon. Ce cercle passera par 
A, B, F évidemment. Il reste donc à démontrer que le premier de 
ces trois points est un contact, ou que l’ellipse et le cercle G ont 
en À une tangente commune. 

Demonstration: Soit AK la tangente de l’ellipse. L'élément A de 
cette courbe, qui se trouve sur AK, constitue, avec le pentagone 
ABFDE, un hexagone inscrit. Par conséquent (89), le concours H 
des côtés opposés AE, BF, le concours I des côtés opposés AB, DE, 
et le concours K du cinquième côté DF avec la tangente AK, se trou- 
vent sur une même droite HK. Comme cette propriété appartient au 
cercle aussi bien qu'à l'ellipse, Je pentagone ABFMLA et la tangente 
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au point À du cercle G donnent également trois concours en ligne 
droite. Or H est déjà celui des côtés opposés AE, BF. Si donc I 
forme celui des côtés opposés AB, LM, l'intersection K de HI et 
du cinquième côté FM sera nécessairement le concours de FM et de 
la tangente au point À du cercle G ; de sorte que cette tangente se 
eonfındra avec la tangente AK de Vellipse. 

Ainsi, nous avons encore à faire voir que LM passe par I, ou 
que LI passe par M, ou que la seconde intersection M’ de cette 
droite et de la circonference G se confond avec M. Or, les cordes 
AL, FM se coupent au point N en parties réciproquement propor- 
tionnelles, et NL ©: NM °° NF : NA. De plus, les parallèles 
AF, DE donnent NF: NA :: ND : NE. Conséquemment, 
NL : NM I: ND NE, et les quatre points D, E, L, M peuvent 
être liés par une circonférence. D’un autre côté, il résulte des 
sécantes IB, IL, ID, les relations IL-IM' — IB ‘JA — ID ‘IE, 
qui montrent que les quatre points D, E, L, M' peuvent être unis 
aussi par une circonférence. Les points M, M' se trouvent donc à 
la fois sur la circonference que déterminent D, E, L, et sur la 
circonférence G. Comme la première coupe dejà la seconde en L, 
il faut nécessairement que M et M' se confondent. 


158. Tout cercle qui touche une ellipse en deux points, @ ses 
contacts symétriquement placés par rapport à l'un deg axes, et son 
centre sur ce méme axe. 

Soient E, G les deux contacts (P. IV, F. 7). Le cercle et 
Tellipse ont en ces points des tangentes communes, et par suite des 
normales communes. Ces normales concourent donc au centre du 
cercle et sont égales. Par conséquent, le centre H est sur l'axe AB, 
et les points E, G sont symétriques (73). 


139. Le cercle qui touche une ellipse au» deux extrémités de 
Fun des axes, a pour centre le centre même de la courbe. 

Cela provient de ce que les normales des extrémités des axes 
passent par le centre de l’ellipse (72) et de ce que les cordes qu'elles 
forment y sont divisées en deux parties égales (32). 


140. Quand les deux contacts E, G d’un cercle H et dune ellipse 
O (P. IV, F. 7) sont séparés par le grand axe, la première courbe 
touche la seconde intérieurement. - 

Il suffit de démontrer que le cercle se trouve alors tout entier 
dans l'intérieur de l’ellipse. Cela est vrai, s'il a seulement un point 
dans cet intérieur; car pour en sortir, il serait obligé de couper 
la courbe, ce qu'il ne peut faire, attendu que les deux contacts 
E, G remplacent quatre points d’intersection (135). 

Tirons le demi-diamètre EO de l’ellipse. Le rayon HE est plus 
petit que HO + OE. Or OE est moindre que OB (26). Donc, à 
plus forte raison, HE est plus petit que HB, et le cercle H coupe 
nécessairement le grand axe entre son, centre et le sommet B. 
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141. Quand les deux contacts E, I d’un cercle K et d'une ellipse 
O (P. IV, F. 7) sont séparés par le petit axe, la première courbe 
touche la seconde extérieurement. 

Il suffit de démontrer que le cercle enveloppe entièrement l'ellipse. 
Cela est vrai, s’il a seulement un point en dehors; car pour entrer 
dans la courbe, il serait obligé de la couper, ce qu'il ne peut faire, 
attenda que les deux -contacts E, I équivalent à quatre points 
d'intersection. | 

On voit d'abord que si le centre K du cercle est hors de l'el- 
lipse, comme dans la figure, la première courbe a nécessairement 
des points hors de la seconde. Si ce même centre se trouve dans 
l'intérieur de l'ellipse, il sera en O ou entre O et D, car aucune 
normale de l'arc AC ne coupe le petit axe entre O et C ou le grand 
entre O et B (76). Dans le premier cas, le cercle touche l'ellipse 
aux sommets A, B (139), et l'enveloppe: entièrement (26); dans 
le second, le centre sera, par exemple, en K'. Or le conjugué du 
diamètre parallèle à EL passe évidemment dans l'angle AOD ; par 
conséquent le milieu de EL se trouve entre OA, OD (35); KL 
est plus court que K’E, et le point du cercle diamétralement opposé 
à E se trouve hors de l'ellipse. 


Prost. (a): Décrire un cercle qui touche intérieurement une 
ellipse aux deux extrémités d'un ace. i 

La solution n’est possible que dans le cas où les deux contacts 
sont les extrémités du petit axe (140). Prenez alors pour centre, 
le centre O de l’ellipse (139), et pour rayon, la moitié OC du. 
petit axe (P. IV, F. 7). 


Prost. (b): Décrire un cercle qui touche extérieurement une 
ellipse aux deux extrémités d'un axe. 

La solution n’est possible que dans le cas où les deux contacts 
sont les sommets (141). Prenez alors pour centre, le centre O de 
an (139), et pour rayon, la moitié OA du grand axe (P. IV, 

. 7). 


Pnopt. (c) : Décrire un cercle qui touche intérieurement une ellipse 
en deux points situés hors des axes. 

La solution n’est possible que dans le cas où les points donnés 
E, G (P. IV, F. 7) sont symétriquement placés par rapport au 
grand axe (138 et 140). S'il en est ainsi, menez par l’un E des 
contacts une normale à l’ellipse; puis, du point H où cette normale 
coupe le grand axe AB, décrivez une circonférence qui ait EH 
pour rayon. | 


Prost. (d): Décrire un cercle qui touche extéricurement une 
ellipse en points situés hors des, axes. 

La solution n'est possible que dans le cas où les points donnés 
E, I (P. IV, F. 7) sont symétriquement placés par rapport au 
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petit axe (138 et 141). S'il en est ainsi, menez par l’un E des 
contacts une normale à l’ellipse; puis, du point K où cette normale 
coupe le petit axe CD, decrivez une circonférence qui ait EK pour 
rayon. 


142. Quand des cercles touchent une ellipse au méme point A 
(P. IV, F. 8), les cordes BC, DE, qui joignent leurs intersections 
repectives avec la courbe, sont des droites parallèles. 

Si Yon ajoute l'élément A de l’ellipse au pentagone ABDEO, il 
en résulte un hexagone inscrit dont les côtés opposés ont leurs con- 
cours F, G, H en ligne droite (89). Prolongeons BD jusqu'en I 
où cette corde de l’ellipse coupe une seconde fois la grande cir- 
conférence, et tirons IK. Nous aurons un pentagone ABIKCA inscrit 
au grand cercle ; l'élément A de ce cercle, dirigé selon AG, achèvera 
un hexagone inscrit, et comme F, H sont aussi les concours de deux 
paires de côtés opposés du nouvel hexagone , IK, l'opposé de l'élément 
À, devra passer par G. Conséquemment, GI-GK— GA'— GE-GD ; 
les quatre points D, E, I, K sont sur une même circonférence ; 
IL:LK:: LE ° LD , et parce que ‘IL : LK ::LC:LB, on a aussi 
LE: LD :: LC : LB, ce qui démontre que DE, BC sont effec- 
tivement parallèles. | , 


Pnopıkwz : Décrire un cercle qui touche une ellipse au même point 
À qu’un autre cercle sécant M déja tracé (P. IV, F. 8). 

Tirez la corde BC qui joint les deux points où le cercle M coupe 
l'ellipse; tirez aussi, dans cette dernière courbe, une autre corde 
DE paralièle à la précédente ; puis faites passer un cercle par les 
trois points À, D, E: il sera sécant en D, E, et tangent en À. 


Ellipses tangentes au cercle. 


143. Lellipse est tangente au cercle quand un diamètre DE de 
la première courbe aboutit d un point E de la seconde (P. IV, 
F.9), et que le conjugué GH se trouve parallèle à la tangente 
IK de la circonférence au méme point. 

En effet, IK est alors tangente à l’ellipse comme au cercle (54) 
et par conséquent les deux courbes se touchent en E (137). 


Prost. (a): Tracer une ellipse qui touche un cercle en un point 
donné E (P. IV, F. 9). 

Menez par le point donné la tangente IK du cercle; tirez une 
droite quelconque ED, et prener-y deux parties égales EO, OD; 
tracez par le point O une parallèle indéfinie à IK; prenez arbi- 
trairement OG, i d’égales longueurs; puis décrivez l’ellipse qui 
a DE, GH pour diamètres conjugués (53, probl. f). 


Paosr. (b): Tracer une ellipse dont le centre soit un point O 
marqué et qui touche un cercle au point donné E (P. IV, F. 9). 
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Menez EO; prenez OD = 0E; tirez par O une parallèle À lu 
tangente IEK du cercle, et achevez comme dans le cas précédent. 


Prost. (c): Tracer une cllipse dont les axes sont donnés et qui 
touche un cercle au point marqué C (P. IV, F. 9). 

Elevez une perpendiculaire sur la tangente ICK du cercle, et au 
point de contact même; portez la moitié de l’un des axes de C en 
O' et de O' en D; menez par O' une parallèle à IK; portez-y 
la moitié de l’autre axe, de O' en A eten B; puis tracez l'ellipse 
qui a pour axes les droites d’&querre AB, CD (53, probl. 6). 


444. Une ellipse ne saurait toucher un cercle en deux points 
écartés de 90°. 

L'angle EGF étant droit (P. IV, F. 10), ainsi que les angles 
E, F formés par les tangentes du cercle, il faut que l'angle H de 
ces tangentes soit droit également. Mais EH, FH seraient tangentes 
aussi à l'ellipse qui toucherait le cercle en E, F (137). Les rayons 
EG, FG paralleles & ces tangentes donneraient donc les directions 
de deux diamètres conjugués (54); le centre de la courbe se con- 
fondrait avec celui du cercle; EG, FG formeraient les demi-axes, 
et par conséquent, la prétendue ellipse ne serait autre que la cir- 
conference G elle-möme. 


Prösı. (a): Tracer une ellipse qui touche extérieurement un 
cercle G en deux points I, K dont l'écartement surpasse 90° (P. IV, 
F. 10). | 

‘Solution 1: Tirez les tangentes du cercle IL, KL, et par les 
contacts donnés, des parallèles à ces tangentes. Ces parallèles se 
. couperont en un point O, et si vous tracez l’ellipse qui a ce point 
pour centre et OI, OK pour demi-diamètres conjugués, elle satisfera 
aux conditions imposées. . 

Demonstration: D’abord, LI touchera la courbe en I, pui 
cette droite est parallèle à OK conjugué du diamètre OI (54). I 
en sera de même de LK, pour une semblable raison. Maintenant, 
l'angle ILK est aigu, attendu que IGK est obtus et que les angles 
‘GIL, GKL sont droits. L’angle IOK, qui égale ILK, est donc aigu 
aussi; par suite, le centre O de l’ellipse se trouve plus éloigné de la 
corde IK que l'intersection G des normales égales IG, KG; cette 
intersection se fait sur le grand axe (138, 73 et 75); et le cercle 
touche l’ellipse intéricurement (140), ou bien cette courbe touche 
la circonférence extérieurement. 

Solution 2: Déterminer la bissectrice GL de l'angle IGK ; elle 
donnera la direction du grand axe (138 et 140). Tirez de I une droite 
quelconque qui coupe GL en arrière de G (76)e L'intersection O 
pourra être prise pour centre de l’ellipse demandée. La droite IM, 
double de IO, sera un diamètre; KN menée parallèlement à la 
tangente IL, sera une demi-corde parallèle au conjugué de IM (54), 
et vous pourrez appliquer le problème g (53). 
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Pron. (b) : Tracer une ellipse qui touche extérieurement un cercle 
en deux points dont Pécartement soit moindre que 90°. 
Employez la seconde solution du problème a. 


Paost. (c): Tracer une ellipse qui touche intérieurement un cercle 
Gen deux points I, K dont l’écartement surpasse 90° (P. IV, F. 11). 

Déterminez la bissectrice GL de l'angle IGK ; elle donnera la 
direction du petit axe (141). Tirez de I une droite quelconque qui 
coupe GL entre G et IK (76). L'intersection O pourra être prise 
pour centre de l'ellipse demandée. La droite IM, double de IO, sera 
un diamètre ; KN, menée parallèlement à la tangente IL, sera une 
demi-corde parallèle au conjugué de IM (54), et vous pourrez ap- 
pliquer le problème g (53). 


Prost. (d): Tracer une ellipse qui touche intérieurement un cercle 
en deux points dont l'écartement soit moindre que 90°. 

Solution 1: Employez la solution du problème e. 

Solution 2: Menez les tangentes du cercle aux deux points de 
contact donnés I, K (P. IV, F. 12), et par les mêmes points, des 
parallèles à ces fangentes; puis tracez l’ellipse qui a l'intersection 
O pour centre, et 10, KO pour demi-diamètres conjugués : elle . 
satisfera aux conditions du problème. 

Démonstration: D'abord , LI touchera la courbe en I, puisque cette 
droite est parallèle à KO, conjugué de IO (54). Il en sera de même 
de LK pour une raison analogue. Maintenant, l'angle ILK est obtus, 
puisque IGK est aigu et que les angles GIL, GKL sont droits. 
L'angle IOK , qui égale ILK, est donc obtus aussi. Conséquemment , 
le centre O de l’ellipse se trouve entre le centre G du cercle et la corde 
IK ; Fintersection des normales d'ellipse IG, KG, se fait sur le 
petit axe (76), et le cercle touche la courbe extérieurement (141), 
ou bien l’ellipse touche la circonférence intérieurement. 


Cerples de même courbure, que l’ellipse. 


145. L'ellipse n'a pas de cercle osculateur pour les extrémités 
de ses axes. 
En effet, les caractères des cercles osculateurs d'une courbe c'est 
Tre tangents et sécants au mème point, ce qui ne leur permet 
‘une autre intersection (15 et 16). Or, tout cercle qui tou- 
che l'ellipse à l’une des extrémités d'un axe, a son centre sur cet 
axe (72). Si donc il coupait la courbe à son contact et en un second 
point, il la couperait encore au point symétrique de ce dernier. 


146. Le cercle de même courbure que Dellipse à l'une des extrématés 
de chaque axe, a son centre sur cet axe au point où concourent les 
deux normales infiniment voisines. e 

Le cercle qui remplace le cercle osculateur pour chaque extrémité 
d'un axe, a un contact de seconde espèce (15 ct 16). Il résulte 

14 
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donc d'un cercle E (P. IV, F. 13) tangent à cette extrémité A et 
sécant en deux points symétriques G, H, dont les intersections se 
rapprochent également du contact à mesure que le rayon diminue. 
Or, le centre E se trouve, pour toutes les positions, ou pour toutes 
les longueurs de rayon, du concours de deux droites symétriques 
GE, HE issues des deux intersections, et quand ces intersections 
sont près de se réunir au contact À, les deux droites se confondani 
presque avec l'axe AB deviennent des normales, 


447. Le rayon de eourbure pour chaque sommet d'une ellipse, 
égale le demi-paramitre. 

Le principe précédent montre que le cercle qui donne la courbure 
de l’ellipse aux sommets, a son centre. G (P. IV, F. 13) au point 
où se termine sur le grand axe, la normale en A. Cette normale 
est bissectrice de l'angle des rayons vecteurs FA, FÀ, quoique cet 
angle soit nul (70); elle divise donc FF’ en deux parties propor- 
tionnelles à FA, F'A, de sorte que 


GF : GF °° FA: FA. 
On tire de là 
GF:FF'°FA°FAHPFA, CF :PA:°°FE : AB (bo), 
GRH FA (FA: FF4AB AB, GF+FA FA °:2(FF-AB) : ; AB, 
GA * FA °° OF" AO AO, GA © FA ‘° FA * AO, 





et 
FAX PA 
GA = 10° 
Or (51) OC = FA x FB= FA X FA. Conséquemment, 
. dC 
GA = 70° 
. cD’ ® mn Az | 
Mais IK= 37: IK = 2FK, CD =40C, AB=240, « 
par suite, 
400° °C 
Fk = — ou FE = 0° 
Done enfin, le rayon de courbure GA du sornmet A ou du soumet 
B égale FK moitié du paramètre IK. 


PROBLÈME : Déterminer le rayon et le centre de courbure des sommets 
dune ellipse. 

Marquez les foyers F, F' (P. IV, F. 13); élevez par un de ces 
points une perpendiculaire FK sur le grand axe AB; la partie FK 
de cette perpendiculaire, comprise entre le pied F et la courbe, 
est le rayon de courbure demandé, et si vous portez ce rayon sur 
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k grand axe, de A en G, de B en G', les points G, G/ seront 
les centres de courbure ou les centres des cercles à double contact 
qui ont même courbure que lellipse à ses sommets. 


148. Le rayon de courbure pour les extrémités du petit ame d'une 
ollipee est le diamètre de la circonférence qui passe par une de ces 
estrémités et los deux foyers. : 

L'ellipse O (P. IV, F. 14) est la projection d’un cercle 0’. Le 
sercle G, qui a en C un contact de seconde espèce avec l'ellipse 0, 
est la projection d'une ellipse G’ située dans le plan du cercle O', 
et cette ellipse a nécessairement aussi, à son sommet (’, un confact 
de seconde espèce avec la circonférence O'. Ainsi (147), O/C' est 
le demi-peramötre de l'ellipse G’, et (51) 

Ge: CH :: G'H : 0'C. 
Mais CH’ = GH = GC, et O'C' = O'A' = OA. Donc 
GO? GC :: GC : 04. | 
De plus, G'C' contient sa projection GC, comme O’C' contient sa 
projection OC. Par conséquent, 
00 : OC :: GC: OA ou OA : OC :: GC : 0A 
ou encore 

| OC : OA :° OA ® GC, 
ce qui montre que Ze rayon GC du cercle dont la courbure égale 
celle de Vellipse aux extrémités du petit axe, est une troisième pro- 
portionnelle au demi-petit axe et au demi-grand axe. 

Cela posé, soit tirée la droite CF à l'un des foyers. On a 
CF = OA (49). Par suite, OC : CF :: CF : GC. Les deux 
triangles COF, CFG, qui ont l'angle C commun, sont donc sem- 
blables, et parce que le premier est rectangle en O, le second l’est 
en F. Le foyer F se trouve donc sur la circonférence qui a GC 
pour diamètre ; réciproquement GC est diamètre de la circonférence 
qui passe par C et les deux foyers F, F'. 


Prosième: Déterminer le rayon et les centres de courbure des 
extrémités du petit axe d’une ellipse. 

Solution 1: Faites passer une circonférence par les foyers F, F’ 
et par l’une C des extrémités du petit axe (P. IV, F. 14). Le point 
G, où elle coupera une seconde fois cet axe, sera le centre de cour- 
bure pour l'extrémité C, et si vous prenez Dg égal à CG, le point 
g sera le centre de courbure de l'extrémité D. Par conséquent, CG 
ou Dg donne le rayon de courbure commun aux deux extrémités 
du petit axe. 

Solution 2: Marquez les foyers F, F'; joignez-les aux extrémités 
C, D du petit axe; puis élevez, par ces mêmes foyers, des per- 
pendiculaires aux droites de jonction FC, F'D. Les points G, 9g, où 
la direction du. petit axe est coupée par les perpendiculaires, sont 
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respectivement les centres de courbure pour C, D, et GC ou gD 
donne le rayon de courbure pour ces deux points. 


149. Tout point de l’ellipse, autre que les extrémités des axes, 
a un cercle osculateur. 
+ Soit menée la normale d’un tel point À (P. IV, F. 15). On peut 
toujours décrire d’un certain point B de cette normale, avec le rayon 
BA, une circonférence qui coupe l'ellipse en deux points non symé- 
triques C, D (137, probl. c). Cette circonférence aura de plus, en 
A, un contact simple avec lellipse. Tirons la corde AE parallèle- 
ment à la corde CD. La circonférence G, qui aura son centre sur 
la normale AH et passera par les points A, E, touchera l'ellipse 
en A, comme la circonference B; de plus, elle sera sécante en A 
et en E, comme B l'est en Ceten D (142). Ainsi, le point À 
formera & la fois un contact et une intersection pour le cercle G; 
ce cercle n'aura plus qu'un autre point E commun avec l’ellipse, 
et par conséquent, il sera osculateur en A (16). 


Proncème: Déterminer le centre et le rayon de courbure 
un point quelconque À d'une ellipse, autre que les extrémités des 
axes (P. IV, F. 15). | 

Tracez la normale AH du point donné; marquez à volonté us 
point C de l'ellipse; décrivez un cercle B qui touche la courbe en 
A et la coupe en C (137, probl. c). S'il n'a aucun autre point 
commun avec lellipse, il sera le cercle osculateur cherché (16); 
mais s'il en a un troisième D, menez par A une corde AE parallèle 
à CD; puis élevez une perpendiculaire au milieu de AE. L'inter- 
section G de cette perpendiculaire et de la normale sera le centre du 
cercle osculateur au point À ; par conséquent , G et GA seront respec- 
tivement le centre et le rayon de courbure pour ce même point. 


COMBINAISONS DES ELLIPSES. 


Deux ellipses sont entièrement séparées ou elles ont quelques 
points communs, quelques parties communes. Nous n'avons à consi- 
dérer dans le premier cas, que les ellipses semblables. Dans le 
second, les deux courbes se coupent, se touchent, ou encore l'une 
écartée de l’autre, sur tout son pourtour, la renferme en totalité. 
Mais cette dernière circonstance n’a d’intérét qu’autant que les ellipses 
sont concentriques. 


Ellipses semblables. 


150. Il y a similitude entre deux ellipses quand les deux axes 
de Dune sont proportionnels aux deux axes de l'autre. 

Cela est vrai si deux ‘autres cordes quelconques, mais corres- 
pondantes, ont le même rapport, car alors l’ellipse la plus petite sera 
évidemment la cepie réduite de la plus grande. 
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Je dis d'abord que les cercles dont les ellipses sont les projec- 
tions, ont la même inclinaison. Désignons par A'B', C'D', a'd', c'd' 
les diamètres de ces cercles qui se projettent respectivement sur les 
axes AB, CD, ab, cd (P. IV, F. 16). Nous aurons 

A'B! ® a'b''** AB ab, 
puisque A'B' = AB ct que a'd' = ab. (25). Donc, en vertu de 
l'hypothèse 

AB © ab °° CD * cd, AB! tab *° CD: cd. 

Mais AB’—= CD’, ab = c'd'. Consequemment, 

C'D' * c'd' ** CD | cd; 
les triangles rectangles formés par C'D' et CD, c'd' et cd, avec 
les verticales projetantes de C”, c’, sont semblables ; les angles aigus 
de l'un égalent les angles aigus correspondants de l'autre, et les 
Hin des deux cercles se trouvent également inclinés sur ceux des 
ellipses. 

Il s'ensuit que les diamètres circulaires E’G’, e/g', projetés sur 
les diamètres elliptiques EG, eg, font des angles égaux avec ces 
projections, si AOE = aoe. Les verticales projetantes des points 
G', g' achèvent donc des triangles rectangles semblables, et 

EG * dg ** EG © eg. 


EC : dg 3° AD’ : «db, 
puisque les antécédents sont diamètres du grand cercle, et les con- 
séquents, diamètres du petit. Donc, 
EG © eg !, AB | ab, 
et tous les diamètres d’une ellipse sont proportionnels aux diamètres 
correspondants de l'autre. 

Quant aux cordes, telles que GH, gh, qui ne passent point par 
les centres, elles forment des triangles semblables OGH, ogh, avec les 
diamètres tirés de leurs extrémités, puisque , étant correspondantes, 
els se trouvent comprises dans les angles égaux GOH, go. Leur 
rapport vaut donc celui de OG à og et celui de EG à eg. 


451. Deux ellipses circonscrites à des pentagones semblables 
RGHIK , eghik, sont semblables (P. IV, F. 17). 

La démonstration consiste à faire voir que les axes sont propor- 
tionnels (150). Désignons par E'G'H'I'K' le pentagone qui, inscrit 
au cercle dont l’ellipse O est la projection, se projette sur EGHIK, 
Ses diagonales G'K’, H'K' forment deux quadrilatères inscrits, et la 
somme des angles G'K'I, G'H'I' vaut 180°, ainsi que celle des 
angles E'K'H', E'G'H'., Mais le pentagone E'CHYK' peut être 
considéré comme la section oblique d’un prisme droit dont EGHIK 
serait la base. Le pentagone eghik peut aussi former la base d'un 
prisme droit, et les coins de ce second prisme égalent les coins 
correspondants du premier, puisque les angles E, G, ete., qui 
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mesurent les uns, égalent les angles e, 9, eto., qui mesurent les 
autres. Placons eghrk de manière que ses côtés soient parallèles aux 
côtés correspondants de EGHIK, puis coupons le petit prisme par 
un plan parallèle, à celui du cercle O'; les angles de la section 
e'g'h'i'k' vaudront lès angles correspondants du pentagone E'G'H'FK', 
et g'k'i'+- g'h'i' donnera 180, ainsi que e'k'A'+ e'g'h'. Le pen- 
tagone e'g'h'i'k' sera donc inscriptible dans un eercle 0’, et ce cerde 
aura pour projection l'ellipse 0, puisque le pentagone se projette 
sur eghik (95). ° | 
Ainsi, les cercles O’, 0’ dont les ellipses O, o sont les projections, 
se trouvent également inclinés sur les plans de ces ellipses. IL 
s'ensuit que 
CD’ * CD °° cd! * cd ouque C'D' * cd! °° CD * cd. 
Mais 
A'B' * dl °° AB: eb, 
puisque A'B' — AB et que a'd' = ab (25). D'ailleurs AB'== C'D', 
a'b' = c'd', attendu que les deux membres de chaque équation 
sont diamètres du même cercle. Donc enfin, 
AB © ab ** CD * cd. 


152. Deux ellipses inscrites à des pentagones semblables EGHIK , 
eghik sont semblables (P. IV, F. 18). 

Il suffit de démontrer que les axes sont proportionnels (150). 
Soit E'G'H'T'K' le pentagone projeté sur EGHIK et circonscrit au 
cercle qui a l'ellipse O pour projection. On peut le considérer comme 
la section oblique d'un prisme droit dont EGHIK serait la base, et 
qui se composerait des prismes triangulaires E’EIK , E'EIH, E'EGH. 
Le pentagone eghik peut aussi former la base d'un prisme droit, 
ou de trois prismes triangulaires, et les coins de ces prismes égalent 
les coins eorrespondants des autres, puisque les angles KEI, K, 
KIE, IEH, etc, qui mesurent les premiers, égalent les angles kei, 
k, kie,ieh, etc. , qui mesurent les seconds. Placons eghik de manière 
que ses côtés soient parallèles aux côtés correspondants de EGHIK, 
puis coupons le petit prisme par un plan parallèle à celui du cercle 
O'; les angles de la section e'g’h’i'k' vaudront les angles corres- 
pondants du pentagone E'G'H'}'K'; il en sera de même pour les 
angles des triangles qui composent ces polygones ; les petits triangles 
seront donc semblables aux grands; il y aura aussi similitude entre 
les deux pentagones, et puisqu’un cerele est inscrit à l’un, un cercle 
pourra être inscrit à l'autre, 

Aivsi, l’ellipse o est la projection d'un cercle 0’ aussi incliné que 
le cerple O' projeté sur l'ellipse O, et l’on peut faire voir, comune 
dans la démonstration précédente, que AB! ab :° CD : ed. 


Pnoncèus : Tracer une .ellipse qui soit semblable à une elliper 
Solution 1: Prenez une longueur arbitraire ab pour grand axe 
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de l'ellipse demandée (P. IV, F. 17); cherchez une quatrième pro- 

i e aux deux demi-axes donnés AO, CO et à la moitié 
de ab; portez le résultat sur une perpendiculaire élevée au milieu 
e de ab, de o en cet en d; puis tracez une ellipse qui ait pour 
axes ab, cd. 

Solution 2: Inscrivez dans l’ellipse donnée O un pentagone quel- 
couque EGHIK ; construisez un pentagone semblable eghik, et cir- 
conscrivez une ellipse o à ce dernier (95, probl. a). 

Solution 3: Circonserivez un pentagone quelconque EGHIK à 
l'ellipse donnée O (F. 18); construisez un pentagone semblable 
eghik, et inscrivez une ellipse à ce dernier (121). 


Ellipses mutuellement sécantes. 


153. Deux ellipses ne peuvent se couper en plus de quatre poin 
Si elles avaient cinq points communs, elles se confondraient; 
puisque les cinq sommets d'un pentagone suffisent pour déterminer 


une ellipse (95). 


Paost. (a): Tracer une ellipse qui en coupe une autre en deux 
points donnés. + 
Appliquez, selon les cas, les solutions des problèmes a ou è (136). 


Puost. (b): Tracer une ellipse qui en coupe une autre en quatre 
points assignés. 

Marquez arbitrairement un cinquième point qui ne soit pas sur 
la courbe donnée, et faites passer une ellipse par les cinq somniets 
du pentagone que vous avez alors (95, probl. a). 


Prost. (c): Tracer une ellipse qui en coupe une autre aux quatre 
sommets d'un parallélogramme EGHI (P. IV, F. 19). 

Tirez les lignes-milieux KL, K'L' du parallélogramme; portez 
sur l'une, à partir de leur intersection O, deux parties égales OK, 
@L plus longues ou plus courtes que OM, mais plus grandes que ON. 
La droite KL pourra être prise pour diamètre de l’ellipse demandée, 
et le conjugué sera dirigé selon K'L' (35). Cherchez dofic, au moyen 
de la demi-corde EN, la longueur de ce conjugué (41, probl. g), 
puis appliquez le problème f (53). 


_ Ellipses mutuellement tangentes. 


154. Deux ellipses peuvent avoir un ou deux contacts, mais elles 
me sauraient en avoir trois. 

Chaque contact résultant de deux intersections confondues (15), 
A faudrait que deux ellipses pussent se couper eh six points, pour 
qu'elles se touchassent trois fois (153). 


155. Deux ellipses se touchent quand un diamètre de l'une ' 
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aboutit à un point de l'autre, et que le conjugué se trouve. parallèle 
à la tangente de la seconde au même point. 
La démonstration est analogue à celle du n° 143. 


Pnosi. (a): Tracer une ellipse qui en touche une autre en un 
point marque. 
Appliquez la solution du problème a (143). 


Prost. (b): Tracer une ellipse qui en touche une autre aux deux 
extrémités d’un diamètre. 

Déterminez le conjugué EG du diamètre HI des contacts (P. IV, 
F. 20) dans l’ellipse donnée EHGI; portez sur ce conjugué, à partir 
du centre O, deux parties égales OK, OL, plus courtes que OE 
si l'ellipse donnée doit être touchée intérieurement, plus grandes 
x e OE dans le cas contraire; puis tracez une ellipse’qui ait HI, 
Er pour diamètres conjugués. 

Il est clair que KL se trouve parallèle à la tangente en H de 
l'ellipse donnée, puisque ce diamètre fait partie de EG conjugué 
de HI dans la mème ellipse (54). 


Proc. {c\: Tracer qpe ellipse qui en touche une autre aux deuz 
extrémités d'une copde donnée EG (P. IV, F. 21). -- 

Menez par E, G des tangentes EH, GH à l'ellipse O décrite; 
tirez de E une parallèle à GH, et de G une parallèle à EH; prenez 
O'I— O'E, O'K— 0'G, puis tracez une ellipse qui ait pour 
diamètres conjugués ET, CK 

Les deux courbes se touchent en E, parce que le conjugué de 
EI est parallèle à la tangente EH de l'ellipse O, et elles se touchent 
en G, parce que le conjugué de GK est parallèle à la tangente GH. 


156. Deux ellipses ne peuvent se toucher qu’en un sommet, lorsque 
l'une O renferme l’autre O" (P. IV, F. 22), et que les grands axes 
sont sur la même droite. 

I est clair d'abord que si l'on fait glisser A'B' sur AB, jusqu'à 
ce-que les sommets B et B’ se confondent, un contact mutuel aura 
lieu en ces peints (155). Reste donc è faire voir que, placées comme 
elles le sont dans la figure, les deux courbes ne peuvent se toucher 
entre les extrémités de leurs axes. 

L'ellipse O est la projection d'un cercle © d’une certaine incli- 
naison; l’ellipse O’ est la projection d'un autre cercle de la même 
inclinaison ou d'une inclinaisen différente, et généralement le cylindre 
circulaire qui projette la seconde est coupé selon une ellipse o" par 
le plan du premier cercle (124). Or, si les deux ellipses O et O' 
pouvaient se toucher en E, par exemple, le point E’, symétrique 
de E, serait un second contact; les deux cylindres projetants au- 
raient deux génératrices droites communes, et le cercle o toucherait 
extérieurement l’ellipse o’ en deux points symétriques par rapport au 
grand axe a'b', ce qui est impossible (140). 
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157. Deux ellipses ne peuvent se toucher qu'à une extrémité des 
pelils ares, quand ces axes sont sur la même droite et que Dune des 
courbes renferme l'autre. 

La démonstration est analogue à la précédente. 


Ellipses concentriques. 


158. Deux ellipses concentriques ne peuvent étre équidistantes, 
mime quand les axes de la petite sont sur les axes correspondants 
de la grande, et qu’ils en différent également. 

La distance d’un point quelconque e de la petite ellipse à la grande 
est Ja partie eE de la normale à cette dernière, comprise entre les 
deux courbes (P. IV, F. 23). Nous avons donc & faire voir que eE 
nest pas une quantité constante, ou qu'elle n’égale pas la différence 
des demi-axes correspondants, quand Aa — Ce. 

Décrivons d'un point quelconque H de la grande ellipse, avec 
OA pour rayon, un arc qui coupe le petit axe CD. Nous aurons 


HI = OA, cet IK = OA — OC (45). 
Mais de OA — Oa = OC —Oc, résulte OA — OC = 0a— Oc. 


Donc 
IK = 0a— 0c, Ih — 0a, Hh=1H— IR = OA—Oa = Aa ou Co, 


et il ne s’agit plus que de démontrer l'mégalité de H% et de Ee, 
ou celle de HA et de LA partie de la normale LM. 

Or, si HA = LÀ, la perpendiculaire élevée au milieu de la corde 
HL passe par À, et le cercle décrit de ce point A, avec AL pour 
rayon, est osculateur en L (149). Dé un autre cercle de M, 
avec le rayon ML; il sera tangent agpoint L, comme le cercle 4, 
et la corde de ses deux points d'intersection avec la grande ellipse, 
devra se trouver parallèle à HL (142). Mais ke cercle M touche aussi 
la courbe à l'incidence E de la normale ME symétrique de ML; ses 
deux points.d'intersection se confondent donc en E, et leur corde de- 
vient la tangente au même point E. D'un autre côté, HL est parallèle 
à la tangente menée par l'extrémité du diamètre qui coupe cette corde 
au milieu, car elle est parallèle, comme la tangente, au conjugué 
du mème diamètre (35 et 54). Il faudrait donc pour qu'on eût 
Hh = LA, que la tangente en, un certain point de HL fût parallele 
à celle de E. Or c'est là chosg impossible, puisque les tangentes 
en L et en E concourent suf le grand axe (59), et que la première 
a, sur cet axe, une inclinaison supérieure à celle de toute tangente 
qui touche entre H et L. 

Nops avons supposé, il est vrai, que HA est une droite distincte 
de la normale menée de À à la grande ellipse. Pour le démontrer, 
soient G, G’ les centres de courbure respectivement relatifs aux 
extrémités À, C des axes. 


OA : OC °° OC : GA (147), OC ©: OA 0A: C'E (149) 
1 





” 
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Conséquemment, 
GA = oc y GCc= or , 
0G = 0A— GA — 0a. — AE ET 4 — OC), 
0G = GC—0C = 9A oc = DA DE = +08 — 00. 


Mais OG forme la plus petite partie de normale comprise entre les 
axes, OG est la pus grande, et OA + OC surpasse toujours soit 
OA, soit OC. La partie interceptée sur une normale quelconque 
ar les axes est donc toujours plus grande que 0A — OC ou que 
K ; d'où il suit que HI ct toutes les droites analogues ne sont point 
normales à la grande ellipse. 


PnrosLiue: Tracer une ellipse qui soit concentrique à une ellipse 
donnée ACBD (P. IV, F. 23). 

Déterminez les axes AB, CD de la courbe donnée; portez les 
demi-axes de l’ellipse demandée du point O en a, b, et enc,d, 
puis appliquez la solution du probleme b (53). 


. AppuicaTiONs : I. La courbe d’extrados d’une voûte est la section 
de la surface convexe par un plan perpendiculaire à l'axe, et la 
courbe d’intrados est la section de la surface concave par le même 
plan. Ces deux courbes sont équidistantes toutes les fois que la voûte 
a une épaisseur uniforme JM donc alors la seconde est une ellipse, 
ce qui arrive souvent dans Ms voûtes surbaissées, la première ne 
peut être de mème natare. - 

II. Une fenêtre en œil de bœuf est elliptique, et parfois un 
bandeau saillant de même forme l'entoure. Si donc on veut donner 
à ce bandeau une largeur uniforme, l'arète convexe ne pourra pas 
être une ellipse comme l’ar&te concave, et il faudra la tracer de la 
même manière qu'on trace une courbe d’extrados dans le même cas. 


159. Deux ellipses concentriques qui ont un axe commun, se 
touchent aur deux extrémités de ce are. 

Les deux autres axes se trouvent alors sur la même droite, et 
par conséquent, les extrémités de l'ate commun doivent former 
des contacts (156 et 157). 
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160. Dellipse West pas rectifiable (21). 
La Géométrie ne fournit aucun moyen de mesurer exactement 
soit la longueur d'un arc d’ellipse, soit celle de toute la courbe. 
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Paoncèux : Mesurer. la pourtour d'une ellipse et la longueur d’un 
arc déterminé. 
Employes un des moyens indiqués dans le n° 23. 


161. Le rapport de la superficie d'une ellipse à celle du tercle 
dont elle est la projection orthogonale, égale le rapport du petit 
axe au grand. 

Le cercle qui se projette orthoganalement sur l’ellipse a ses diamè- 
tres égaux au grand axe (25 et 26). Si donc nous décrivons un cercle 
du centre O de l'ellipse, avec OA pour rayon (P.I, F. 25), il 
faudra démontrer que la superficie de l'ellipse ACBD est contenue 
dans celle du cercle AQBR, comme CD est contenu dans AB. 

Partageons le demi-grand axe en parties égales ON, NP, etc., 
assez petites pour que les arcs correspondants des deux courbes 
puissent étre regardées comme des droites; puis menons, par les 
points de division N, P, etc., des parallèles au petit axe CD. Les 
portions de surface elliptique CDHG, GHML, etc., seront des 
traptzes, et la dernitre UVA formera un triangle. Les portions 
de surface circulaire QRFE, EFKI, etc., seront aussi des trapèzes 
et la dernière STA formera également un triangle. Les trapèzes 
correspondants, ayant même hauteur ON ou NP, sont entre eux 
comme les demi-sommes de leurs bases ou comme les sommes de 
ces bases. Les deux triangles, ayant aussi même hauteur XA, se 
contiennent comme leurs bases. Conséquemment, 


CDHG : QRFE °° CD-+GH : QR-HEF. 

Mais (44) u 
CD: GH 3: QR: BF, CD! QR :: CD-+GE : QB+FP. 

Donc, 

CBHG | QRFE ;, CD : QI. CD | AB. 
On démontrerait de même que GHML : EFKI ;: CD : AB, et 
quil existe aussi un égal rapport entre tous les autres trapèzes cor- . 
respondants. Quant aux triangles, 

UVA © STA °° UV : ST :° CD: QR :° CD ° AB. 
Les parties de l'ellipse et celles du cercle donnent donc cette suite 
de rapports égaux : 
CDGH : QRFE :: GHML : EFIK :: ee :: UVA : STA, 


et 
CDGH + GHML + etc. + UVA : QBEE-+-EFIK + etc. + STA 
‘: CDGH : QRFE !! CD : AB. 
Or la première somme constitue la moitié de la surface elliptique, 
et la seconde, la moitié de la surface circulaire, Donc enfin, 


+ ACBD * ! AQBR °° CD : AB ou ABCD : AQBR : * CD: AB. 
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Areuication : Deux cylindres de mème. hauteur qui auraient pour 
bases l’un.une ellipse, l’autre un cercle dont le grand axe de cette 
ellipse serait le diamètre, se contiendraient comme ces bases. Le 
rapport du premier au second égalerait donc le rapport du petit 
axe au grand. 

Ainsi, le volume d'un poële à base elliptique est bien moindre 
que celui d'un poële à base circulaire de même hauteur, quand 
les deux foyers ont même longueur, c’est-à-dire quand le grand axe 
de Fellipse égale le diamètre du cercle. Le premier poéle contient 
donc moins de matière que le second, coûte moins cher et s’&chauffe 
plus vite,. mais en revanche il'se refroidit plus rapidement. 


162. La superficie d'une ellipse égale le quart du produit fatt 
avec le rapport de la circonférence au diamètre et les deux axes. 
Soient E la surface de l'ellipse, C celle du cercle dont E est la 
projection, A le grand axe, et a le petit. Le principe précédent 
donne 
ESC: a}A et E=C 


bia 


. a 
Mais puisque le cercle a A pour diamètre, c=T. Par con- 
séquent, 


xÀ? a Aa 


E= —xX- =, 
Tati 
Prost, (a): Mesurer la'superficie d'un segment d'ellipse GHML 
formé par deua cordes parallèles au petit axe (P. I, F. 25). 
Décrivez un cercle qui ait le grand axe AB pour diamètre; pro- 
longez les cordes GH, LM jusqu'à la circonférence; mesurez le 
segment de cercle EFKI; puis calculez le premier terme de la 
proportions GHML : EFKI ;°: CD : AB. 
vérité d’une telle relation a été établie dans la démonstration 
du principe 161. 


Prost. (b): Mesurer un segment d’ellipse EFKI formé par deux 
cordes EF, IK parallèles au grand axe (P.I, F. 33). 

Décrivez un cercle sur le petit axe CD pris pour diamètre; 
mesurez le segment GHML, et calculez le premier terme de la 
proportion EFKI ° GHML °° AB: CD. 

Une démonstration analogue à. celle du n° 161 ferait voir en 
effet la justesse d'une telle relation, car (44) 


EF : GH :° AB: QR :° AB: CD. 





Pront. (c): Mesurer la superficie d'un secteur d’ellipse BOE formé 
par le grand axe AB et un diamètre quelconque OE (P. IV, F. 24). 

Décrivez un cercle sur le grand axe AB pris pour diamètre; | 
abaissez de E une perpendiculaire sur ce diamètre; prolongez-la 
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jæqu'à la circonférence; tirez, par son extrémité E', le rayon E'O; 
mesurez le secteur de cercle BDE' , et calculez le premier terme de 
la proportion BOE ‘ BOE’ ;: CD : AB. 
Dimonstration: En effet, le demi-segment 
BGE ! BGE' ** CD * AB (161); 
les triangles EGO, E'GO, de même base GO, donnent 
EGO : E'GO :° EG : E'G :®CD : AB (44). 
Par conséquent 
TEE BGE © BGE' :: EGO : ECO, _ 
et BGE--EGO : BGE'-+-E'GO °° EGO * E'GO °° CD : AB, 
on bien BOE : BOE' :° CD : AB. 


Prosı. (d): Mesurer la superficie d’un secteur d’ellipse EOH formé 
par deux diamètres quelconques EO, HO (P. IV, F. 24). 

Décrivez un cercle sur le grand axe AB pris pour diamètre ; 
abaissez de E et de H des perpendiculaires sur ce diamètre; pro- 
longez-les jusqu'à leurs rencontres avec la circonférence en E’, H'; 
tirez les rayons E'O, H'O; mesurez le secteur de cercle E'OH', et 
calculez le premier terme de la proportion EOH : E'OH' * © CD : AB. 

Démonstration: En effet, BOE : BOE' :: CD : AB, d'après la 
démonstration précédente ; de mème 

BOH © BOH' °° CD * AB. 
Donc 
BOE * BOE’ ** BOH : BOH, 
BOE—BOH © BOE'—BON' °° BQE © BOF' :: CD : AB 

on EOH : E'OH' °° CD : AB. 


PropL. (e): Mesurer la superficie d'un segment dellipse IEK 
formé par une corde quelconque IK. (P. IV, F. 24). 
Mesurez le secteur IEKO et retranchez-en la superficie du triangle 


Prost. (f): Mesurer la superficie d’un segment d’ellipse EBKI 
formé par cordes quelconques BE, IK (P. IV, F. 24). 

Mesurez séparément le grand segment IEK et le petit EHB, puis 
retranchez le second du premier. 


Pros. (9): Décrire un cercle qui ait méme superficie qu'une 
ellipse donnée. 


renez pour rayon une moyenne proportionnelle aux deux demi- 
axes. 


Démonstration : En effet (162), la superficie d'une ellipse 


À 
E= — ; celle dan cercle C= «r’. On doit donc avoir 


x © t e ce . 4 
a! e 7e. 
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Propr. (h): Tracer une ellipse qui ait méme superficie qu'un 
cercle donné. ® : . 

Choisissez arbitrairement la longueur de l'un des axes, celle da 
grand par exemple; prenez pour le petit une troisième proportionnelle 
au grand et au diamètre du cercle donné; puis appliquez le pro- 
blème è (53). 

Démonstration : Soient & ‚a, D les axes de l’ellipse et le diamètre 
du cercle. On aura 

A:D‘ Dia et Aa= D: 
Par conséquent. la surface de l’ellipse 


Aa _ xD* 
&T 4°? 
surface du cercle donné. 
ELLIPSOIDES. 


163. On a nomme ellipsoides les deux corps que terminent de 
toutes parts les surfaces courbes engendrées par la révolution d'une 
ellipse autour de ses axes, et ces surfaces sont dites ellipsoidales. 

Le mouvement circulaire produit l'ellipsoïde alongé, lorsqu'il se 
fait autour du grand ake, et l’ellipsoide aplati, quand il a lieu autour 
du petit axe. La première forme est à-peu-près celle d’un œuf dont 
les deux bouts auraient la mème grosseur ; la seconde rappelle celle 
d’une orange. 

Il suit de ces définitions que si l'on suppose vertical l'axe de 
révolution, chaque ellipsoïde a pour projection verticale l'ellipse 
génératrice, et pour projection horizontale un cercle ; mais le diamètre 
de ce cercle égale le petit axe C'D' de l'ellipse, quand il s'agit de 
Yellipsoide alongé (P. V, F. 1), et le grand axe A'B', dans le cas 
de l’ellipsoîde aplati (F. 2). 


464. Tout plan méridien d'un ellipsoide en coupe la surface selon 
Pellipse génératrice. 

Les plans méridiens d'une surface de révolution sont ceux qui 
contiennent l’axe du mouvement ; chacun détermine donc une position 
de l'ellipse génératrice, et comme cette ellipse se trouve à la fois 
dans le plan méridien et sur la surface ellipsoidale , elle forme néces- 
sairement leur intersection. 


165. Toutes les ellipses méridiennes d'un ellipsoide alongé ont 
leurs sommets aux pôles du corps. 

Les pôles d’une surface de révolution sont les extrémités P, P' de 
l'axe du mouvement (P. V, F. 1). Or, la droite PP’ étant le grand 
axe de chaque ellipse méridienne, se termine nécessairement aux 
sommets (50). 


166. Toutes les ellipses méridiennes d'un ellipsoide alongé ont 


CU 
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leurs foyers aux mêmes points F, F' de lare de révolution (P. V, 
F. 1); ces points sont les rovers de la surface ellipsoïdale. 
Puisque l’axe de révolution PP’ est le grand axe de chaque ellipse 
méridienne, et que tous les petits axes C'D' sont égaux, la déter- 
mination des foyers d’une courbe doit donner les mèmes points F, F' 
que celle des foyers de toute autre (49). 


167. La surface d’un ellipsoide aplati n’a point de foyers, et 
les sommets de ses ellipses méridiennes se trouvent sur le plus grand 
cercle. 

La position des sommets résulte de ce que les grands axes A’B! 
des ellipses méridiennes (P. V, F. 2) sont les diamètres du plus 
grand cercle O de la surface; et cette surface n’a pas de foyers, 
parce que ceux des ellipses meridiennes, places sur les divers dia- 
mètres du même cercle, ne peuvent se confondre pour produire deux 


points uniques. 


168. Tout plan perpendiculaire à lare de révolution coupe l’un 
ou l'autre ellipsoide selon un cercle. 

Cela provient de ce que chaque point de l’ellipse génératrice 
décrit un cercle dont le plan est perpendiculaire à l’axe du mouve- 
ment circulaire et qui a son centre sur cet axe. 


APPLICATION : On peut donc former les deux ellipsoïdes sur le 
tour, en employant pour guide une demi-ellipse placée comme l'est 
le guide en demi-cercle dont on se sert pour tourner une sphère 
par cercles parallèles. Si l’on veut pn ellipsoide alongé, il faut em- 
ployer la demi-ellipse qui se termine au grand axe. S'il s’agit d'obtenir 
Pellipsoide aplati, on dirige l'outil au moyen de la demi-ellipse 
terminée au petit axe. 


169. Tout plan méridien dun ellipsoide est un plan de symétrie; 
cest-à-dire qu'il partage la surface en deux parties égales, super- 
posables et symétriquement placées. | 

Les deux parties sont symétriquement placées par rapport au plan 
méridien, parce que ce plan, prenant un diamètre de chäcun des 
cercles parallèles de la surface, coupe d'équerre et par le milieu 
toutes les cordes qui dans chaque cercle sont perpendiculaires à ce 
diamètre, et il y a égalité entre les mêmes parties, attendu qu'elles 
se composent chacune des moitiés des cercles parallèles. 


470. Le plan qui coupe d'équerre et par le milieu axe de De 
lution, est un plan de symétrie pour chaque ellipsoide. 

Dans Fellipsoide alongé, il prend les petits axes des ellipses mé- 
ridiennes; il divise donc ces ellipses en deux parties égales, et de 
plus il coupe d’équerre, par le milieu, les cordes parallèles au grand, 
axe commun (35). 

Dans l'ellipsoïde aplati, le plan prend les grands axes des ellipses 





x 
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, méridiennes ; il divise donc ces ellipses en deux parties égales, et 


de plus il coupe d'équerre, par le milieu, les cordes parallèles au 
petit axe commun. 


AvpzicaTion : Un demi-ellipsoïde alongé, à base circulaire, placé 
sur un cylindre circulaire et droit, forme une voûte en dôme sur- 
haussé ; c’est-à-dire qu’un tel dôme seraït plus élevé que le dôme 
sphérique qui recouvrirait le même cylindre. 

Un demi -ellipsoïde aplati, à base circulaire, placé sur un cylindre 
circulaire et droit, forme une voûte en dôme surbaissé ; c’est-à-dire 


qu'un tel dôme serait moins élevé que le dôme sphérique qui recou- 


vrirait le même cylindre, 


174. Tout plan oblique ou parallèle à Paxe de révolution 
coupe chaque ellipsoide selon une ellipse différente de Vellspse gé- 
nératrice. 

Supposons le plan coupant perpendiculaire au plan vertical de 
projection ; la section se projettera verticalement selon une droite 
a'b', si elle est oblique à l’axe PP’ de l’ellipsoide (P. V, F. 3). Des 
plans perpendiculaires au même axe coupent la surface ellipsoîdale 
selon des circonférences I'K', L'M', et la section, selon des cordes 
(E', Ee), (G', Gg). Les intersections des projections horizontales 
Ee, Gg de ces cordes avec les circonférences O, projections hori- 
zontales des cercles I'K', L'M', sont des points E, e, G, g de la 
projection horizontale de la courbe a'b’. 

Cela posé, nous remarquerons que dans le cercle de diamètre PP’ 
dont l’ellipse O' peut être la projection (25), les cordes a’'b”, I''K”, 
projetées en a'd', I'K', se coupent en parties réciproquement pro- 
portionnelles, de sorte que 
aUE" : T'E" °° EUK" SENSE er que alE x END — IE" x E"K". 
Or toutes les parties de la droite ad" ont le même rapport m avec 
leurs projections respectives, et toutes les parties de la droite I"K" 
ont aussi le même rapport n avec leurs projections respectives. 
Conséquemment , | ° 

d'E" = ma E', E'br=mE'9, IE'=nlE', E"K'—=nEK, 

mdE'xEb = n°l'E' x E'K'!. 
Les cordes ab", L'"M" donnent ensuite 
dIGM: LUG °° GMA: GE et GX GET = L'EN! x GM. 
is AG" —=maG', G'b"—mG'b", et parce que LM" est 


@ peralitie à IK’, comme L'M' à IK, 


L'Gr=nl'@G, G'M'=nGM, m'a GX Gb'= LG X GM'. 
Il s'ensuit 
n'a E XE | n'a x Gb °° IE x PR LE x GM 
ou 
dE XE'Y : adG'x GIU °° VE xX EE : L'G x CM. 
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Or les deux demi-cordes de cercles ee’, Og sont perpendiculaires 
zu deux cordes I'K', L'M'. Par conséquent, 


cl =FR.E'R', Og —L'G.GM, et ed 20g °° dE'.EŸ AG. 


Observons maintenant que les deux premiers termes de la dernière 
proportion ne peuvent jamais égaler respectivement les deux seconds, 


car si l'on avait ee = a'E' x E'B', on aurait aussi 
dE XE'b — TEXEK et m'—n 


ou m= n, 
ce qui ne peut être, à moins que a'd' ne devienne parallèle à YK'. 
Ainsi les quarrés des demi-cordes perpendiculaires à a'd' ont même 
rapport que les produits des parties qu'elles forment sur cette 
droite, sans égaler les mèmes produits. La courbe projetée sur 
segebdGE est donc une ellipse (47), qui ne peut jamais dégénérer 
en cercle; ses axes égalent a'd', cd, et son centre a o, o’ pour 
projections. 

La démonstration serait absolument la même, dans le cas où le 
| plan coupant se trouverait parallele à l'axe de révôlution PP’. 


172. Il y a similitude entre les ellipses selon lesquelles un ellip- 
side est coupé par des plans parallèles EF, GH (P. V, F. 2). 

Soient I, K les milieux des axes EF, GH de ces ellipses. La 
droite IK est diamètre de l'ellipse méridienne PA'P'B' et lc conjugué 
. da diamètre parallèle à EF, GH (35). Par conséquent (46), 


EP: GK’ °° IL XIM : EL X KM. - 


Les autres axes des deux ellipses parallèles, qui se projettent en 
I, K sur le plan méridien de la figure, sont dans le plan LM per- 
pendiculaire à ce plan méridien, et forment des cordes de Yellipse 
selon laquelle le plan LM coupe l'ellipsoïde. Ces cordes sont d’ailleurs 
perpendiculaires à l’axe LM de Vellipse. Si donc I’, I" indiquent les 
ettémités de l’une, et K’, K” celles de l'autre, 


F :KK'::ILXIM:ELXKM, il KE El: GK’, 
Il © KK' °° EI © GK, TI”: KE": EF * CH. 


Ainsi, les deux axes de l'ellipse EF sont proportionnels à ceux 
de l'ellipse GH, et par conséquent ces deux courbes sont sem- 


blables (150). 


473. Un plan est tangent à un ellipsoïde quand il n'a qu'un seul 
pont de commun avec la surface courbe. 

Tout plan qui coupe à la fois un ellipsoide et un plan tangent, 
trace sur ce plan une droite tangente à la courbe selon laquelle 
U rencontre la surface ellipsoidale. 

Si la droite n'était pas tangente à la courbe, qui ne peut être 
qu'un cerele ou une ellipse, elle la couperait au contact du plan 
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tangent et par suite en un second point. Ce plan tangent renfermerait 
done deux points de la surface ellipsoïdale, ce qui serait contraire 
à sa définition. 


474. Tout plan tangent à un ellips@le est perpendiculaire au 
plan méridien qui passe par le contact. © * 

Concevons par I’ une perpendiculaire X au plan méridien PC'P' 
(P. V, F. 3). Elle est d'équerre sur la droite I’K’ qu’elle rencon- 
tre. Or I'K', perpendiculaire à PP’, forme le diamètre d'un cerde 
horizontal de la surface ellipsoïdale (168). La perpendiculaire X se 
trouve donc tangente à ce cercle; par suite, elle est dans le plan 
tangent en I’ (173), et ce plan coupe effectivement à angle droit 
le plan méridien PC'P'. . 


475. Une droite est normale à la surface d'un ellipsoîde, si elle 
se trouve d'équerre sur le plan tangent au point où elle rencontre 
la surface. 

Toute normale d'une surface ellipsoidale est contenue dans le plan 
méridien du point où elle perce cette surfuce. 

Puisque le plan méridien est d'équerre sur lc plan tangent (174), 
il doit en effet contenir les perpendiculaires & ce plan qui ont avec 
lui un point commun. ' 

Toute normale d’une surface ellipsoidale est aussi normale de 
l'ellipse génératrice. 

Etant perpendiculaire au plan tangent du point I’, par exemple 
(P. V, F. 3), elle l'est aussi à la tangente de l'ellipse PC'P'D' au 
mème point (173), et comme de plus elle se trouve dans le plan 
de cette courbe, elle lui est nécessairement normale (4). 


PROBLÈME: Planter une tige normalement sur un ellipsoide, en 
un point donné. 

Tracez sur un tableau l’ellipse génératrice PC'P'D' (P. V, F. 3), 
après avoir pris, au moyen d'un compas à curseur, la longue 
de l'axe de révolution PP’ et celle du diamètre C'D’ du plus grand 
cercle; marquez le point N’, en portant de P' en N’ la distance 
du point donné au pôle P’, prise avec un compas courbe; menez 
Q'N' normale de l'ellipse (77, probl. a), et mesurez les distances 
ON’, QP'. 

Cela fait, vous planterez la tige au point donné, et à l'aide du 
fil-aplomb, si l'axe de révolution est vertical, vous la placerez tout 
entière dans le plan vertieal PN'P'. Enfin, après avoir marqué le 
point Q’ sur cette tige, il ne restera plus qu’à le rapprocher ou à 
l'éloigner de P’, jusquà ce que la distance des deux points soët 
égale à Q'P’. , 

Si Faxe de révolution n'est pas vertical, projetez Q'N' en QN; 
abaissez de ()’ une perpendiculaire sur PP’; décrivez de O un 
avec R'S' pour rayon, et mesurez QS. Il faudra ensuite décrire sur 

‚Tellipsoide, avec le compas courbe, un cercle qui ait son centre 


nr [1 
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se pôle P’ et dont le rayon soit P'R'; tracer, avec une règle très 
fexible, l'arc N'P' pour avoir R' et pouvoir marquer S' à 90° de 
ce point; planter la tige en N’; porter dessus la longueur N'Q', 
et enfin l'incliner de manière que son point Q/ soit à une distance 
OP’ de P' et à une distance ()S de S’, ou en d'autres termes, de 
manitre que ce point Q’ se trouve au sommet de la pyramide trian- 

ire qui a pour base N'P'S' et pour ses autres arêtes les droites 


Gr Er, QS. _ 


Arruicatıon: On trouve dans quelques cabinets de physique des 
réflecteurs métalliques qui offrent des calottes d'un ellipsoide alongé. 
Ces calottes sont limitées chacune par un cercle que donne une section 
fiite perpendiculairement à l'axe de revolution , soit à chaque foyer, 
soit entre un foyer et le pôle voisin. Un vase en treillis de fil de 
fer est placé au foyer F d’une calotte (P. V, F. 4), et une pince 
ou un second vase occupe le foyer F’ de l’autre. Quand les pieds 
des réflecteurs sont établis sur un plan horizental, que la distance 
des pôles P, P' égale l'axe de révolution, et que le vase F est 
rempli de matières incandescentes, la chaleur et la lumière se 
trouvent bientôt beaucoup plus grandes en F’ que partout ailleurs, 
le point F excepté. Cela tient à la manière dont se fait la réflexion 
sur une ellipse (page 54) : tous les rayons de chaleur et de lumière 
émanés de F, qui rencontrent le réflecteur APB, sont réfléchis vers 
F, parce que chacun des divers plans qui contiennent l'axe PP’, 
coupe les deux calottes selon des arcs d'une même ellipse meri- 
dienne, dont les foyers se confondent avec ceux de la surface ellip- 
soidale (166). De mème, tous les rayons que recoit de F la calotte 
A'P'B', sont renvoyés au foyer F'; il n’y a de perdus que ceux qui 
passent entre les bords circulaires AB, A’B’, et la faible partie des 
autres qui pénètre dans la matière des deux réflecteurs. Si donc un 
corps inflammable est mis en F’, il brûlera, tandis que celui qu'on 
tura placé entre les deux foyers ne fera que s'échauffer un peu. 

Remplissez le vase F de neige ou de glace et fixez la boule d'un 
thermomètre en F’; vous verrez bientôt le liquide du tube descendre 
rec rapidité. Cet effet provient de ce que les corps en presence 
senvoient constamment de la chaleur, en proportion de celle qu'ils 
renferment. Le thermomètre en ayant plus que la neige, lui en 
tavoie plus qu'il n’en recoit d'elle ; il se refroidit donc et sa liqueur 
doit se contracter. Mais elle se contracte dans la position F’ plus 
rapidement, plus fortement que si elle était entre les deux foyers, 
et la neige fond plus vite; car les rayons de chaleur range du 
thermomètre et recus par les calottes sont réfléchis au foyer F; ces 
calottes, qui d'abord se sont refroidins comme l'instrument, ne se 
"ehauffent donc pas, et la liqueur leur envoie sans cesse plus de 

eur qu'elles ne lui en rendent. Il n'en serait pas de mème entre 
F, F', parce que le thermomètre recevrait par réflexion plusieurs 

rayons envoyés aux réflecteurs, qui ne pourraient plus les diriger 
exclusivement vers le foycr F. 
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Si l'on supprimait la calotte A'P'B', le point F’ ne recevrait plus 
autant de lumière d'un corps enflamme placé en F, puisqu'il n’y aurait 
plus de réfléchis que les rayons reçus par la calotte APB. Toutefois 
a clarté se trouverait encore beaucoup plus grande que partout 
ailleurs, le foyer F excepté. . 

Ainsi, le réflecteur ellipsoidal est propre à éclairer fortement un 
oint. 
? Mais observez bien qu'il s’agit d’une calotte d’ellipsoide alonge: celle 
d'un ellipsoide aplati ne saurait jouir de la mème propriété (167). 

Les reflecteurs ellipsoidaux sont rares, parce que leur construction 
exige du savoir et de l’habileté: il faut faire en grand l'épure de 
l'ellipse génératrice ; façonner un guide, d'après cette épure ; tourner, 
à l'aide du guide, une calotte d’ellipsoide en bois; puis enfin se 
servir de la calotte comme d'une forme, pour emboutir des feuilles 
métalliques. 


Combinaisons des ellipsoides avec les cylindres, les cônes 
et la sphére. : - 


\ 476. Les intersections d’un ellipsoide et d'un cylindre circulaire 
droit sont des cercles, lorsque les axes de révolution se confondent. 

Soient les deux cercles égaux I’K’, N'T' tracés sur la surface 
ellipsoidale (P. V, F. 3). Evidemment, ils appartiennent aussi è 
la surface cylindrique circulaire dont la génératrice droite est IN 
parallèle à l’axe PP”. 


ArpLication: Les dömes surhaussés ou surbaissés sont quelquefois 
couronnés d’une tourelle cylindrique, appelée lanterne, qui a même 
axe que la surface ellipsoîdale. C’est donc un cercle qui doit former 
l'arête horizontale de la baie qu'on ménage dans cette surface pour 
l'orifice inférieur de la lanterne. 


177. La courbe d'entrée ou de sortie d'un cylindre circulatre à 
droit qui pénètre dans un ellipsoide, est une ellipse, lorsque les deux 
axes de révolution PP', EF (P. V, F. 5) forment un seul plan, 
et que l'intersection G de celui du cylindre avec la plus grande corde 
commune ab, divise le diamötre HI d'un des cercles de lellipsoide 
en deux parties dont le produit égale le quarré du rayon aE du 
cylindre. 

La figure représente la coupe des deux solides par le plan EFP 
des axcs. Les premières intersections a, b de l'ellipse génératrice 
avediks génératrices extrèmes du cylindre déterminent la plus grande 
corde commune aux deux siwfaces, dans la courbe d'entrée. Cette 
corde ab est le grand axe de l'ellipse selon laquelle l'ellipsoïde serait 
coupé par un plan ab perpendiculaire au plan EFP (171). Le petit 
axe de la mème courbe est la corde G perpendiculaire à HI, dans le 
cercle dont cette droite est le diamètre, car le point G où EF coupe 
ab est le milieu de cette corde, comme E est le milieu de aK. 
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Or, pour que l'ellipse ab puisse former l’entrée de la surface 
cylindrique, il faut qu'elle se trouve tout entitre’sur cette surface, 
ou ce qui est la mème chose, qu'elle se projette orthogonalement 
selon le cercle aK base du cylindre. Par conséquent, le diamètre 
aK doit égaler le petit axe G, et le rayon aE doit en valoir la 
moitié. Mais le quarré de la demi-corde G égale le produit GH x GI. 
Donc enfin, le quarré du rayon «E du cylindre égale GH x HI, 
quand la surface cylindrique prend toute l’ellipse ab. 


Prost. (a): Déterminer le cylindre circulaire et droit qui entre 
dans un ellipsoide par une ellipse donnée ab (P. V, F. 5). 

Marquez le milieu G du grand axe ab de l’ellipse; tirez par ce 
point, dans l’ellipse génératrice, la corde HI parallëte au petit axe 
CD; décrivez sur HI un demi-cercle, pour limiter la perpendiculaire 
GL, moyenne proportionnelle entre GH et GI; decrivez de a un 
cercle dont le rayon égale GL, et par G menez une tangente à 
ce cercle ; cette tangente GE sera l'axe du cylindre, aE le rayon, 
et des parallèles à GE, menées par a, b, donneront les génératrices 
extrèmes. 


Prost. (b): Déterminer une ellipse selon laquelle un cylindre 
circulaire et droit, de rayon connu, puisse entrer dans un ellipsoide. 

Tirez une parallèle HI (P. V, F. 5) au petit axe CD de l'ellipse 
génératrice ; élevez une perpendiculaire à l’une des extrémités ; 
portez-y le rayon donné, de H en M par exemple; menez par M 
une parallèle à HI, jusqu’à la rencontre L de la demi-circonférence 
décrite sur cette corde prise pour diamètre ; déterminez le point G, 
en abaissant de L une perpendiculaire sur HI; cherchez le conjugué 
du diamètre OG, et tirez par G une corde a5 de l'ellipse généra- 
trice, qui soit parallèle à ce conjugné. La corde ab sera le grand 
axe d’une ellipse qui, ayant pour petit axe la corde 2GL du cercle 
HI, ou le diamètre de la surface cylindrique , pourra former l’entrée 
de cette surface dans l’ellipsoide. 

Demonstration: Il est clair, en effet, que G est le milieu de 
ab (35), que GL ou HM — GH x GI, et qu'il suffit de faire 
passer l'axe du cylindre par G et par un point de PP’, pour que 
les conditions du principe 177 soient remplies. 

Quant à la direction que doit avoir l'axe du cylindre, pour que 
l'ellipse ab forme l'entrée ou la sortie, on la trouve en décrivant 
de a un cercle dont le rayon soit GL, et en menant par G une 
tangente GE à ce cercle. Des droites tirées de a gt de b, parallèlement 
à GE, donnent ensuite les deux génératrices extrêmes contenues dans 
Je plan EFP des axes. 

AprLicatION : Les portes et les fenètres pratiquées dañs un dôme 
surhaussé ou surbaissé présentent ordinairement des berceaux cir- 
culaires et horizontaux. La tète de ces berceaux cst plus agréable 
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à l'œil quand l'intersection des deux surfaces est une ellipse, que 
dans le cas où elle a deux courbures. 


178. Un cylindre circulaire et droit qui entre par une ellipse 
ab dans un ellipsoide (P. V, F. 5), en sort généralement par uns 
courbe à double courbure. 

Pour que l'ellipse a'd’ pùt former la sortie du cylindre, il faudrait 
qu'on eût 

GH' x GI = LE. 
Il s'ensuivrait , 
GHX GI = GH'XGT ou GH° GH : CT : GI. 

Or cette relation ne peut évidemment avoir lieu que dans certains 
cas. Tous les autres rendront la corde G' du cercle H'F' plus grande 
ou plus petite que la corde G du cercle: HI. Si l'on a G'> G, 
la courbe de sortie passera nécessairement au-dessous de G', puisque 
le rayon EK du cylindre égale la corde G. Si au contraire on a 
G'< G, la courbe de sortie passera au-dessus de G’, et dans les 
deux circonstances, elle aura des points hors du plan de l’ellipse a’b’. 


179. Le cylindre circulaire et droit qui entre dans un ellipsoide 
par une cllipse ab (P. V, F. 6), en sort par une ellipse égale a'b', 
si son are passe par le centre O de la surface ellipsoidale.. 

Tirons les diamètres aa’, bb’; la figure aba’b', inscrite dans Vel- 
lipse génératrice, sera un parallélogramme (81). L’axe du cylindre, 
passant par l’intersection O des diagonales et par le milicu & de 
ab, est une ligne-milieu du parallélogramme; le point G', où il 
coupe a'd’, est donc le milieu de cette corde. D'ailleurs, ab’, a’b, 
étant parallèles à GG’, forment les génératrices extrèmes du cylindre 
qui entre par ab; de sorte queg’, b’ sont deux points de la sortie. 

Il reste donc à faire voir que tous les autres points sont sur 
l'ellipse a'd', et que‘ cette ellipse, dont le grand axe a'b°— ab, a 
aussi un petit axe G’ égal à G celui de l'ellipse d'entrée. Or, de 
. 0G.—= OG résulte l'égalité des triangles rectangles GKO, G'R'O, 
puis celle des parties OK, OK’ du grand axe PP’ de l'ellipse 
génératrice. Par conséquent (42), 

MI = HI, HK=HK, GH= GU, GI = G', 
GHX GI = GH'x GP et GE G', 
puisque les moitiés de ces deux petits axes sont des moyennes 
proportionnelles entre les deux parties des diamètres HI, H'}'. Enfin, 
le rayon du cylindre, égalant la moitié de G (177), vaut aussi la 
moitié de G', et toutes les conditions sont remplies pour que l’ellipse 
a'b' se trouve tout entière sur la surface cylindrique. 


ArpLicaton: Si deux fenêtres ou deux portes diamétralement 
opposées sont pratiquées dans un-dôme surhaussé ou surbaissé, et 
qu'elles forment des berceaux circulaires, ces berceaux de même 
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damètre et de mème axe constituent un cylindre qui traverse un 
ellipsoide. Les arcs des deux têtes peuvent donc être des demi- 
ellipses égales. 


180. Un cylindre circulaire et oblique peut aussi couper la surface 
ellipsoidale sclon une ellipse. 

L'intersection est, par exemple une ellipse, quand les deux axes 
de révolution PP’, EF (P. V, F. 5) se coupent; que la corde 
commune ab contenue dans leur plan est perpendiculaire à l'axe du 
cylindre et égale au diamètre de la base circulaire ; que l'intersection 
G de EF, ab, divise le diamètre HI d'un cercle de l'ellipsoïde en 
deux parties dont le produit égale le quarré de la projection ortho- 
gonale qu'a le rayon du cylindre, perpendiculaire à ab, sur le plan 
de l'ellipse dont cette corde est le grand axe. 

En effet, la projection du rayon désigné est le demi-petit axe de 
l'ellipse selon laquelle la base du cylindre se projette orthogona- 
lement sur le plan de l’ellipse ab; cette corde ab forme le grand 
axe des deux ellipses; la demi-corde G du cercle HI est le demi- 
petit axe de la seconde, et son quarré vaut GH x GI. Si donc 
la projection du rayon désigné a aussi ce produit pour quarré, les 
deux ellipses possédant les mèmes axes sont égales; et celle qui 
appartient à la surface cylindrique peut s'appliquer sur celle de la 
surface ellipsoïdale. | 

APPLICATION : Un dôme en ellipsoïde est quelquefois percé d’un 
berceau circulaire et incliné qui recouvre un escalier. Il convient 
alors, pour la beauté de la façade , que l'intersection de la surface 
ellipsoïdale et de la surface cylindrique inclinée soit plutôt une 
ellipse qu'une courbe à double courbure. 


481. Les intersections d’un ellipsoide et d'un cône circulaire droit 
sont des cercles, lorsque les axes de révolution se confondent. 

Coupons les deux surfaces par un plan méridien (P. V, F. 7). 
La section de l'une donne une ellipse PCP’D (164), et la section de 
l'autre, deux droites EF, EG également inclinées sur l'axe commun 
PP’. Du point F où EF coupe l’ellipse, abaissons une perpendiculaire 
sur PP’ et prolongeons-la jusqu'a la droite EG. Les deux triangles 
rectangles EHF, EHG sont égaux, FH = GH, et le point G est 
aussi sur l’ellipse (35). Ainsi, F, G appartiennent à l'intersection 
des deux surfaces. Mais, si par la corde commune FG on fait passer 
un plan perpendiculaire à PP’, il coupe chaque surface selon un 
cercle dont le centre est en H (168), et deux cercles qui ont même 
centre et mème rayon FH, se confondent. Donc enfin, l'intersection 
des deux surfaces a lieu selon la circonférence dont FG est diamètre. 

Des raisonnements analogues montreraient que la courbe d'entrée 
du cône dans l’ellipsoïde forme un cercle dont F'G' est diamètre. 


Areuication: La cucurbite d'un alambic présente souvent un 


128 COMBINAISONS DES ELLIPSOÏDES 


demi-ellipsoide creux CP'D, et le chapiteau qui la recouvre, est 
un cône circulaire droit. Ces deux parties peuvent donc s'appliquer 
l'une sur l’autre par leurs bords circulaires. 


482. La courbe d'entrée ou de sortie d’un cône circulaire et droit 
qui pénètre dans un ellipsoide, est une ellipse, lorsque les deux axes 
de révolution PP', SF (P. V, F.*8) font un seul plan, et que le 
milieu G de la plus grande corde commune ab divise un diamètre EK 
du cône en deux parlies réciproquement proportionnelles à celles 
qu'il forme sur le diamètre HI d’un des cercles de l’ellipsoide. 

La corde G qui, dans le cercle HI, se trouve perpendiculaire au 
plan méridien SFP des axes de révolution, est le petit axe de l'ellipse 
ab, section de l’ellipsoide par un plan d’&querre sur SFP (171), et 
elle donne 


GH X GI — 46". 


La corde G’ qui, dans le cercle EK, est aussi perpendiculaire au 
plan SFP, fournit la relation 


GE X GK — 7 G'. 
Si donc GH : GE :: GK: GI, on a 
GHX GI = GEX GK, ct G= 6. 


Or G' est le petit axe de lellipse, section du cône par le plan 
ab (127). Cette ellipse est donc égale à celle ab de l'ellipsoïde, 
et par conséquent, les Jeux peuvent n’en faire qu'une, commune 
à la surface conique et à la surface ellipsoidale. 


PropLeue: Déterminer un cône circulaire qui puisse entrer dans 
un ellipsoide par une ellipse donnée ab (P. V, F. 8). 

Tracez, du milieu G de ab, une corde HI de l’ellipse méridienne, 
qui soit parallele au petit axe CD. Du mème point G, tirez une 
droite EK qui fasse avec HI un angle quelconque; prenez GE 
arbitrairement, puis cherchez une quatritme proportionnelle aux 
droites GE, GH, Gl; elle vous donnera GK; les droites Ea, bK 
seront les génératrices extrèmes du cône, ét EK en sera le dia- 
mètre, pour la section droite faite selon cette ligne. 


183. Les intersections d’une surface ellipsoidale et dune surface 
sphérique sont des cercles, quand l'axe de révolution PP' de la 
première passe par le centre À de la seconde (P. V, F. 9). 

De l'intersection d’une ellipse méridienne et d’un cercle méridien, 
abaissons une perpendiculaire EF sur le grand axe de la première; 
il la divise en deux parties égales (35), et par conséquent, le point 
F de l'ellipse appartient aussi à la circonférence. Donc, le cercle 
‘ EF de l’ellipsoïde se confond avec le cercle EF de la sphère, et réunis 
ils forment l'intersection des deux surfaces. 


On voit de même que la seconde intersection E'F' est aussi un 
cercle. 


/ 


AVEC LES CYLINDRES, LES CÒNES ET LA SPHÈRE. 129 


184. Les intersections d’un ellipsoide et de la sphère ne peuvent 
étre des courbes planes, quand le centre A’ du second corps se 
trouve hors de l'axe de révolution PP' du premier (P. V, F. 9). 

Le cercle méridien décrit de A’ rencontre l’ellipse méridienne en 
deux points E”, F' qui ne sont pas symétriques. Tout plan mené 
par EPP" coupe donc la surface ellipsoïdale selon une ellipse (171). 
Or, aucun plan ne peut couper la surface sphérique selon une courbe 
autre que la circonférence. Conséquemment, le plan E"F" ne saurait 
contenir tous les points communs aux deux surfaces, quelle que soit 
son inclinaison. 


APPLICATION : On pratique parfois, dans un dôme ellipsoïdal, des 
niches cylindriques terminées par une voûte sphérique et destinées 
à recevoir des statues. Comme le centre de la sphère, placé sur 
Taxe vertical du demi-cylindre, se trouve hors de l’ellipsoide, l'inter- 
section des deux voûtes est une courbe à double courbure, 

485. Deux surfaces courbes sont fangentes l'une à l'autre dans 
tous les points où elles ont le même plan tangent. 

Un ellipsoide et un cylindre ou un cône ou une sphère ne peuvent 
se toucher extérieurement qu’en un seul point. 

Le plan tangent commun passant alors entre les deux surfaces 
ne permet pas que des points autres que son contact appartiennent 
à l'une et à l'autre. 


186. Un cylindre ou un cône circulaire et droit peut étre touché 
intérieurement selon un cercle par un ellipsoide, quand les axes de 
révolution se confondent. : 

Menons une tangente à l’ellipse méridienne, par l'extrémité A de 
l'axe AB perpendiculaire à l'axe de révolution PP’ (P. V, F. 10), 
et une seconde tangente à la mème courbe, par un autre point E 
quelconque; puis faisons tourner autour de PP’ le système SEAP'. 
H engendrera un ellipsoïde, un cylindre et un cône. Or le cercle 
décrit par À sera commun à la surface ellipsoidale et à Ja surface 
cylindrique; le cercle décrit par E sera commun à la première et 
à la surface conique. Dans chaque plan méridien, les génératrices 
droites du cylindre et du cône seront tangentes à l'ellipse génératrice 
de l'ellipsoïde, comme elles le sont dans le plan méridien qu#tepré- 
sente la figure, et leurs contacts se trouveront sur les circonféreftes 
ABy EF. Les plans tangents communs auront donc aussi leurs contacts 
sur ces courbes, et par conséquent les deux circonférences seront 
des lignes de contacts pour les surfaces. 





187. Un cylindre circulaire peut dire touché intérieurement selon 
une ellipse par un ellipsoide. *. 

Soit tiré le diamètre EG (P. V, F. 10), et menons par E, G 
des tangentes à l'ellipse méridienne. Ces tangentes ES, GH seront 
parallèles (54) et appartiendront à la surface cylindrique qui a 
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l'ellipse EG pour base et dont l’axe passe par le centre O de l'ellip- 
soïde. Or cette surface cylindrique touche la surface ellipsoïdale selon 
l'ellipse EG, car s’il n’en était pas ainsi, l'ellipse serait une courbe 
d'entrée, et la sortie du cylindre devrait se faire: par une ellipse 
égale (179 et 180) qui prendrait aussi les points E, G. Mais le 
grand axe O de l'ellipse EG égale AB, et il est impossible qu'une 
section elliptique qui, contenant les points E, G, se trouve pourtant 
distincte de l’ellipse EG, ait aussi un grand axe égal à AB. 

D'ailleurs, le cylindre est circulaire , car l’ellipse peut se projeter 
selon un cercle sur un plan convenablement placé par rapport aux 
lignes projetantes ES, HG, et ce cercle peut être regardé comme 
la base du cylindre. 


188. Un cône eirculaire peut étre touché intéricurement selon une 
ellipse par un ellipsoide. 

Aux extrémités d’une corde quelconque EF de l’ellipse méridienne 
(P. V, F. 11), menons des tangentes à cette courbe. Elles se cou- 
peront en un point S et appartiendront à la surface conique qui a 
l'ellipse EF pour base et le concours $ pour sommet. Menons par 
S un plan quelconque SI perpendiculaire au plan méridien de la 
figure. I coupe la surface ellipsoidale selon l'ellipse HI, et la 
surface conique selon deux droites qui se projettent sur SI. 

D'ailleurs , la corde des contacts EF donne (66) SH:GH °° SI:GI, 
et parce que les quatre points S, H, G, I appartiennent au grand 
axe de l'ellipse HI, G est l'intersection du même axe avec la corde 
des contacts des deux tangentes menées de S à cette courbe. Or 
les points où touchent ces tangentes sont symétriquement placés par 
rapport au grand axe (59); la corde qui les joint est donc d’équerre 
sur cet axe, et comme de plus elle se trouve dans le plan SI, 
elle est perpendiculaire au plan méridien et s’y projette en G. Ainsi, 
ses extrémités forment les intersections des deux ellipses EF, HI, 
ct par conséquent, les tangentes menées de S à la dernière sont 
génératrices de la surface conique ESF. Donc enfin, cette surface 
a toutes ses droites tangentes à l'ellipsoïde en des points de l'ellipse 
EF, et les deux surfaces se touchent sclon la même ellipse. 

Du reste, il est clair que le cône est circulaire, puisque la pro- 
jection conique de l'ellipse EF, faite du point S, donne un cercle 
sur umpplan convenablement placé (128). 

e 


189. Une sphère peut étre touchée intérieurement selon un cercle 
par un ellipsoide aplati, quand son centre est. sur l'axe de révolution. 

Soit E la rencontre de Taxe de révolution PP’ (P. V, F. 12) 
avec la normale d'un point quelconque F d'une ellipse méridienne. 
Le cercle décrit de E avec le rayon EF touche l'ellipse extérieure- 
ment en F (141) ct en est touché intérieurement. Or, la révolution 
de la demi-ellipse PFP' et du demi-cercle correspondant, autour 
de PP’, engendre un ellipsoîde et une sphère dont les méridiennes 
de même plan se touchent en un point du cercle FG décrit par le 
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contact F. La surface sphérique est donc touchée intérieurement 
selon ce cercle par la surface ellipsoidale. 


190. Une sphère peut étre touchée extérieurement selon un cercle 
par un ellipsoide alongé, quand son centre est sur l'axe de révolution. 

Soit E la rencontre de l'axe de révolution PP’ (P. V, F. 13) 
avec la normale d'un point quelconque F d’une ellipse méridienne. 
Le cercle décrit de È avec le rayon EF touche l’ellipse intérieu- 
rement en F (140) et en est touché extérieurement. Or, la révolution 
de la demi-ellipse PFP’ et du demi-cercle correspondant, autour 
de PP’, engendre un ellipsoïde et une sphère dont les méridiennes 
de mème plan se touchent en un point du cercle FG décrit par le 
contact F. La surface sphérique est donc touchée extérieurement 
selon ce cercle par la surface ellipsoidale. 


194. Une sphère et un ellipsoide ne peurent point se toucher 
selon une ellipse. 

Si une ellipse formait le contact, elle serait l'intersection de son 
propre plan et de la surface spherique. Or, tout plan coupe cette 
surface selon un cercle. 


192. Un cylindre ou un cône est circonserit à un ellipsoïde, 
quand la surface cylindrique ou conique et les bases planes sont 
tangentes à la surface ellipsoïdale. 

Il y a égalité de volume entre tous les cylindres circonscrits à un 
ellipsoide qui ont chacun leurs bases parallèles à la courbe de 
contact. 

Soit EF (P. V, F. 14) la courbe de contact d'un ellipsoïde et 
d'un cylindre circonscrit dont les bases GH, IK sont parallèles à 
EF. Ces bases sont des ellipses égales à l’ellipse EF, et la super- 


nX EF x AB 42 
ficie de celle-ci (162) vaut — , car son grand axe projeté 


en O égale AB, celui de l'ellipse génératrice. Si donc nous tirons 
IL perpendiculairement au plan GH, le volume du cylindre cir- 
conscrit est _ 
"xEFXABXIL 
4 

Or quelle que soit la direction des tangentes parallèles GK, HI, 
leurs contacts E, F sont toujours les extrémités d'un diamètre (55). 
vellpse de contact a donc, dans tous les cas, un grand axe égal 
à AB. 

Les tangentes GH, IK, parallèles à EF, ont aussi leurs contacts 
aux extrémités d'un diamètre MN. et ce diamètre est le conjugué 
de EF (54), et il est parallèle aux tangentes GK, HI. Ainsi, 

EK = ON = FI, EG = OM = FH, 
et comme OM= ON, EK = EG, FI=FH; de mème 
| MG = MH, NK=NI, 
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et le parallélogramme GHIK a des diamètres conjugués pour lignes- 
milieux. Sa superficie GH x IL ou EF XIL est donc celle de la 
section méridienne de tout cylindre circonscrit dont les bases sont 
parallèles à la courbe de contact (105). Par conséquent, l'expres- 


. + XEFXABXIL . 
sion EX XX est constante et convient au volume de tout 


cylindre circonscrit analogue & GHIK. 


493. De tous les cylindres circonscrits à un ellipsoide, ceux dont 
les bases sont parallèles à la courbe de contact, ont le moindre 
volume. 

On vient de voir que la section méridienne de chacun de ces 
cylindres forme un parallélogramme circonscrit dont les lignes-milieux 
sont des diamètres conjugués. La superficie EF X IL est done un 

7 





AB 
minimum (106). Or le produit = reste le même pour tous les 


. . a X EFXABXCIL 
cylindres circonscrits. Conséquemment, le volume STO 


est moindre que tout autre pour lequel EF se trouverait remplacée 
par une tangente qui ne lui serait pas parallèle, et IL par une 
autre hauteur. 


194. Le cône qui, circonserit à un ellipsoide, a sa base parallèle 
à la courbe de contact, est moindre en volume que tout autre cône 
circonscrit de mème sommet. 

Soit E'F' un plan tangent parallèle à l’ellipse EF qui ait I pour 
contact (P. V, F. 11), ét un autre plan tangent LM qui touche 
l'ellipsoïde en 1’. Ces plans coupent le cône ESF selon deux ellipses 
dont l'intersection est une droite perpendiculaire au plan méridien 
de la figure, puisque les deux plans tangents le sont eux-mèmes, 
et le point K sur lequel se projette cette intersection se trouve 
nécessairement entre I et I’. 

Le diamètre 10 de l’ellipse méridienne est le conjugué du diamètre 
parallèle à la tangente E'F' ou à la corde EF (54). Le croisement 
G de IO, EF est donc le milieu de cette corde (35). Mais SG 
passe aussi par le centre O (58). Dont S, G, O, I sont quatre 
points en ligne droite; I est le milieu de E’F’, comme G est celui 
de EF, et l'on a KF'> IF, puis à plus forte raison KF' > KE”. 
On a de plus KM > KL, car l’oblique KM surpasse l'oblique KF', 
tandis que l'oblique KL est surpassée par l'oblique RE’, Ainsi, les 
deux portions d’ellipse qui se projettent sur KF' et KM ont plus 
d'étendue que celles qui se projettent sur KE’, KL. Comme d'ailleurs 
les deux coins FKM, E’KL sont égaux , évidemment le solide formé 
par le premier et la surface conique MSE’ surpasse en volume le 
solide formé par le second et la même surface courbe. Or le solide 
E’KL ajouté au solide LKF'S donne le cône circonserit E'SF' dont 
la base E'F' est parallèle à la courbe de contact EF. Le solide 
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FKM ajouté au solide LKF’S donne le tône circonscrit LSM dont 
la base LM n'est pas parallèle à l’ellipse de contact EF. Donc enfin 
le premier cône est moindre que le second. 


Combinaisons des ellipsoides. 


Mora Dee ellipsoides sont semblables quand leurs axes de révo- 
roportionnels aux diamètres des plus grandes circon- 
nti de de lens surfaces. 
Toutes les sections meridiennes de l'un donnent alors une ellipse 
semblable à celle des sections méridiennes de l'autre (150), et le 
plus petit est évidemment la copie réduite du plus grand. 


196. L’intersection de deux ellipsoides est un cercle, si leurs axes 
de révolution se confondent. 
La démonstration est absolument la même que celle du n° 183. 


197. L’intersection de deux surfaces ellipsoidales est une ellipse, 
lorsque les axes de révolution PP', pp' (P. V, F. 15) sont dans 
un méme plan, et que le milieu G de la plus grande corde commune 
EF partage le diamètre HI d'un cercle de l’une en deux parties réci- 
proquement proport oportionnelles aux deux parties qu’il forme sur le 
diamètre H'l' d’un cercle de l'autre. 

Concevons un plan qui prenne EF et soit perpendiculaire au plan 
méridien qu'ont en commun ve deyx ellipsoïdes. Il coupe la surface 
PP' selon une ellipse (1 pour petit axe la corde G du 
cercle HI, et 4 G = G L GI. Il coupe la surface pp' selon une 
ellipse qui a pour petit axe la corde G' du cercle H'}', et 4G”== GH’ 
Xx Gl'. Or, si GH:GH':: GV GI, GH x GI = = ‘GH' x GI’, 
G'= G, et les deux ‘ellipses ont lé même petit axe. Donc, puisque 
d'ailleurs EF est le grand axe de l'ifffe et de l’autre, elles se con- 
fondent et forment l'intersection des deux surfaces. 


198. Deux ellipsoides ne peuvent se toucher extérieurement qu’en 
un seul point. 
La démonstration est la même que celle du n° 185. 


199. Deux surfaces ellipsoidales de même espèce ne peuvent se 
toucher qu’en un pôle, lorsque l'une renferme l'autre et que les axes 
de révolution sont sur la mème droite. 

D'abord, le contact en un pôle est possible, puisque les ellipses 
méridiennes de même plan peuvent se toucher en ce point (156 
et 157). Ensuite, il ne saurait y avoir un autre contact, car les 
deux ellipses méridiennes qui le contiendraient, devraient s’y toucher, 
et elles ne le peuvent point. 


ce Des a aces ellipsoidales ne ent se toucher qu'en un 
‘plus grands cercles, lorsque ces cercles étant 
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inégaur se trouvent dans un même plan et que l’une des surfaces 
renferme l’autre. - 

Les plus grands cercles étant dans le mème plan peuvent se tou- 
cher, et avoir à leur contact la même tangente, ainsi que la même 
normale. Cette normale commune rencontre d'équerre les axes, de 
révolution, et comme ces axes sont parallèles, étant perpendiculaires 
au plan des deux grands cercles, leur plan contient le contact des 
circonférences. Ainsi, par ce contact passeront deux ellipses méri- 
diennes dont les petits axes seront sur la même droite. Elles s'y 
toucheront donc (157) et y auront la même tangente. Conséquem- 
ment, les deux surfaces ellipsoïdales posséderont au même point 
deux \angentes communes, et parce que le plan de ces tangentes 
constitue un plan tangent commun (173), les surfaces courbes se 
toucheront au contact même de leurs grands cercles. Mais il ne peut 
y avoir ailleurs tangence entre elles, car deux ellipses méridiennes 
de même plan devraient se toucher au point commun, et le fait 
est impossible (157). 


204. Une surface ellipsoidale ne peut ètre touchée extérieurement 
par une autre qu’en l’un de ses pôles, lorsque son axe de révolution 
se trouve sur un diamètre du plus grand cercle de cette autre el 
moindre que le même diamètre. 

L’axe de révolution est la normale des pôles de la première sur- 
face, et le diamètre est normal à la seconde. Les deux surfaces 
peuvent donc avoir au même point une normale commune, un plan 
tangent commun ct se toucher." Or ce point est l'un des pôles de 
la première surface ct appartient à la plus grande circonférence 
de la seconde. ” 

Du reste, le contact ne saurait avoir lieu nulle part ailleurs, car 
les” deux ellipses méridiennes qui le gontiendraient, se trouvant 
dans des plans diféremts, afftaient des normales différentes, et le 
même plan ne pourrait pas être perpendiculaire à ces deux droites, 
ni tangent aux deux surfaces (174). 


202. Deux surfaces ellipsoïdales concentriques dont l’une renferme 
Pautre, se touchent par leurs pôles, quand elles ont le mème axe 
de révolution, et par leurs grands cercles, quand ces cercles ont le 
méme diamètre. 


Dans le premier cas, en effet, les ellipses méridiennes de mème. 


plan se touchent aux pôles (159), et dans le second, elles se 
touchent aux points où elles croisent les plus grands cercles. 


205. Une surface ellipsoidale est touchée en ses pôles par une 
aufre qui lui est concentrique, si un diamètre du plus grand cercle 
de celle-ci forme l'axe de révolution de celle-là. 

Alors, en effet, les deux ellipses méridiennes de même plan ayant 
l'axe de révolution de la. ptemière surface pour axe commun, Se 
touchent aux extrémités de cet axe (159), et il en est de même du 


iii 
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plas grand cercle de la seconde surface et de l’ellipse méridienne 
selon laquelle le plan de ce cercle coupe la première. Il y a donc 
à chaque extrémité deux tangentes communes, et par conséquent 
mème plan \tangent. - 


204. Deux surfaces ellipsoïdales concentriques et de même espèce, 
dont les axes de révolution se confondent, ne sont point équidistantes, 
lors mème que la difference de ces axes égale celle des diamètres 
des deux grands cercles. 

Les distances des deux surfaces se mesurent selon les normales 
de la plus petite; ces normales se trouvent toutes’ dans des plans 
méridiens (175) et sont aussi normales des ellipses méridiennes de 
la moindre surface. Or leurs parties comprises entre ces ellipses 
el celles de mème plan qui appartiennent à la grande surface, sont 
inégales (158). Donc , les distances des divers points de cette surface ' 
à l'autre sont inégales aussi. 


Arerıcarıion : Dans les dômes surhaussés ou surbaisses qui ont 
une épaisseur uniforme, la surface d'extrados ne peut appartenir 
à un ellipsoide, comme la surface d’intrados, ou bien si les deux 
surfaces sont ellipsoïdales, la voûte n'a point partout la même 
épaisseur. 


Mesurages des ellipsoldes. 


205. La surface dun ellipsoide égale la somme des surfaces 
courbes des troncs de cône dont les bases, très-rapprochées, sont 
des cercles du corps. 

Ce mesurage n’est qu’approximatif, mais il donne une exactitude 
suffisante pour la pratique. D'ailleurs, il n’est pas plus possible 
d'obtenir rigoureusement la superficie d’un ellipsoïde que la longueur 
dine ellipse (160). 


Proc. (a): Mesurer la surface d’un ellipsoide alongé. 

Au moyen d'un compas à curseur, instrument analogue à celui 
dont se sert le cordonnier pour mesurer la longueur du pied humain, 
prenez la longueur de l'axe de révolution, puis celle d'un diamètre 
du plus grand cercle; au milieu d'une droite PP’ égale à la pre- 
mière (P. V, F. 16), élevez une perpendiculaire, et portez-y la 
moitié de la seconde longueur, du croisement O en C, D. Vous 
aurez les axes PP’, CD d’une ellipse méridienne et vous pourrez 
tracer cette courbe. 

Portez ensuite de C vers P, sur l'arc CP, autant de fois qu'il 
sera possible, une corde ? arbitraire, assez petite néanmoins pour 
que les parties correspondantes de l’ellipse puissent être regardées, 
sans grande erreur, comme des droites; menez, par les points de. 
division de CP, des cordes parallèles à CD et mesurez-les; addi- 
tionnez la moitié de CD ou OC, la moitié de la dernière corde FG 


= 
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‘ou EF et toutes les cordes intermédiaires ; puis maltipliez le total 


par le produit fait avec la longueur ! et le rapport 3,1416 de la 
circonférence à son diamètre ; le résultat vous donnera, en unités 
carrées, à peu près la surface courbe du segment CDGF de l'ellip- 
soide, et en y ajoutant la surface courbe du petit cône PFG, 
c'est-à-dire le produit 3,1416 x EF x FP, vous aurez celle du 
demi-ellipsoide CPD. Il ne restera donc plus qu’à la doubler, pour 
avoir approximativement la surface courbe de l'ellipsoïde entier. 

Demonstration: Le calcul prescrit pour le segment CDGF est 
basé sur la formule qui donne la surface courbe d'un tronc de cône 
à bases parallèles. Soient r, r', 1", r'",.... rl, girl les -lon- 
gueurs des demi-cordes perpendicalaires à OP. La surface courbe 
du premier tronc de còne vaut 


ra (ehrt). 
2 


Celle du second est 
("+r)al, 
celle du troisième 
(re, 
et celle du dernier 
(„em + dr) al. 


On a donc, pour la somme de toutes, 


HN) HN) He +] 
= [r + ar + ar" parli... par gr. 


Prost. (b): Mesurer la surface d'un ellipsoide aplati. 

Agissez comme pour l'ellipsoïde alongé, seulement, au lieu de 
tirer les cordes parallèlement au petit axe dans l'ellipse méridienne, 
vous les tirerez parallèlement au grand axe, attendu que les cercles, 
bases des troncs de cônes, sont ici perpendiculaires au petit axe de 
la courbe, qui est l’axe de révolution dans l'ellipsoide aplati. 


Prose. (c): Mesurer la surface courbe d'un segment HIKL d’ellip- 
soide à bases parallèles (P. V, F. 16). 

Agissez comme dans le problème a, pour le segment CDGF. 
Si le dernier tronc de cône LKMN n’a pas une longueur égale à 
la longueur arbitraire des autres, vous en calculerez séparément la 
surface courbe, après avoir trouvé celle du segment HIMN, et vous 
ferez la somme des deux résultats. 


206. Le rapport du volume d'un ellipsoide à celuÿ de la sphère 
qui a l'axe de révolution pour diamètre, égale le rapport des super- 
ficies de leurs grands cercles respectifs. 

Soit D le diamètre du plus grand cercle de l'ellipsoide. La super- 
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D: 
ficie de ce cercle est 7: Soit A l'axe de révolution. Tout grand 
cercle de la sphère qui a cet axe pour diamètre, vaut en super- 
ficie = . Le rapport des deux grands cercles est donc 

=D’ aA” 

4° 4 

et nous avons à démontrer que l'ellipsoïde contient la sphère comme 
le quarré du diamètre de son grand cercle contient le quarré de 
son axe de révolution. - : 

Considérons les troncs de cône formés dans les deux corps, par 
des plans HI’, NM’ (P. V, F. 16) perpendiculaires à l'axe de 
révolution PP’ et fort rapprochés. Designons par R, r les rayons 
Ql', QI des deux grandes bases, par R', r’ les rayons RM’, RM 


des petites bases, et par À la hauteur commune QR. Le tronc de 
cône de la sphère a pour volume 


THAN + R)=T, 


ou D?’ ° A°, 


et celui de l'ellipsoïde vaut 


Frhr r3) = te 


Mais (44) 

QI :QF :: OD : OP, RM : RM’ :: OD : OP 
ou bien 

r°R::D°:A, rn°hR°°D:A. 

Donc 

D D D? N p3 D? 
Rz, Re, Moio, mai, rm, 

Fh(n2:D° Di pre DEN _ "Ana and , 
a 


- =. ou £%T:,D?, A? 


On verrait de même que pour d'autres couples de troncs de 

cône, on a 
# ° TM: DI CAI do T":: D? ° Ar, etc. 

Après que les deux solides auront été ainsi décomposés en troncs 
de cône, il restera deux cônes qui auront P pour sommet commun, 
et deux autres cônes dont le sommet sera le pôle P’. Les rayons 
des bases sont EG' —=R", EG=r", la hauteur commune est 
EP —À, et les volumes valent 

A À 
Sanno, me 


18 
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EG ° £G' ©: OD: OP cubien #7 * AR" ** D ® A. 


"D D? ah D? 
Rte. EE c=-—R" SE, 
et 
: 2 
in ou ci Ci: DD? A 
Ainsi, 


ST MT M T° c © C. 
Cette suite de rapports égaux donne 
He TR TR Dh C °° 6 ° C °° D2 * A1. 
Or le premier terme est la moitié de l’ellipsoide, et le second celle 


de la sphère. Donc enfin ces moitiés et les touts sont entre eux 
Dia 


207. Le volume dun ellipsoide est le sirième du produit fait 
avec le rapport de la circonfirence à son diamètre, l'axe de révo- 
lution et le quarré du diamètre du grand cercle. 

Soient E le volume de l’ellipsoïde, S oclui de la sphère qui a 
pour diamètre l’axe de révolution, A cet are, et D le diamètre du 

‘plus grand cercle. Le principe 206 donne 
2 
R:.8::.D?,A%), d'où suit E — pet 


A3 
- Or S=—. Donc _ 


208. Un ellipsoide est les deuæ tiers du cylindre droit et cir- 
conscrit qui a même axe. 

Ce cylindre est circulaire; sa base égale le grand cercle de 
l'ellipsoïde 3 dont le diamètre a été désigné par D; sa hauteur est 


l'axe de révolution À, et son volume vaut ni À = C. Ainsi, 


#AD* AD’ ı +: Cı 4 a 
e .. . .._o._ t =. ct. 
EC. 6 . & 6°4° e E 6°4 6 3° 


Prosr. (a): Mesurer le volume d'un ellipsoide. 
Prenez, à l’aide d'un compas à curseur, la longueur de l’axe de 
révolution, puis celle du diamètre du plus grand cercle, et appliquez 


la formale E = m 





, en substituant 3,1416 au facteur =. 


un SRE ns FIL. _—m__l1__ ven Rae à 


LI —© —_ A - —__—_——+-+ 


- 
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Propr. (b): Mesurer le volume d’un segment d’ellipsolde terminé 
par un ou deux cercles. 

Supposons qu'il s'agisse du scgment à deux bases HIMN (P. V, 
F. 16). Après avoir tracé l'ellipse génératrice, vous decrirez un 
demi-cercle sur l'axe de révolution PP’, pris pour diamètre ; puis, 
ayant mesuré les rayons QI, RM' des bases circulaires du segment 
sphérique 2QËF'M'R et la hauteur QR, vous calculerez le volume 
de ce segment. Il ne restera plus qu'à multiplier le résultat par le 


D 
rapport —, pour avoir le volume du segment ellipsoïdal HIMN. 
PP | 


Soient CD=D,PP=A, QI'—R, RM'= R’et QR —H. 
Comme le segment sphérique vaut la demi-somme des cylindres 
qui ont R, R' pour rayons et H pour hauteurs, plus la sphère 
dont H est le diamètre, 

AR! ra 3 
aQPM'R — stola + = (3R°+ RP +R) 
et par conséquent (206), le segment ellipscidal 
HIMN = (3R° +3R/2+4-H° Re 


APPLICATION : Il peut se faire qu’on aît à fauger la capacité d’une 
cucurbite ellipsoïdale HPI (P. V, F. 16). Il faut d’abord marquer 
les extrémités H, I d'un diamètre de l'orifice; puis, si l'axe du 
vase est vertical, marquer, à l’aide du fil aplomb, plusieurs points 
de l'intersection du flan vertical HI avec la surface interne; tracer, 
par tous ces points, la courbe- HPI; marquer sur cette courbe, 
arbitrairement, des points H, N, L, F, et des points I, M,K, G 
qui soient deux & deux aussi écartés verticalement que leurs cor- 
respondants du premier groupe; noter les écartements verticaux , 
et mesurer, avec un compas convenable, les diarsètres HI, NM, 
LK, FG. On peut alors construire l'arc HPI @fellipse méridienne, 
en portant les écartements sur une droite PP", de Q en R, etc., 
et en donnant aux perpendiculaires QH, QI, RN, RM, etc., les 
demi-longueurs des diamètres. Le pôle P se détermine d'ailleurs 
exactement au moyen de la distance verticale QP — H dont le 
mesurage est facite. L'application du problème 5 (41) donne le 
centre O qui doit se trouver sur le prolongement de PQ. Prenant 
OP' — OP, on a l'axe de révolution A, ce qui permet de décrire 
le demi-cercle PI'P', de mesurer QI'=R, et de calculer la capacità 
de la calotte sphérique 2QÏI'P. Cette capacité vaut 


ÄAR’H #H?’ «H 
+. = GR'+H)—, 


et par conséquent, celle de la cucurbite 


HPI = Gm +R). 
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Quant à la valeur de D — CD; on peut la trouver en prolon- 
geant la courbe HPI jusqu'à la perpendiculaire élevée sur PP’, au 
point O. Mais, pour plus d’exactitude, il faudra (44) calculer le 
quatrième terme de la proportion 

. aQl * HI °° PP' © CD. 

Si la cucurbite n'était pas placée sur un fourneau, on en ren- 
drait l'axe vertical, en rendant horizontaux, au moyen de calles, 
deux diamètres de l’orifice. 


HYPERBOLE. 


209. Le nom d’ellipse, qui signifie manquement, ayant été donné 
à une projection de la circonférence où cette courbe se trouve dé- 
primée perpendiculairement à un diamètre, il était naturel d'appeler 
hyperboles, c'est-à-dire cercles jetés au-delà de leurs bornes, d'autres 
projections dans lesquelles la circonférence prend une extension sans 
limites. Mais ces projections ne peuvent pas être cylindriques, comme 
la première (24); les droites projetantes doivent concourir ; il faut 
même que le plan de projection ne les coupe pas toutes du mème 
côté, relativement au concours, pour qu'une circonférence projetée 
cesse de donner une courbe fermée (127). 

La projection conique est droite quand l’axe du cône projetant 
rencontre d'équerre le plan du cercle; elle est oblique toutes les 
fois que cette condition n’est pas remplie. Dans les deux circons- 
tances, l'hyperbole projection du cercle est symétrique par rapport 
à deux axes d’équerre (5), si le plan de projection se trouve parallèle 
à l'axe du cône projetant; mais la mème courbe n'a plus qu'un 
seul axe de symétrie, lorsque le parallélisme indiqué n'existe pas. 
Nous considérerons uniquement le premier cas, parce que l'hyperbole 
doublement symétrique a seule de l'importance ; de plus, la projec- 
tion conique ge toujours supposée droite, de sorte que nous parti- 
rons de la définitigggsuivante. 


210. L’hyperbole est la projection conique et droite d’une circon- 
ference sur un plan parallèle à l'axe du cône projetant. 

Soient les droites égales cd, a'b' les projections orthogonales d'un 
cercle (P. V, F. 17); Sg, S'g', perpendiculaires au milieu de cd, 
a'b', celles de l'axe du cône projetant; S, S' celles du sommet de 
ce cône. Comme Sg, S’g’ sont parallèles à la ligne de terre, il y 
a parallélisme entre l'axe qu’elles représentent et le plan horizontal 
de projection. Par conséquent, la projection conique du cercle sur 
ce plan nous donnera l'hyperbole qu'il s'agit d'étudier. 

Or, les génératrices droites du cône qui passent par les points 
projetés sur a’, b’ ont a'S'a"”, S'b'b" pour projections verticales, 
Sg pour projection horizontale, et elles percent le plan horizontal 
en A, B, intersections de Sg avec les perpendiculaires aA, dB 
élevées sur la ligne de terre ab". Les points A, B sont donc les 
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projections coniques des extrémités du diamètre vertical du cercle, 
et consequemment A, B appartiennent à l'hyperbole. 

Les extrémités du diamètre horizontal du cercle sont sur deux 
gévératrices droites du cône qui ont Sc, Sd pour projections hori- 
ıontales, et S’g’ pour projection verticale. Comme S'g' est parallèle 
à la ligne de terre, les deux génératrices ne peuvent percer le plan 
horizontal qu'à l'infini de chaque côté de S. Ainsi, les projections 
coniques des points correspondants de c, d sont situés à des distances 
infinies de S, ou bien les droites Sc, Sd et leurs prolongements 
ne rencontrent l'hyperbole qu'à l'infini. 

Le centre du cercle, dont les projections orthogonales sont g, g', 
à aussi pour projection conique un point (G) infiniment éloigné de 
S à droite ou à gauche*. 

Cherchons maintenant la projection conique de la corde horizon- 
tale projetée orthogonalement en %'. Pour avoir sa longueur e't’, 
nous rabattrons le cercle sur le plan vertical, Portant la moitié de 
e? sur cd, de g en e et en i, nous obtiendrons les droites Se, 
Si pour projections horizontales des génératrices du cône qui con- 
tiennent les points e, k', i, k'**, et K'S’K”’ pour leur projection 
verticale commune. Ces génératrices percent done le plan horizontal 
de projection en E, I, deux autres points de l'hyperbole. 

Si bh’ = ak, è forme la projection verticale d'une corde 
horizontale !'m' égale à e'’. La projection horizontale se confond avec 
ei, el par conséquent, la projection conique est LM, perpendiculaire 
élevée en 4" sur la ligne de terre. 

Les autres cordes du cercle dont les milieux sont placés sur ab’, 
comme h’, k', ont évidemment des projections coniques respectivement 
situées comme LM, EI, qui n’atteignent point les côtés de l'angle 
«Sd , ni les prolongements de ces côtés. L'hyperbole se compose donc 
des arcs AE, AI, BL, BM étendus à l'infini, de chaque côté des points 
À, B, dans les deux angles formés par les droites Sc, Sd qui se 
croisent évidemment au milieu de AB. 

Ainsi, PAyperbole est une courbe à deux branches séparées EAI, 
LBM, de plus en plus écartées, infiniment grandes, et ouvertes. 





Paosième: Déterminer un cercle dont une hyperbole donnée soit 
la projection conique. 

Puisque chaque branche d’une hyperbole s'étend à l'infini, il ne 
suffit pas, pour indiquer la courbe complètement, d'en donner les 
arcs EAI, LBM (P. V, F. 17); il faut encore faire connaître les 
droites Sc, Sd qui la limitent en se croisant à égales distances des 
deux branches (210). 

Tracez la bissectrice AB de l'angle cSd, et une parallele ab"; 





, Fi Nous mettrons entre deux crochets toute lettre qui devrait être placée 
ni. 
** Nous soulignerons toujours ainsi les deux projections orthogonales 
d'un point ou d’une droite qu'il faudra désigner. 


142 HYPERBOLE. 


élevez sur AB aux points A, B où elle rencontre les branches de 
l'hyperbole, des perpendiculaires Aa”, Bb”; la partie Be” de la 


dernière, comprise entre AB et Sc sera le rayon d'un cercle dont 


l'hyperbole formera la projection conique. Afin de mettre ce cercle 
dans la position qu'il doit avoir pour produire l'hyperbole, et de 
former la projection verticale du cône projetant, .vous porterez Be" 
sur son prolongement, de 5” en g'” et de g'""en a’; puis, ayant 
mené g'"S' parallèlement à ab", jasqu'à la rencontre de SS” paral- 
lèle à Bc", vous tirerez les droites a'"S'a”, b"S'. 
Demonstration: Il est clair d’abord que a‘"'S’ aboutira au point 
a”, car 18 triangle a'"S'b" ayant été fait symétrique, il s’ensuit 
que le triangle a”S'd" Fest aussi, et que 
als" = b'S" — BS — AS. 
Je dis ensuite que toute corde LM de l'hyperbole, perpendiculaire 

a AB, est la projection conique d’une corde horizontale du cercle 
projeté verticalement sur a”b". En effet, LM est la projection 
conique de la corde horizontale A’ du cercle g' (210), et 

SH * M °° SH LM. . 
Mais, si z représente la projection conique de la corde horizontale 
h"! du cercle g'”, 

Stan : zu 0° Stan . x; 
d’ailleurs , 

SH SH SHIA, 
car le cône a'”S'bB", e"Sd" se confond évidemment avec le cône 
a'S'b', eSd; par conséquent, 

S'k" © LM °° SAU» x, et x = LM. 


211. Nulle droite ne peut avoir plus de deux points qui soient 
communs à l’hyperbole. ° 

L'hyperbole est la projection conique d’une circonférence. Le plan 
qui contient la droite D, transversale de cette projection, et le sommet 
du cône projetant, coupe le plan du cercle selon une seconde droite 
D' dont la première forme la projection conique. Par conséquent, 
les points communs à cette première droite D et à l'hyperbole sont 
les projections coniques d'autant de points communs à la droite D' 
et à Ja circonférence. Si donc la droite D avait plus de deux points 
qui fussent sur l'hyperbole, D’ en aurait aussi plus de deux qui 
seraient sur la circonférence, ce qui est impossible. 


Apprıcarıon : Lorsqu'un plan horizontal AB (P. V, F. 18) se trouve 
éclairé par un fallot à verres ronds, la courbe qui sépare l'ombre 
de la lumière est souvent ; de chaque côté, une branche d’hyperbole. 

Supposons d’abord le milieu de la flamme en S, au niveau des 
centres de verres égaux et parallèles. Les rayons lumineux qui tra- 
versent ces verres forment un cöno à deux nappes ASB', BSA', telles 
que les génératrices SA’, SB de l’une sont les prolongements des 


b 
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ginératrices SA, SB’ de l’autre. Les mêmes rayons font donc sur le 
plan horizontal une projection conique et droite du cercle CD ou du 
cercle EF, et comme ce plan est évidemment parallèle à l'axe SG 
du cône projetant, la partie sombre AB est séparée des parties éclai- 
rées AH, BI par les deux branches d'une hyperbole doublement 
symétrique, dont les points À, B sont ceux qui ont le moindre 
écartement (210). . 

Si le milieu de la flamme se trouve au-dessus ou au-dessous de 
S, en s, par exemple, les rayons lumineux, au lieu de former 
une seule surface conique à deux nappes, produisent deux cônes 
égaux ask, bsl qui n'ont rien de commun que le sommet. Chacun 
de ces cônes fait une projectien conique et oblique du verre cor- 
respondant , et donne une hyperbole qui n’a qu'un seul axe de symé- 
trie, parce que le plan AB n'est pas parallèle aux axes sg, sg’ (200). 
L'ombre ab est alors séparée de la lumière, d'un côté par la branche 
de gauche de l’hyperbole que donne le cône ask, de l'autre côté 
par la branche de droite de l’hyperbole que produit le cône bsl. 
La branche de droite de la première courbe serait dans la partie 
éclairée du plan, au-delà de I, et la branche de gauche de la seconde 
se trouverait aussi dans la lamière, au-delà de H. 

Ainsi, certains effets de lumière exigent des peintres la connais- 
sance des hyperboles. Elle est nécessaire encore aux dessinateurs, 
aux lithographes, aux graveurs, pour construire les figures des 
ouvrages de mathématiques qui traitent des courbes ; aux appareilleurs, 
dans plusieurs cas de la coupe des pierres; aux lampistes, pour 
la confection des réflecteurs divergents ; aux architectes, pour cons- 
truire des cheminées parfaites ; aux tourneurs, pour façonner les formes 
des moules de plusieurs sortes de vases. Les vanniers même emploient ' 
Thyperbole dans leurs corbeilles, et les serruriers ont à les imiter 
quand ils confectionnent en verges de fer des piédouches destinés 
ax tables rondes. 

« Nous entrerons dans quelques détails sur ces diverses appli- 
ations, à mesure que nous aurons établi les principes dont elles 


dépendent. > 
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212. Les points A, B où les deux branches de l'hyperbole se trou- 
rent le moins écartées (P. V, F. 17) sont les sommets de cette courbe. 
Toute corde tirée d’une branche à l’autre, parallèlement à la 
droite AB des sommets, prolonge les projections coniques d’un dia- 
mètre du cercle projeté sur l'hyperbole. 
La droite AB prolonge les projections coniques A(G), B(G) des 
deux parties a’g’, b'g' du diamètre a'b’ (210). Il suffit donc d'établir 
tous les diamètres du cercle ont des projections coniques parallèles. 
rces projections, devant se rencontrer sur celle du centre g, n'ont 
de point commun qu’à l'infini, puisque ce sont des droites. Donc, en 
réalité elles ne se coupent pas et sont parallèles. 
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215. Les cordes perpendiculaires à la droite des sommets forment 
les projections coniques des cordes qui, dans le cercle projeté sur 
Uhyperbole, sont parallèles au plan de cette courbe. 

La corde horizontale k', étant perpendiculaire au plan vertical de 
projection (P. V, F. 17), a sa projection conique EI perpendiculaire 
à la ligne de terre. Mais, parce que l'axe du cône projetant et le 
diamètre a'd' sont parallèles au mênie plan, Ja projection conique 
AB de ce diamètre doit être parallèle à la line de terre. Donc, 
EI est aussi perpendiculaire à AB. 


214. Toute corde tirée entre les deux branches, par le milieu de 
la droite des sommets, prolonge les projections coniques, infiniment 
grandes, d’une corde qui, dans le cercle projeté sur l'hyperboke, 
se trouve perpendiculaire au plan de cette courbe. 

Le plan qui projette coniquement la corde verticale gr’ (P. V, 
F. 17) contient nécessairement la verticale S, S'S", et sa trace hori- 


zontale QR passe conséquemment par le pied S de cette verticale. 
Or le point S est le milieu de la droite AB des sommets (210). 
D'ailleurs, le milieu € de g'r', étant sur le diamètre horizontal di 
cercle, a sa projection conique sur une parallèle à AB (212) situé 
à une distance infinie de S; ce qui fait que Q(T), R(T), projec- 
tions coniques de g’t, r't, sont en effet infiniment grandes, ou 
que la droite (IR ne rencontre réellement l’hyperbole qu'aux deux 


points Q, R (211). 


215. Les cordes parallèles des branches sont les projections coniques 
+ de cordes qui, dans le cercle projeté sur Uhyperbole, concourent 
toutes à l’intersection du diamètre horizontal et d’une polaire. 

Menons, par un point quelconque n’ du cercle g’ rabattu (P. V, 
F. 17), une tangente qui s'arrête au point P’ du diamètre horizontal 
e'd' prolongé. La perpendiculaire P'P’, élevée sur d’P’, sera la 
polaire du pôle p’, intersection de c/d’ et de la corde n’n’’ tirée paral- 
lèlement à P'P”*. Portons g'P’ sur cd, de g en P. La droite SP 
sera la projection horizontale de l'horizontale qui joint le sommet 
S, S’ du cône projetant à l'intersection de la polaire et da diamètre 
horizontal cd, g'. Or, les plans par lesquels seront projetées coni- 
quement les cordes a'e/P', g'o'P', contiendront Yhorirontale que 
représente SP, et leurs traces AE, QO se trouveront parallèles à 
cette droite. Donc, ces traces, projections coniques de a’e', go’, 
sont parallèles entre elles. 


216. Les cordes parallèles comprises entre les branches prolon- 
gent les projections coniques de cordes qui, dans le cercle pryels 
sur Uhyperbole, se ctoisent toutes en un point du diamètre horizontal. 

Soient, dans le cercle rabattu (P. V, F. 17), les cordes b'e', or’ 
E TT————————_—mmk'Ò@WI ttt. [<= 

* Voyez notre Geometrie appliquée à l'industrie, 3° édit. , p. 434. 
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qui se croisent au point p' du diamètre horizontal c'd'. Si nous 
portons g'p' sur cd, de g en p, Sp sera la projection horizontale‘ 
de l'horizontale qui joint le sommet S, S’ du cône projetant au 
point p,g’. Les plans par lesquels seront projetées coniquement les 


cordes b'e’, o'r’, contiendront cette horizontale et traceront, sur le 
plan de l'hyperbole, des droites BE, OR parallèles à Sp. Donc, 
ces droites sont parallèles entre elles. Comme d’ailleurs la projection 
conique de p’ est sur”une parallèle à AB infiniment éloignée (212), 
les prolongements de BE, OR, poussés jusqu’à l'infini, forment è 
gauche les projections coniques de e'p', o'p', et à droite celles 
de bp’, r'p'. | | 





217. Quand les cordes parallèles comprises entre les deux bran- 
ches, et les cordes parallèles tirées dans l'une de ces branches sont 
telles qu'une BE du premier groupe, menée par Dun B des sommets 
(P. V, F. 17), rencontre sur la courbe celle AE du second groupe. 
à laquelle appartient l’autre sommet A, les deux groupes proviennent 
respectivement de cordes qui, dans le cercle projeté sur Phyperbole, 
se croisent en un pôle p', et de cordes qui, dans le même cercle, 
concourent au milieu P' de la polaire correspondante, 

Les cordes parallèles BE, OK prolongent les projections coniques 
des cordes b’e', o'r' qui se croisent en un certain point 9,’ du 
diamètre horizontal c’d’ (216). Les cordes parallèles AE, QO sont 
les projections coniques des cordes a'e’, go qui se croisent ay 
milieu P’ de la polaire P'P" du pôle p' (215). Il s'agit donc seule- 
ment de démontrer que le croisement p,' se confond avec le pôle p'. 

Le rayon du cercle est moyen proportionnel entre les distances 
du centre au pöle et à la pelaire, de sorte que 


Ta = pe xy. 


' 


I s'ensuit _ 
_ bg" 
Ps = po 


Mais le triangle p,'g’b' se trouve semblable au triangle a'e'd’, et 
celui-ci au triangle a'g'P'. Par conséquent, 

pig! i ag! ii bg! © P'g', 
ce qui donne ° 


pig! = F7 , puis pig = pa. 


218. Deux cordes ON, OR (P. V, F. 17) mendes d'un point O 
de l'hyperbole, parallèlement à celles qui joignent un autre poiné 
E de la même branche aus sommets A, B, ont leurs autres eatré- 
mités (), R sur celles d’une corde QR par laquelle la droite AB 
des sommets est coupée en deux parties égales, , 

La démonstration consiste à faire voir que (IR est le prolongement 


19 : 
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des projections coniques d'une corde qui, dans le cercle projeté sur 
l'hyperbote, se trouve perpendiculaire au plan de cette courbe (214), 
ou bien que g'r' est parallèle à a’b’. | | 

Les cordes parallèles OR, BE proviennent de cordes o'r', b'e 
qui se croisent en un pôle p', et les cordes parallèles 0Q, AE 
sont les projections coniques de cordes og, a'e' qui concourent 
. au milieu de la polaire P'P" de p' (217). Or, si l'on fait pivoter 
b'e' sur p', et en mème temps a'e' sur P', la seconde corde aura 
la position de g'o’, quand la première se confondra avec o’'r', et 
alors la corde verticale a’b’ sera devenue g’r'. Il ne s’agit donc 
plus que d'établir le principe suivant. 

Lorsque deux côtés d'un triangle a'e'b' inscrit au cercle pivotent, 
l'un a'e' sur le milieu P' d'une polaire, l'autre b'e' sur le pôle p' 
correspondant, le troisième côté reste constamment parallèle à sa 
premiere position. 

Rendons la sécante P'a’ tangente au cercle; les points a’, p/ se 
confondent en n’; le triangle a’e’b' se réduit à la corde n'n’' paral- 
lèle à a'd', et les sommets a’, 5’ ont parcouru les arcs égaux a'n'; 
b'n'". Amenons P'a’ sur P'd'; les points a', e' deviennent d', e; 
b' passe aussi en d’; le triangle a’e'b' se réduit au diamètre c’d’, 
et les sommets a’, b’ ont encore parcouru des arcs égaux a'd', d'd'. 
Nous devons en conclure qu'il y a toujours égalité entre les arcs 
qu'ont parcourus les mêmes sommets, quand le triangle a'e'd' a 
pris une nouvelle position quelconque. Lors donc que a'e'd’ est 
devenu ger, les arcs a'g', b'r' sont égaux, et g'r' se trouve pa- 
pallèle à a’b 


DIAMÈTRES DE L'HYPERBOLE. 


219. La droite AB des sommets (P. V, F. 17) est un axe de 
Uhyperbole (5).. 

effet, la corde EI d'équerre sur AB est la projection conique 

de la corde ei, k' du cercle g' projeté sur l'hyperbole (213); ces 


deux horizontales, étant donc dans le même plan projetant, sont 
parallèles; les droites projetantes, que représentent eE, gK, il, et 
qui se croisent au sommet S, S' du cône, les divisent de la même 
manière. Or le point g, k’ est le milieu de ei, X. Conséquemment, 
l'intersection K de AB et de EI forme aussi le milieu de cette corde 
de l'hyperbole. 

On démontrerait de même que AB partage en deux parties égales 
toute autre corde parallèle à EI. 

Il sensuif que la droite des sommets prolongée divise chaque 
branche de l’hyperbole et toute la courbe en deux parties égales, 
synétriquement placées relativement à cetté droite. 


220. La perpendiculaire SS" au milieu S de la droite des som- 
mete est aussi un axe de Uhyperbole (P. V, F. 19). 
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Les génératrices droites du cône projetant qui passent par les 
extrémités 3’, I’ du diamètre #2’ du cercle g', ont pour projections 
orthogonales :SI, k'S'Kk/, SIL, S’A'%', et les points I, L de l'hy- 
perbole sont les projections coniques de i’, l". Or le triangle AUS'k" 
est symétrique, comme le triangle WS'A', ce qui fait que S' se 
trouve au milieu de la base &"k”; la corde d'hyperbole IL, qui 
prolonge la projection conique du diamètre i'l, est parallèle à AB 
(212) et à A’KT; KI, AL sont parallèles à SS’. Par conséquent, 
SS” coupe d'équerre et au milieu la corde IL, ainsi que toutes les 
autres cordes parallèles à celle-là. 

Il est clair, d'après cela, que la perpendiculaire au milieu de la 
droite des sommets partage l'hyperbole en deux parties égales, formées 
chacune d'une des branches, et symétriquement placées par rapport 
à cette perpendiculaire. 


221. Comme la droite SS” d’équerro au milieu de AB (P. V, 
F. 17) ne pénètre point dans l'angle cSd, ni dans son opposé, elle 
s'écarte de plus en plus des branches de l'hyperbole (210). Cette 
circonstance doit lui faire donner le nom d’aze déclinant. Par oppo- 
sition ; ‘la droite des sommets, qui coupe la courbe en deux points, 
a été appelée axe transverse. 

Afin de mettre l’hyperbole dans le mème cas que l'ellipse, qui 
est complètement déterminée par ses deux axes, on limite ordinai- 
rement l’axe déclinant à deux points C, D, dont les distances CS, 
DS au croisement des deux axes égalent chacune la hauteur S'S" 
a laquelle le sommet du cône projetant se trouve au-dessus du plan 
horizontal de projection, et la droite CD est désignée par l'expression 
conventionnelle longueur de lare déclinant. 

L'axe transverse et l'axe déclinant sont des diamètres conjugués (35). 

Les cordes que divise chaque axe en deux parties égales se trou- 
vent effectivement parallèles à l’autre; car, il les coupe è angle 
droit (5) et les deux axes sont d'équerre (220). 


‘ Prosıkwe: Trouver la demi-longueur de l’axe déclinant d'une 
.kyperbole dont on connaît seulement les sommels et un autre point 


quelconque. 

Elevez une perpendiculaire CD au milieu de la droite AB des 
sommets (P. V, F. 17); joignez le troisième point donné E aux deux 
autres A, B, par les cordes EA, EB; marquez les intersectiohs 
X, Y de ces cordes avec la perpendiculaire CD; decrivez une 
demi-circonférence dont XY soit le diamttre; le point Z où elle 
coupera l'axe transverse donnera, pour la demi-longueur cherchée, 
SZ; moyenne proportionnelle entre SX et SY; de sorte que si vous 
rapportez SZ sur CD, de S en C et en D, ces deux derniers points 
seront les extrémités de l'axe déclinant. 

Démonstration: En effet, la droite S'S'"’, SX se trouve dans le 


plan vertical SS’'S' et dans le plan 5,5’ AE.'La droite a’e’ se trouve: 
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aussi dans ce dernier plan, qui la projette coniquement sur AE, et 
de plus elle est sur le plan vertical a'd’ du cercle, lequel est parallèle 
à SS’S’, Ces deux droites, étant dans deux plans parallèles, ne pea- 
vent se rencontrer, et ne se rencontrant pas, quoique sur le même 
‘plan S, S' AE, elles sont parallèles. 


On verrait de mème que la droite S’S”, SY, est parallèle à d'e. 
Par conséquent, les droites S’S", SX, S'S", SY se coupent 
d'équerre comme a’e', d'e', et la verticale S, S'S' est une per- 
pendiculaire abaissee du sommet de l'angle droit d'un triangle 
rectangle sur l’hypoténuse XY. Cette verticale est donc moyenne 


proportionnelle entre les deux parties SX, SY de l'hypoténuse, et 
la demi-longaeur S'S" de l'axe déclinant vaut SZ. 





222. Toute corde QR (P. V, F. 17) qui passe par le croisement 


S des axes d'une hyperbole s'y trouve partagée en deux parties 
égales. 


+” La corde horizontale QR prolonge les projections coniques d'une 


corde verticale g’r’ du cercle g' (214). Les droites qui projettent 
coniquement les extrémités g', r', vont du sommet S, S’ aux points 


Q, R, et forment un triangle symétrique dont QR est la base, 
puisqu'elles sont au nombre des génératrices droites du cône pro- 
jetant, et que toutes ces génératrices font le même angle avec la 
verticale S, S'S”. Par conséquent, cette verticale a son pied S au 


milieu de QR. . 


225. Toute corde NS tirée par le croisement des axes (P. V, 
F. 17) est un diamètre de Uhyperbole (5). | 

Traçons la corde BE parallèlement à NS, et joignons E au sommet 
A. La droite NS coupera AE au milieu, parce qu'elle coupe ainsi 
AB. Tirons ensuite d'un point quelconque O de la courbe, deux 
cordes OQ, OR qui soient respectivement parallèles à AE, BE. La 
corde QR passera par le milieu S de AB (218); elle y sera divisée 
en deux parties égales (222), et conséquemment, NS divisera de la 
même manière OQ, ainsi que toute autre corde parallèle à AE. 


224. Toute droite UV qui, tirée par le croisement S des axes 
d'une hyperbole, ne rencontre pas la courbe, est néanmoins un 
diamètre (P. V, F. 17). 

Tragons la corde AE parallèlement à UV; cette dernière dreite 
coupera la corde BE au milicu, puisqu'elle coupe ainsi AB. Menons 
par S une autre corde quelconque (JR; UV la divisera aussi en 
deux parties égales (222). Or, QO, RO, parallèles à AE, BE, 
se rencontrent sur l’hyperbole (218). Conséquemment, RO est une 
corde que UV divise comme elle divise QR. On verrait de la même 
manière que UV partage en deux parties égales toute autre corde 
parallèle à BE. Donc enfin, cette droite UV est un diamètre (5). 
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225. Une droite qui ne passe point par le croisement des axes 
Tune hyperbole ne forme pas un diamètre, et conséquemment ce 
croisement est le centre de la caurbe:(5). 

I suffit de démontrer qu'une pareille droite ne peut diviser en 
parties égales deux cordes parallèles quelconques. Supposons qu'elle 
passe par les milieux des cordes parallèles AE, QO (P. V, F. 17). 
Le diamètre SN, parallele a BE, passera aussi par ces mèmes mi- 
lieux (223). Deux droites différentes auraient donc deux points 
communs, ce qui est impossible. . 

On arriverait à la mème conséquence, si la droite était supposée 
couper au milieu deux cordes parallèles telles que BE, RO (224). 


226. L'hyperbole n’a que deux axes. 

Si elle en avait un troisième, il passerait par le centre, comme 
diamètre (225), et serait transverse ou déclinant. Dans le premier cas, 
les cordes qu'il couperait d'équerre et par le milieu appartiendraient 
à chaque branche! dans-le second, elles iraient d'une branche à 
l'autre. Une des premières contiendrait nécessairement le sommet 
A (P. V, F. 17), et serait, par exemple, AE. Le troisième axe, 
divisant AE, AB en deux parties égales, se trouverait parallèle à 
BE; l'angle AEB serait droit; l'angle BAE, aigu, et AS > ES”, 
relation que la projection conique rend évidemment impossible (210). 

Parmi les cordes comprises entre les deux branches, une con- 
tiendrait le sommet B. Le troisième axe diviserait dome de la même 
manière AB et BE, par exemple; il serait parallèle à AE; l'angle 
AEB se trouverait encore droit, et il s’ensuivrait de nouveau la 
relation impossible AS > ES". 


227. Deux diamètres NS, UV: (PB. V, F. 17) sont conjugués, 
#ils se trouvent respectivement parallèles à des cordes BE, AE tirées 
des sommets à un méme point E de l’hyperbole (35). 

Le diamètre NS coupe en effet AE par le milieu, et (223) il 
divise de la même manière toute autre corde QO parallèle à UV. 
Ce dernier diamètre coupe BE par le milieu, et (224) il divise de 
la même manière toute autre corde RO parallèle à NS. 


‘2928. Tout diamètre de l'hyperbole a son conjugué. 

En effet, on peut toujours mener au même point de la courbe, 
par les sommets, deux cordes dont l’une soit parallèle au diamètre 
donné, et rien n'empêche de tracer ensuite, par le centre, un dia- 
mètre parallèle à l’autre corde. Or ce dernier est conjugué avec 
le premier (227). . 


229. Dans toute paire de diamètres conjugués, l'un est transverse, 
l'autre déciinant. - 

Soient les diamètres conjugués NS , UV respectivement parallèles 
aux cordes BE, AE (P. V, F. 17). Le premier, coupant par le 
milieu la corde AE et la corde parallèle BE’, coupe aussi les arcs 


x 
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sous-tendus par ces cordes ; il a donc deux de ses points sar l'hyper- 
bole, et se trouvant dans le mème cas que l'axe AB (221), il doit 
être appelé diamètre transverse. 

Le second UV ne saurait rencontrer la courbe à gauche de AE 
prolongée, ni à droite de BE’ prolongée, puisqu'il ne peut -aroiser 
ces cordes et que leurs prolongements n'ont aucun point sur l'hy- 
perbole (211). Il ne saurait non plus couper les arcs AE, BE’; 
car le second, par exemple, n'est pas rencontré par Sc (210), et 
UV, croisant Sc au centre S, ne peut plus la croiser une seconde 
fois. Ainsi, le diamètre UV n'a pas de points qui soient communs 
à l'hyperbole; il est dans le même cas que l'axe -S"S””, et par 
conséquent, on doit l'appeler diametre déclinant. 


250. L'une ou l’autre des branches de l'hyperbole n'a aucune 
corde qui sost parallele à un diamètre transverse. 

Le conjugué de.ce diamètre étant déclinant (229) ne peut entrer 
ni dans l'une, ni dans l'autre branche. Or il devrait y entrer pour 
diviser en deux parties égales la corde qui serait parallèle au diamètre 
transverse (35). 


251. Aucune des cordes qui vont d’une branche à l'autre nest 
parallèle à un diamètre déclinant. 

Pour aller de la branche de gauche, par exemple, à la branche 
de droite, la corde devra couper Sc et le prolongement de Sd 
(P. V, F. 17), ou Sd et le prolongement de Sc (210). Dans les 
deux cas, elle formera avec ces droites un triangle où elle se trou- 
vera opposée à l'angle que le diamètre déclinant partage en deux 
parties (229), et sera coupée par ce diamètre. 


Pnost. (a) : Trouver le centre d'une hyperbole tracée (P. V,F.19!. 

Solution 1: Tirez deux cordes parallèles EG, E’G’, l’une dani 
la branche de gauche, l’autre dans la branche de droite, pour 
qu'elles soient plus écartées. Marquez les milieux H, Il’ de ces cor- 
des; tracez le diamètre HH’, et divisez en deux parties égoles la 
portion Il’ comprise entrefles deux branches. Le point de division 
S sera le centre de la courbe (225 et 222). 

Solution 2: S'il n’y a qu’une branche qui soit tracée, il faut 
tirer deux cordes parallèles EG, KL de cette branche ; joindre 
leurs milieux par une droite indéfinie HI qui sera un diamètre (323); 
tracer deux autres cordes parallèles KM, EN, et joindre leurs milieux 
par une droite OS. Le point S où ce second diamètre coupera le 
premier HI sera le centre cherché (225). 


Pros. (b): Tracer les axes d'une hyperbole donnée. 

Solution 4 : Décrivez du centre S (P. V, F. 19), avec un rayon 
quelconque, deux petits arcs qui coupent l'une des branches en 
‘des points P, (; abaissez de S une perpendiculaire AB sur Is 
corde PQ ; puis menez par-S une parallèle CD à cette même corde. 


- 
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Démonstration : La droite AB est un diamètre, puisqu'elle passe 
pr le centre (223); ce diamètre est un axe, puisqu'il coupe 
{équerre les cordes parallèles qu'il divise en deux parties égales (5) ; 
«fn AB est l'axe transverse, puisque cette droite rencontre la courbe 
'aı), et il s'ensuit que CD, perpendiculaire sur AB, forme l'axe 
décimant. . 

Solution 2: Décrivez du centre S, avec un' rayon quelconque, 
dem arcs qui coupent les deux branches en des points P, R ; 
abaissez de S une perpendiculaire CD sur la corde PR; puis menez 
pr S une parallèle AB à cette corde. 

La démonstration est analogue à la précédente. 


Prosr. (c): Tracer deux diamètres conjugués dans une hyperbole 
donnée. 

Menez par les sommets A, B (P. V, F. 17) deux cordes à un 
mère point quelconque E; puis tirez par le centre S des paral- 
les UV, NS à ces cordes. Les diamètres NS, UV seront con- 
Jugués (227). 


? n (d): Tracer le conjugué d'un diamètre donné NS (P. V, . 
. 17). 

Tirez, par l’un B des sommets, une corde BE parallèle à NS, 
et par le centre S, une parallèle UV à la corde qui joint E à l’autre 
sommet À. Le diamètre UV sera le conjugué de NS (227). 

Si c'est un diamètre déclinant UV qui est donné, vous tirerez AE 
parallèlement à ce diamètre; puis vous menerez, par le centre S, 
me parallèle NS à BE. 

Obserration : Mais ces procédés exigent que l'arc AO soit pro- 
longé fort loin, quand le diamètre donné fait un angle très-aigu 
aree Se. D'autres tracés, exempts de cet inconvénient, seront donnés 


Pos loin (239). 


Post. (e): Trouver les cordes qu’un diamètre donné NS partage 

m deux parties égales (P. V, F. 17). 

Menez, par l'un B des sommets, une corde BE parallèle à NS; 
la corde AE et toutes les cordes parallèles à celle-là seront divisées 
& deux parties égales par le diamètre donné (223). 

Sil s'agit d'un diamètre déclinant UV, vous tracerez la corde AE 
Rnllèlement à ce diamètre; BE et toutes les cordes parallèles à 
celle-là seront divisées en deux parties égales par le diamètre donné. 


Asymptotes. 


232. On appelle asymptotes (acemptote) les projections horizon- 
es et orthogonales Sc, Sd (P. V, F. 17) des génératrices hori- 
tontales da cône projetant. Ce nom leur a été donné pour exprimer 
ner ne coïncident pas avec l’hyperbole en des points assigna- 

es (210). 
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Les asymptotes d’une hyperbole sont donc des droites qui, croisdes 
au centre S, se rapprochent constamment des branches de la courbe, 
sans pouvoir les atteindre ailleurs qu'à l'infini. . 

On peut dire aussi que les asymptotes forment les limites des 
diamètres transverses et des diamètres declinants; car les diamètres 
compris dans l'angle cSd coupent tous la courbe avant l'infini, comme 
traces des plans verticaux qui projettent coniquement les cordes 
verticales du cercle (214), et’ les diamètres compris dans l'angle 
que fait cS avec le prolongement de dS, n’ont aucun point commun 
à l’hyperbole, étant les traces des plans verticaux qui contiennent 
la verticale du sommet du cône projetant et les différentes polaires 
verticales du cercle (215), plans dans lesquels ne peut se trouver 
aucun point de la circonférence. D'ailleurs, Sc, Sd appartiennent aux 
diamètres transverses, comme traces des plans verticaux qui projet- 
tent coniquement les cordes verticales infiniment petites c', d’; et les 
mêmes droites appartiennent aussi aux diamètres déclinants, comme 
traces de plans verticaux qui contiennent la verticale S, S’S” et les 


tangentes verticales du cercle, c’est-à-dire les polaires des pôles c’, d’. 


253. Chaque asymptote est ‚tangente aux deux branches de Phy- 
perbole, en des points situés à l'infini. 

Tous les diamètres transverses coupent les deux branches ; ils ont 
donc deux intersections avec l'hyperbole, et au fond chaque asymp- 
tote est dans le même cas, puisqu'elle peut être regardée comme un 
diamètre transverse (222). Or, chacun des points du diamètre hori- 
zontal e'd’ a deux projections coniques à l'infini, l'une à droite de 
l'axe déclinant, l’autre à gauche. Comme la droite qui les unit n'est 
qu'un cercle infiniment grand, ces deux projections coniques se 
confondent en réalité. Il en est donc ainsi des deux intersections, 
infiniment éloignées, de l’hyperbole et de chaque asymptote. Mais 
une sécante devient tangente dès que ses deux intersections se 
confondent (7). Par conséquent, les asymptotes sont de véritables 
tangentes de l'hyperbole. 


254. La perpendiculaire Bc" élevée sur l'axe transverse, à Pun 
des sommets, jusqu'à l’une des asymptotes, égale la demi-longueur 
CS de Paxe déclinant (P. V, F. 17). 

Les angles BSc”, 9’S'b" &galent chacun l'angle que fait l'axe 
du cône projetant avec ses génératrices. Ils ont donc la mème 
indication. Mais les angles alternes-internes g'"S'b", S"8"S' sont 
aussi égaux, et BS — 6"S". Par conséquent, il y a égalité entre 
les triangles rectangles SBc", b''S"S', et 

Be" = S'S" = CS (221). 


Ainsi, la circonférence décrite du milieu S de l'axe déclinant, avec 
la demi-longueur CS de cet axe pour rayon, vaut celle qui sera 
placée sur le cône projetant, à une distance du sommet S' deer- 
minde par la moitié SB de l’age transverse (210, problème), 
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Pnoscèmx : Tracer les asymptotes d’une hyperbole dont les axes 
AB, CD sont donnés en direction ef en longueur (P. V, F. 17). 

Elevez, par Yun B des sommets, une perpendiculaire à l’axe 
transverse ; puis portez sur cette perpendiculaire, de B en e’ et en 
d", la moitié CS de l'axe declinant. Les droites c"S, d'"'S seront 
les asymptotes. : 


255. Tout diamètre coupe par le milieu les parallèles à son 


confugue comprises entre les asymptotes. 
oit AH une des cordes que le diamètre transverse ES divise en deux 


parties égales (P. V, F. 20). Elle se trouve parallèle au conjugué 
GS (35), et son milieu E l’est encore après qu'on l'a prolongée, de 
chaque côté, jusqu’aux asymptotes YY', ZZ’. 

En effet, ES divisant en deux parties égales toutes les cordes 
parallèles à AH, divise de la même manière la corde (YZ) des 
contacts des deux asymptotes (233), car celle-là étant à l’infini ne 
peut être rencontrée qu’à l'infini par AH et lui est conséquemment 
parallèle. Or les concourantes SY, SE, SZ divisent les parallèles 
(YZ), IK de la méme manière. Done, le point E est le milieu 
de IK comme de AH. 

Le même raisonnement s’applique au diamètre GS et à la partie 
LM de la corde BH quil divise en deux parties égales; il faut 
seulement considérer la corde (Y'Z) au lieu de (YZ). Ainsi, le milieu 
N de BH l'est aussi de LM, partie comprise entre les asymptotes. 


236. Les parties d’une corde indéfinie d'hyperbole comprises entre 
la courbe et les asymptotes sont égales. 

Soient les cordes quelconques et indéfinies OP, IR (P. V, F. 20). 
Les diamètres qui diviseront en deux parties égales TU, RV, par- 
tageront de la même manière OP, IX (235). 

Si donc E'T = E'U, FO=EP, 

E'0 — E'T = E'P—E'U, ou 0T=PU. 
De mème, si NV=N'R, NI=NX, 
NV—NI— NR—NX, ou IV = RX. 
è 

237. Il y a égalité.entre les deux angles formés par les asymp- 
totes avec chaque aze. | 

Toutes les génératrices du cône projetant font des angles égaux 
avec son axe, puisque ce cône est droit. Ceux des deux génératrices 
horizontales se projettent orthogonalement, sans altération, sur les 
angles BSc, BSd compris entre les asymptotes et l'axe transverse 
(P. V, F. 17). Par conséquent, BSc = BSd, à leurs différences 
à 90°, S"Sc, S'"Sd, sont aussi égales. è 


258. Chaque asymptote divise cn deux parties égales les parallèles 
à autre comprises entre les axes. 
Par exemple, l'asymptote ZZ' (P. V, F. 21) coupe la droite CE, 
> 20 
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parallèle à l'aspmptote YY' et limitée aux axes CD, AB, en un 
point G tel que CG = GE. 

En effet, de l'égalité des angles alternes-internes CES, ESY', 
et de celle des angles ESZ', ESY' (237), résulte que le triangle 
EGS est symétrique. Par conséquent, GE = GS. L'égalité des angles 
correspondants GCS, DSY', et celle des angles CSZ', DSY' rendent 
le triangle CGS symétrique aussi. Ainsi, CG = GS, et par suite, 
GE = GC. | 


259. Chaque asymptote divise en deux parties égales les parallèles 
à Pautre comprises entre deux diamètres conjugués quelconques. 

La position des axes est celle où les diamètres conjugués se coupent 
d'équerre (221). La position de l’asymptote ZZ’, par exemple (P. V, 
F. 2ı), est celle où les diamètres conjugués se confondent, car 
les deux cordes menées des sommets au point situé à l'infini sur 
l'arc AH (227) sont parallèles à ZZ’. Ainsi, une paire de diamètres, 
d’abord dirigés selon les axes, puis pivotant sur le centre S pour 
se rapprocher de ZZ’, sans cesser d'être conjugués, arrivent au 
même moment sur cette asymptote. Ils parcourent donc sur CE, 
‘parallèle à l’asymptote YY’, des chemins égaux CG, EG dans le 
mème temps (238), et conséquemment leurs vitesses sont égales 
le long de la droite CE. Il s'ensuit que pour passer de la position 
des axes à celle des diamètres conjugués SI, SK, où ils arrivent 
aussi au mème moment, ils doivent parcourir sur CE des chemins 
égaux. CI vaut donc EK, et par suite GI — GK. 


Propıkur: Trouver le conjugué d’un diamètre donné, sans em- 
ployer les cordes de l'hyperbole (231, probl. d). 

Soit SI ce diamètre (P. V, F. 21). Tirez entre les axes une droite 
CE parallèle à YY' l'une des asymptotes, et portez la partie CI 
de Een K, ou GI de G en K. Le diamètre KS sera le conjugué 
de SI. . 


240. L’hyperbole est dite équilatère, quand ses deux axes sont 
ux. 
ia asymptotes d'une hyperbole equildtere se coupent à angle droit. 
La perpendiculaire BL à l’axe transverse (P. V, F. 21) vant la moitié 
de l'axe déclinant (234). Par conséquent, BL= BS, si l'hyperbole 
est équilatère ; le triangle rectangle LBS est symétrique ; l'angle BSL 
se trouve de 45°, et l'angle Y'SZ' est de 90° (237). 
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241. Le rectaÿgle formé avec les distances du centre d’une ky- 
perbole à toute cöfde d’équerre sur l'axe transverse, et à la corde 
correspondante du cercle qui a pour diamètre la longueur de axe 
déclinant, égale le rectangle des deux demi-azes. 

Soit la demi-corde d’hyperbole EG perpendiculaire à l’axe transverse 
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AB (P. V, F. 22). La projection horizontale SG de la génératrice 
qui projette coniquement le point G, coupe en H la projeetion ho- 
risontale Y'Z de la circonférence quiBplacée sur le cône projetant, 
égale celle dont le diamètre est CD, longueur de l’axe déclinant (234). 
BH est donc la projection horizontale de la demi-corde de cercle 
horizontale H’ coniquement projetée sur EG (213), et si du point 
H on mène HI, perpendiculaire à BH, puis IK, parallèle à la 
même droite, IK vaudra la demi-corde de cercle projetée ortho- 
gonalement sur BH, et KS sera l'élévation de l'axe du. cône au- 
dessus de cette même demi-corde ; de sorte qu'on aura KS = LH". 
Il est maintenant très-facile de démontrer qu'en effet 


ES X KS = BS Xx CS. 


Les projections verticales S'M, S'G/ de l'axe du cône et de la 
génératrice projetante du point G, donnent évidemment 


SM * MG! SL: LM. 
Or SM=ES, MG'=S'S"—=CS, S'L=BS. Par conséquent, 
ES°CS'BS°KS, et ES XKS = BS X CS. 


242. Toute corde d’hyperbole, d'équerre sur l'axe transverse, con- 
tient la corde correspondante du cercle qui a pour diamètre la longueur 
de Paxe déclinant, comme la moitié de cette longueur contient la 
distance du centre à la corde de cercle. 

Cette proportion est vraie, si le second rapport égale celui des 
demi-cordes. Il faut donc démontrer (241) que EG : IK :° CS‘ KS 
(P. V, F. 22). Or 


EG © BH :° EG: BS °° CS ° KS, et BH —IK. 


243. Le quarré numérique de toute demi-corde d’lyperbole, per- 
pendiculaire à lare transverse, contient Pexcès du quarré de sa distance 
au centre sur le quarré du demi-axe transverse, comme le quarré dü 
demi-are déclinant contient celui de l’autre demi-aze, c'est-à-dire 
que (P. V, F. 22) EG : SE — SB :: SC : SB. 

Concevons selon EG un plan perpendiculaire à l'axe SE, S'M 
du cône sur lequel se trouve l'hyperbole ; ce plan coupera la surface 
conique selon une circonférence qui aura OP pour diamètre et qui 
rencontrera l’hyperbole au point G. Rabattons cette circonference sur- 
le plan vertical, en la faisant tourner autour de OP ; sa demi-corde 
G'Q sera commune à l'hyperbole et vaudra EG. Par conséquent, 


EG = GP x G'O. 
Or 
GP — PM+ MG — EN-}--S'8" — EN+SC; 


GO = MO—MG = EN—SC: 
GP X GO = (EN-RSC)(EN—80) = EN —5C == EC; 
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les triangles semblables SEN, SBZ donnent 
EN : BZ °° SE: SB, ou EN BZ 2° SE :5B’; et BZ — SC (234). 
Donc, | 
SE, «a EC — SF 50. 
sB’ 
Réduisant au mème dénominateur, on obtient 


SC 


EN — 


— SCxSE-SCXxSB SC,— —i 
BG = ON OX Si), 
SB SB’ ° 
ce qui revient & la proportion 


net 


EG © SE —SB :° SC : SB. 


244. L'hyperbole a deux foyers comme l’ellipse (49) ; ces points 
F, F’ sont situés sur l’axe transverse (P. V, F. 22), et la distance de 
chacun d'eux au centre S de l’hyperbole égale l’hypothénuse BC du 
triangle rectangle formé avec les deux demi-axes BS, CS. 

Les distances d'un foyer au sommet le plus voisin ou le plus 
éloigné égalent les distances correspondantes de l'autre: 

En effet, de FS — F'S et de AS — BS, résultent ces autres 
égalités 

FS — AS = F'S—BS ou  AF = BF, 
ES--BS = FS--AS ou BF — AF. 


Prosıkur: Marquer les foyers d'une hyperbole donnée. 

Solution 4 : Prenez pour rayon la distance de l’un B des sommets à 
l'une C des extrémités de l'axe déclinant (P. V, F. 22); puis décrivez, 
du centre S de la courbe, deux arcs qui coupent l'axe transverse. 
Les intersections F, F’ seront les foyers. | 

Solution 2 : Elevez à l’un B des sommets, sur l'axe transverse, une 
perpendiculaire qui coupe lune SZ des asymptotes, et avec la 
distance SZ du centre S à l'intersection Z, décriver une circon- 
férence. Les points F, F’ où elle rencontrera l’axe transverse seront 
les foyers. 

Démonstration: Cette seconde solution revient au fond à la 
première, car de ce que BZ = CS (234), résulte qu'il y a aussi 
égalité entre SZ et BC. 


. 


245. Le paramètre EF dune hyperbole (51) est une troisième pro- 
portionnelle à l'axe transverse AB et à l'axe declinans CD (P. V, 
F. 23). 

Le principe est vrai, si AS : CS :: CS : EF. Or la demicorde 
qui, dans le cercle de rayon CS cu AH (234), correspond è EF, 


est AI, partie de AH déterminée par la droite ES; IL parallèle 





i 


|| 
. 
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à AB donne KL = AI; KS est la distance du centre S à la corde 
du cercle, et (242) 
KS © CS °° KL ° EF, oubien KS KL °° CS © EF. 
Il reste donc è faire voir que 
KS : KL :: AS : CS. 
Le principe 241 donne la proportion 
| KS : CS °° AS: ES. 
H s'ensuit 
KS; GS :: AS : PS, 
et comme (244) FS — AS + CS, 
KS° : CS :: AS’ © AS + CS. 
Donc | 


mn, 


KS' : CS —KS: °° AS’: CS. 
Mais puisque CS — LS, 


Par conséquent, 


KS’ EL °° AS * CS et KS : KE °° AS :* CS. 


246. Les droites tirées des deux foyers au même point de l'hy- 
perbole sont des rayons vecteurs de cette courbe (52). 

La différence FG—F'G des rayons vecteurs, pour un point 
quelconque G de Phyperbole, égale axe transverse AB (P. V, F. 22). 

Le principe 243 donne 


_, | 
EC = (18° 55); 
BS Ì 


EF = (E8-+-FS) = (ES-+BC) = ES + 2ES x BC+ BC 
= ES" 2ESx BC+BS' + CS". 
Par æonséquent, 


+) CS” gr à — 3 = 
FC —EG EF = (ES — 55’) LES’ +188 X BC +-BS + CS” 


__ CSES — CS°- BS +ES"-BS ES: BC-BS + 55°, Cs°. BS° 
== se = YLT.YTYr ag, ——_——_r ___ 


Bs 
ES (CS + BS") + Es x BCx BS LES" 

Di 55° 
ES X EC + 2ESXxBCXx BS ES (ES xXBC+ ES") 
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et 
ES x BC+- BS 
FG = RS 
On a aussi , 
F'G — EG + EF, 
et 


EF — (ES—F'S)) = (ES— BC)’ = ES — 2ES x BC+ BC”. 


Ainsi, la valeur de F'G est'la même que celle de FG, au signe 
près du terme 2ES x BC x BS. Conséquemment, . 


ES x BC — BS 
N F' CLP An 
= BS ’ 
et 
ga_pig „ESXBC-HBS'-ESXBCHBS’ _ 255 ne AB. 





— 
BS BS 
o 

247. La droite FF' des foyers (P. V, F. 24), une perpendicu- 
laire F'H abaissée de l'un de ces foyers sur Pune SZ des asympiotes, 
et une parallèle FH à la même asymptote, forment un triangle 
rectangle F'HF dont le troisième côté FH égale l'axe transverse AB. 

Les droites FH, F’I, parallèles à l’asymptote SZ, sont les rayons 
vecteurs d’un point situé à l'infini, et F(Z) — F' (2) = — AB (246). 
Mais ZS, abaissée perpendiculairement du point (Z) sur F'H, partage 
cette droite en deux parties égales, puisqu'elle divise ainsi FF. 
Les obliques H(Z), F'(Z) sont donc égales, 


F(Z)—F(Z) = F(2)— I(Z) — FH, et FH= AB. 


Prost. (a): Tracer les asymptotes d’une hyperbole dont on con- 
naît seulement les sommets A; B, et les foyers F, F' (P. V, F. 24). 

Solution 1: Elevez en B une perpendiculaire sur l'axe transverse 
AB, et coupez-la, en deux points E, G, par un arc décrit du entre 
S, avec le rayon SF’. Les droites SE, SG seront les asymptotes 
(244, problème). 

Solution 2: De l'un B des sommets, avec un rayon égal à la 
moitié FS de la droite des foyers, décrivez une demi-circonférence 
qui coupe en deux points, K, L, l'axe declinant; puis menez, par 
le centre S de Ihyperbole, des parallèles à BK, BL. Ces paralizies 
SY, SZ seront les asymptotes. 

Demonstration: En effet, l'angle BSZ — LBS = KBS, ce qui 
rend égaux les triangles rectangles BSK, EBS. Par conséquent, 
KS= BE. Or KS est la moitié de l'axe déclinant (244). Donc sz 
est l’une des aspmptotes (234), et SY est l’autre (237), carl 
BSY = KBS = BSZ . 
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Solution 3: Décrivez, de l'un F des foyers ‚, une demigcirconfé- 
rence dont le rayon soit l'axe transverse AB ; menez, par l'autre foyer, 
me tangente FH à cette courbe; tirez indéfiniment le rayon FH 
du contact, et tracez, par le centre S de l'hyperbole, une droite 
SE perallèlement à FH. Cette droite SE sera l’une des asymp- 
totes (247) : il faudra, pour avoir l'autre, élever en B une perpendi- 
culaire è fare transverse, rapporter BE de B en G, et tirer SG (237). 


Paost. (b): Trouver les sommets d’une hyperbole dont on connaît 
les asymptotes SY, SZ, et les foyers F, F' (P. V, F.24). 

Solution 1: Abaissez de l'un F’ des foyers une perpendiculaire 
FH sur l’une SZ des asymptotes, et menez par l’autre foyer F une 
parallèle à la même droite. La partie FH de cette parallèle sera 
l'axe transverse (247). Divisez donc FH en deux parties égales , puis 
portez la moitié sur la droite des foyers, de S en À et en B. 

Solution 2 : Du centre S de l'hyperbole , décrivez, avec le rayon 
SF', un arc qui coupe l’une SZ des asymptotes ; abaissez de l'inter- 
section E une perpendiculaire EB sur la droite FF’ des foyers, et 
faites SA — SB. Les points A, B seront les sommets (244 et 234). 


TRACÉS DE L'HYPEBBOLE. 


248. L'hyperbole a, comme l’ellipse, un grand nombre de tracés 
différents, mais nous n'étudierons que ceux dont l'utilité est prouvée 
par les applications. ° 


Prost. (a): Tracer d’un mouvement continu une hyperbole qui 
at pour foyers deux points donnés F, F' (P. V, F. 25). 

I faut une règle dont l’une des extrémités forme crosse; cette 
crosse doit être percée d'un trou cylindrique qui ait son axe pré- 
eisement dans le plan de l’une des longues faces. A l’autre extrémité 
E est attaché un cordeau plus ou moins long que la règle, et terminé 
par une boucle. 

Deux pointes sont plantées aux foyers: l’une F s'engage dans le 
trou; Yautre F’, dans la boucle. Après avoir écarté la règle EF de 
la droite FF’ des foyers, de manière à tendre le cordeau, on le 
force de s'appliquer sur la face EF, au moyen d'une pointe à tracer G, 
ce qui oblige la règle à se rapprocher de FF’, en pivotant sur la 
ponte F. Pendant ce mouvement, le cordeau forme une ligne brisée 
EGF'; la partie EG augmente sans cesse, l’autre F'G diminue, et 
la pointe G, se rapprochant de FF’, trace un arc de courbe HGB. 

Arrivé en B, on soulève la règle, pour la faire passer par-des- 
sus la pointe F’, puis on la pousse, pour l'éloigner de FF'. Pendant 
ce second mouvement, la partie BF’ du cordeau augmente, ce qui 
force l'autre E'B à diminuer, et la pointe G, simplement maintenue, 
à glisser sur la règle en s'écartant de FF’, Cette pointe trace donc 
un nouvel arc de courbe BI, et l’ensemble HGBI des deux arcs 
est une branche d’hyperbole, car (246) la difference FG — F'G 
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des rayons vecteurs reste f mème pour toutes les positions du point 
G, puisque la diminution EG de la règle EF est toujours égale à 
la diminution EG du cordeau EGF'. 

Il est visible, du reste, qu'en plaçant la règle du côté de I 
comme elle a été placée d'abord du côté de H, on peut tracer l'arc 
IB de la mème manière que l'arc HGB. Quant à l’autre branche 
de l'hyperbole, il faut, pour l'obtenir, engager la pointe F' dans 
le trou de la crosse, la pointe F dans la boucle du cordeau, et 
procéder selon ce qui vient d'être prescrit au sujet de la branche 
HGBI. 

On donne ordinairement au cordeau une longueur moindre que 
celle de la règle, et la figure se rapporte è ce cas. Si au contraire 
EGF’ surpassait EF, le jeu de l’appareil donnerait la branche de 
gauche ‚ quand la crosse serait en F, et la branche de droite, lors- 
qu'elle serait en F’: ce scrait là toute la difference; mais en rendant 
les deux longueurs égales , on obtiendrait , pour trace de la pointe G, 
au lieu d'un arc d hyperbole, une droite perpendiculaire au milieu 
de FF, puisque les rayons vecteurs FG, F'G resteraient cons 
tamment égaux. 

Enfin, il suffit évidemment de faire varier la longueur de la règle 
ou celle du cordeau, pour tracer diverses hyperboles qui aient toutes 
. leurs foyers aux points donnés F, F. 


Prost. (b): Tracer une hyperbole dont on connaît les foyers 
F, F' et Vaxe transverse AB (P. V, F. 25). 

"La courbe demandée est unique, car les distances du milieu S 
de AB aux points A, F déterminent l'axe déclinant (244) ou la dis- 
tance du plan de projection au sommet du cône projetant (221); 
l’écartement des sommets A, B règle, par suite, l'inclinaison des 
génératrices du même cône ( 210), et un cöne complètement déter- 
miné ne peut produire sur un plan fixé qu'une seule hyperbole, 
quel que soit le cercle qu'il y projette. 

Solution 1 : Portez l'axe transverse AB sur la règle, à partir de 
l'axe F du trou de la crosse ; appliquez sur le point K, qui en résulte, 
l'arc de la boucle du cordeau ; attachez ce cordeau au point E, 
en le tenant tendu le long de KE; puis servez-vous de l'appareil 
comme dans le problème (a). La différence des rayons vecteurs sera 
constamment FK ou AB, comme au commencement du tracé; par 
conséquent (246), l'hyperbole obtenuc aura F, F' pour foyers „ea 
AB pour axe transverse. 

Solution 2: Portez AB de F en K'; decrivez de F un arc de 
cercle, avec un raydn FL plus grand ‘que FB, mais quelconque 
d ailleurs, et de l'autre foyer F, decrivez, avec "K'L pour rayon, 
un second arc qui coupe le premier en deux points. Les intersec- 
tions G, I seront sur l’hyperbole demandée (246), 


FG—FG = FL—KL = AB, FI-FI — FL-K'L = AB. 
Si donc vous augmentez ou diminuez FL, vous obtiendrez autant 


\ 
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de points de la branche de droite qu'il en faudra pour que le 
problème du n° 2 puisse être appliqué. . 

Les mèmes rayons FL, K’L donnent aussi deux points G', I' de 
la branche de gauche, si le premier est employé avec le foyer F' 
pour centre, et le second, avec le foyer F. 


Prost. (ce): Tracer une hyperbole dont on connaît les foyers 
F, F' et un point I quelconque (P. V, F. 2 

Décrivez de F un arc qui ait FI pour rayon et coupe la droite 
des foyers; portez F'I sur cette même droite, de l'intersection L 
en K'. La longueur FK' sera celle de l'axe transverse (246), puis- 
qu'elle vaudra FI — F'I, et vous pourrez appliquer le problème (b). 

Mais il est bon de déterminer les sommets de l'hyperbole. A cet 
effet, vous chercherez le milieu B de F'K', puis vous porterez FK' 
de Ben A. Ce dernier point sera nécessairement l'un des sommets, 
si B est l’autre, où si B se trouve sur l'hyperbole. Or, 


FB—FB = FB—BK = FK'. 


Prost. (d): Tracer une hyperbole dont on connaît les sommets 
A, B et un point E quelconque (P. V, F. 17). 

"Appliquer le problème du n° 221 pour trouver l’axe déclinant CS, 
celui du n° 244 pour marquer les foyers, et le problème (b) pré- 
cédent pour obtenir la courbe demandée. 


Prost. (e): Tracer une hyperbole dont on connaît le foyer F, 
le sommet A et un point quelconque E de lune des branches 
(P. V, F. 26). 

Porter la droite FE sur son prolongement, de E en G; abaissez 
de E une perpendiculaire EH sur AF; portez 4 fois AF de G vers E, 
et & la suite 2 fois FH. Vous obtiendrez ainsi un point I, qui sera 
situé entre F et G, si les données rendent le problème possible. 
Portez alors 2 fois AF.sur FA et sur FE, de F en a et en a’; puis 
trez a’K parallèlement à Ia. Portez 2 fois FH de F en h; puis tirez 
AL parallèlement à Ia. Portez enfin FL de A en M, FK deMen B, 
et AF de B en F'. Le point B sera le sommet de l'autre branche; ; 
le point F’ marquera le foyer Correspondant (244), et vous pourrez 
appliquer le problème (b). 

Demonstration: On voit d’ abord” que 

FI = 2EF—4AF — FH. 
D'ailleurs, la construction donne les deux proportions, 
FL: Fa :: FA: FI, PK:Fa:; Fa (FI, 


ou 
PL: aAF °° aFH ° FI, FK 24F ‘°° 2AF : FI. 


Par conséquent, 





2AF X EH __ 2AF X 24F 
= agg FEST 


21 
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| A FH aA 
AB = AMMB = FL--FK = nt HE, 


N s'agit donc de démontrer que cette valeur de AB est effectivement 
celle de l'axe transverse. 

Soit f le vrai second foyer de l'hyperbole demandée; tirons le 
rayon vecteur f'E, puis décrivons de E, avec le rayon vecteur EF, 
une circonférence qui coupe Ef en N, et fF une seconde fois en 
O. La différence fN des deux rayons vecteurs vaudra l'axe trans- 
verse (246), et les deux sécantes fP, /O donneront 


fRi fr: (0 fe. 

Or, la distance des foyers fF — fN+ aAF s fO=/fF+2FH, 
parce que HO = FH, ou bien fO = fN + 24F + 2FH; 
fP=/N-+-NP=/N--2EF. Conséquemment, 

fN 2 [NA 1} fN + aAF + 3ER ? fN+ RP. 
Retranchant le premier terme du second s dans chaque rapport, 
on obtient . 

fN © aAR 2° fN4+ 2AF+aFH © 2EF — 2AF — FH. 

La multiplication des extrêmes et celle des moyens donne ensuite 
fN°2EF—/fN-2AF—/fN°2FH = 2AF- /N-4- 34F- 24F + aAF - 2FH. 
Otant aAF x /N aux deux parties de l'égalité, on trouve 
. [N aEF— fN-aAF—/N- 3FH— /N-aAF — 24F:2AF + 24F - FE. 
Mais retrancher deux fois /N x 2AF, c'est au fond retrancher le 


double de /N x 2AF ou 2fN x 2AF ou fN x 4AF. La dernière 
égalité revient donc à cette autre 


. SRXARF—{NXGAF—{NXx aFH = aABX 2AF--2AFX aFH. 
Comme le produit {N (2EFT—4AF—2FH) donne évidemment le 


même résultat que l’ensemble des trois produits de la premiere 
partie, nous pouvons écrire 


(N (EF — 4AF — aFH) #3 24F X 2AF + 24FX aFB, 


FNX FI = 2AF X 24F + aAF X FH. 
Divisant des deux ‘côtés par FI, on a enfin : 


2ÂF X 2AF° 2AF x aFH 
FI FI 


ou 





fN = 


Paos. (f): Tracer une hyperbole dont on connait les asymp- 
totes et les sommets. 

Cherchez les foyers par la seconde solution du prohlème du 
n° 244, puis appliquez le problème (b). 
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Paosı. (g): Tracer une hyperbole dont on connaît les asymptotes: 
tt les foyers. | 

Appliquez le problème (è) du n° 247, pour trouver les sommets. 
Vous aurez l'axe transverse et vous pourrez appliquer le problème (b) 
précédent. 


Pose. (h): Tracer une hyperbole dont on connatt les asymptotes- 
SY, SZ, et un point quelconque H (P. V, F. 20). : 

Tirez par H une droite quelconque IK qui se termine aux deux 
ssymptotes, et portez la partie HK sur l'autre, de I en A. Le 
point A appartiendra à la même branche que H (236). . 

La droite quelconque HM, qui coupe SZ et le prolongement 
de SY, donne un point B de l'autre branche, si l'on prend 
MB = HL. 


Les points A, B, employés comme le point donné H, fournissent 
à leur tour plusieurs points de l'hyperbole; ces nouveaux points 
peuvent servir à en déterminer d'autres, et le problème du n° a 
est applicable. | 


Prost. (i): Tracer une hyperbole équilatère dont on connatt les 
sommets A, B (P. V, F. 21). 

Elevez une perpendiculaire CD au milieu de la droite AB des 
sommets, pour avoir la direction de l’are déclinant; tracez les bis- 
scctrices SY, SZ des angles ASC, ASD; ces droites seront les 
asymptotes (240), et vous pourrez appliquer le problème (f). 


Prost. (k): Tracer une hyperbole équilatère dont on connatt les 


ers. 

Une perpendiculaire au milieu de la droite des foyers donne la 
direction de l'axe déclinant. On détermine alors les asymptotes comme: 
dans le problème (i), et le problème (9) est applicable. 


TANGENTES DE L’HYPERBOLE. 


249. Toute tangente EG d'une hyperbole (P. V, F: 27) est pa- 
rallèle au conjugué HS du diamètre ES qui aboutit au contact E. 
Ce principe se démontre absolument comme celui du n° 54. 


250. La corde EI des contacts de deux parallèles EG, IK tangentes 
à Dhyperbole est un diamètre (P. V, F. 27). 
La démonstration est la même que celle du n° 55. 


251. Les perpendiculaires élevées sur l'axe transverse, aux som- 
mets, sont tangentes à lhyperbole. 

Les aux sommets À, B (P. V, F. 27), étant parallèles 
à l'axe déclinant CD, conjugué de l'axe transverse AB (249 et 221), 
coupent nécessairement d'équerre ce dernicr. n! 
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252. Toute tangente de U’hyperbole forme des angles égaux avec 
les deux rayons vecteurs du contact. 

Nous démontrerons ce principe en faisant voir que toute droite 
EG est tangente (P. V, F. 28), si, passant par un point E de la 
courbe, elle forme des angles égaux FEG, F'EG avec les rayons 
vecteurs de ce point. 

Rapportons EF sur EF’, de E en H. Le triangle FEH sera symé- 
trique, et EG se trouvera perpendiculaire au milieu de FH. Par 
conséquent, aucun point I de EG, pris aussi près de E qu'on voudra, 
ne pourra étre sur l’hyperbole. 

En effet, de FI=IH suit 

FHI—FI — FHI—IH — FH — EF— EF — AB. 
Mais FI < F'HI. Donc, 
FI- FI < AB. 


253. Si le centre de Uhyperbole est pris pour origine des coor- 
données (6), l’abseisse ST du pied T de la tangente (P. V, F. 29) 
est une troisième proportionnelle à l’abscisse SP du contact E et 
d la moitié SB de l'axe transverse, c'est-à-dire que 


SP ; SB :° SB ; ST. 

Tirons les rayons vecteurs FE, F'E du contact, et avec le moindre, 
décrivons une circonférence qui ait ce contact pour centre. Elle 
coupera FF' e# F' et en un second point G qui donnera GP —FP, 
puisque EP est perpendiculaire sur la corde F'G, et les sécantes 
FF, FEK fourniront ‚la proportion 

FF' * FK °° FL. EG. 
Or, 
EG = FP— GP = FA--AB-+-BP— P'B--BP = AB BP; 
FL = FE—EL — FR—FE — AB; 
FK = FE4+-EK = FE-+F'E = ABHP'E. 
Donc 
FF: AB-+2F'E :: AB!AB+BP, SP'!SB-+-FE::SB:SB+BP, 
SF * SB+-F'E—SF' °° SB : BP. 
Mais 0° | 
SB+FE— SF — SB--FE—SB—F'B = FFE—F'B; 
SF! — SB+ FB. , 
Par conséquent, 
SB-HE'B:FE—F'B::SB: BP, SB-F'B : SB-LF'E °° SB * SB BP, 
et 
SF! ° SB--F'E °° SB * SP. 

La tangente ET, étant bissectrice de Tengle E du triangle FEF' 
(252), donne 

FT:ET:'ME°FE, FT: :PT_RT : .. | PE: ‘ FE-FE, 


german 
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et parce que FT — FT = FS+ST—-(FS—- ST) = aST, 
, PTC aST FE CAB. 
Conséquemment, 
PT ° ST °° PE° SB, FT+ST : ST °° SB4-FE © SB, 
n SF * SB+FE °° ST: SB, 
et à cause du rapport SF’ : SB + F'E, que renferme aussi la pro- 
portion par laquelle est terminé le paragraphe précédgnt, 
ST : SB °° SB ° SP. ' 


254. On appelle sous-tangente la partie PT de l’axe transverse 
P. V, F. 29) comprise entre le pied T de la tangente et celui de 
l'ordonnée EP du contact. : 

Dans Uhyperbole, la sous-tangente contient la somme du demi- 
axe transverse et de l’abscisse du contact, comme la difference de 
ces mêmes longueurs contient la dernière, c'est-à-dire que 

PT * SP--SB °° SP— SB © SP. 
° En effet, PT — SP—ST, et d'après le principe précédent, 


st». 
4 SP 
Par conséquent, . 
nta } à =) 
—S$ S sp — 
pr—sp_SB _SP— SE _(SP+SB)(SP SB) 
SP SP SP 


ce qui donne la proportion annoncée. 


255. Les tangentes dont les contacts E, K (P. V, F. 28) sont 
symétriquement placés par rapport à un axe AB de Phyperbole se 
coupent en un point G de cet ame, et sont de même longueur, consi- 
dérées de leurs concours au contact. 

Faisons tourner la partie KABL de l’hyperbole autour de AB; 
elle se rabattra -exactement sur la partie EABM, en vertu de la 
symétrie (219); K tombera sur E, et les deux éléments, dont ces 
points sont les milieux, se confondront. Il en. sera donc de même 
des tangentes ‘EG, KN, prolongements de ces éléments. Alors la 
seconde coupera l’axe AB au mème point G que la première. Mais 
intersection de KN et de AB, étant sur la charnière, n'a pu changer 


‚ pendant le rabattement. Par conséquent, cette intersection se trouvait 


en G avant le mouvement, et GK = GE 


256. Les tangentes parallèles EG, IK d’une hyperbole (P. V, 
F. 27) coupent chaque axe à la méme distance du centre S et sont 
également éloignées de ce centre. 

La corde EI des contacts est un diamètre (250). Si donc on ap- 
plique la branche de droite sur la branche de gauche, de manière 
à faire coincider la partie inférieure de la première avec la partie 


TT 
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supérieure de la seconde, SI prendra la direction de SE, I tombera 
en E, et IK sera sur EG. Par conséquent, SK= SG, SL=SM; 
la perpendiculaire abaissee de S sur les tangentes forme deux 
triangles rectangles égaux SPG, SOK, et SO = SP. 


257. Les tangentes de chaque branche d’une hyperbole coupent 
toutes l'axe transverse entre le centre et le sommet. 

La tangente au sommet B (P. V, F. 20) coupe l'axe transverse en 
ce point; la éangente dont le contact se trouve à l'infini sur l'arc 
BR est l’asymptote SZ’ (233), qui coupe l'axe transverse au centre 
même. Or toutes les autres tangentes de la même moitié de branche 
sont les prolongements d'éléments plus inclinés sur l'axe transverse 
que l'élément B, et moins inclinés que l'élément situé à l'infini, 


_ puisque la courbe se rapproehe de plus en plus de l’asymptote. Par 


conséquent, ces mêmes tangentes font avec l'axe transverse des angles - 
moins ouverts que celui de la tangente au sommet B, plus ouverts 
que celui de l’asymptote SZ’, èt pour qu'il en soit ainsi, elles doivent 
évidemment couper l'axe transverse entre le sommet et le centre. 

Le principe 253 fournit une autre démonstration. On tire -en 
effet de la proportion SP: SB ;: SB : ST (P. V, F. 29), 

SB 

cette égalité montre que si SP — SB, ST = SB ‘aussi, ce qui se 
rapporte à la tangente au sommet B. Pour tout autre contact, SP 


surpasse SB; = est une fraction; on aST<SB, et le pied T 
de la tangente tombe entre le centre et le sommet; car, il faut 
rendre SP infiniment grand, pour que = se réduise à sére, et que 
la tangente passe par le centre S. - 


258. Les tangentes d'une branche d’hyperbole se coupent toutes 
dans l'angle des asymptotes qu’occupe cette branche, et elles coupent 
celles de l’autre dans les angles supplémentaires. 

Si deux tangentes de la branche TAU (P. V, F. 20) avaient leur 
concôurs dans l'angle ZSY”, celle de l'arc AU croiserait l'asymptote 
SZ entre ce coneours et le contact; elle couperait donc la partie SB 
de l'axe transverse, ce qui est impossible (257). 

Si une tangente de la brancbe TAU et une tangente de la branche 
BR avaient leur concours dans l’angle YSZ, par exemple, celle de 
la branche de droite devrait croiser l’asymptote SY', ou l’asymptote 
SZ', entre ce concours et le contact; elle couperait donc la partie 
SA de, l'axe transverse, ce qui serait encore contraire au prin- 
cipe 257. , 

Il est d’ailleurs visible qu'une tangente de l'arc BR, par exemple, 
ne peut.entrer dans l'angle YSZ après avoir croisé successivement 


# 
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SY', SZ, comme la droite abe; car l'angle Z'SB, égalant la somme 
des angles b, c du triangle bSc, est plus grand que abB, tandis que 
l'asymptote s'incline sur l’axe transverse plus que toute autre tangente. 


239. Toute tangente EG de l’hyperbole (P. V, F. 30) est paral- 
lle à HI, un des côtés du pentagone inscrit HIKELH qui a le contact 
E bowr sommet opposé a HI et dont les quatre autres côtés sont 
parallèles deux à deux. 

Les points E, K proviennent de points E’, K’ “situés sur l'arc 
supérieur du cercle vertical O qui a produit l’hyperbole (210); les 
points I, H, L résultent de points I’, H', L’ situés sur l’arc infé- 
rieur; le pentagone HIKELH est la projection conique d'un penta- 
gone H'IK'E'L’H' inscrit au cercle O, et la tangente EG est celle 
d'une tangente E'G’ du même cercle. Mais on peut regarder l'élément 
E’ comme une corde. Le pentagone H'T'K'E'L'H' devient alors un 
hexagone inscrit dont les côtés opposés ont leurs concours en ligne 
droite (89). Ces côtés opposés, devant être séparés par deux 
autres, sont E'K' et H'L', K'I' et L'E', I'H' et E' ou E’G’, puisque 
la tangente n’est que le prolongement de l'élément du contact. Or, 
les deux -premiers, ayant pour projections coniques les parallèles 
EK, HL, concourent en un point extérieur P' dw diamètre hori- 
zontal (215); les deux suivants, ayant pour projections coniques 
les parallèles KI, LE, concourent en un point intérieur p’ du même 
diamètre (216). Par conséquent, les deux derniers doivent concourir 
en un certain point G’ de la droite P'p’, et il s'ensuit que leurs 
projections coniques IH, EG sont parallèles (216). 


260. Les tangentes de lhyperbole qui se coupent d’équerre ont 
leur intersection sur une circonférence décrite du centre de la courbe, 
avec un rayon égal à l'un des petits côtés du triangle rectangle dont 
Phypothénuse est la moitié de l'axe transverse, et le troisième côté, la 
mortsé de laxe déclinant. | 

Ce principe sera évidemment démontré, si nous faisons voir que 
la circonférence qui, décrite du centre S de l'hyperbole AB (P. VI, 
F. 1), passe par l'intersection E de deux tangentes d’équerre 
quelconques EH, EI, a en effet un rayon SK tel que 

sk’ = SB’ — SC, 

La projection conique de la circonférence KL sur le plan du cercle 
G', générateur de l'hyperbole AB, est une autre hyperbole qui a 
K'L' pour axe transverse (210). Le point E répond à un certain 
point E' de cette-hyperbole, et les tangentes E'H', E'I' du cercle G' 
répondent aux tangentes EH, EI de l’hyperbole AB. 

Soient M, N les deux points situés aux intersections de la branche 
de gauche avec les diamètres HS, IS. Les tangentes MO, NP sont 
parallèles respectivement aux conjugués de ces diamètres,. comme 
EH, EI (249), et par conséquent, les quatre tangentes de l'hyper- 
bole AB forment un rectangle. Mais EH, MO passent à la mème 
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distance du centre S (256), et il en est de même de EI, NP. Ce 
centre est donc l'intersection des lignes-milieux et des diagonales 
du rectangle EOQP ; les diagonales EQ, OP sont des diamètres 
de la circonférence KL ; le rectangle est inscrit à cette circonférence, 
et il a pour projection conique le quadrilatère E’O'Q'P’E’ inscrit 
à l'hyperbole K'L', dont les diagonales O'P', E'Q' ‘sont parallèles 
à l'axe transverse, comme prolongeant les projections coniques files 
diamètres OP, EQ de la circonférence KL (212). 

Menons maintenant, par les points K, L, quatre tangentes à 
l'hyperbole AB. Celles qui partent de K sont symétriques enfre elles 
et avec celles qui partent de L; toutes quatre passent donc à la 
même distance du centre S, et par conséquent, elles forment un 
carré KRLT inscrit à la circonférence KL. Mais les deux tangentes 
menées de K sont les projections coniques des deux tangentes menées 
de K' au cercle G’; de même les deux tangentes tirées de L répondent 
aux droites qui, passant par L’, touchent le cercle G'; ces quatre 
tangentes forment un losange, parce que celles de chaque groupe 
sont symétriques et que G'K'—= G’L'; les opposées ne concourent 
donc qu'à l'infini, comme parallèles. Or les prolongements des 
quatre mêmes tangentes doivent donner un quadrilatère inscrit à 
l'hyperbole K’L’; les opposées ne rencontrent donc cette courbe 
qu’à l'infini, et sont conséquemment parallèles à l'asymptote située 
entre elles (232). 

Il s'ensuit que la perpendiculaire K'U', abaissée sur l’asymptote 
G'U', égale le rayon du cercle G’, ou la moitié CS de l'axe déclinant 
qui appartient à l'hyperbole AB (221). Mais la perpendiculaire K'V' 
à l'axe transverse K'L', comprise entre le sommet et l’asymptote, 
vaut S'G' ou BS (234); les triangles semblables G'K'V', G'U'K' 

onnent 


GR: GV °°. K'U' : KV, ‘puis GK : GV +: KU? è KV; 

et - 
ov = CN ENT. 
Conséquemment, . 
GR: GRR V RU KV, GK KV: KU KV Ro, 
GK * BS° °° CS * BS — CS. 

D'un autre côté, il résulte des parallèles BG’, LG", 

L'G! : GS! LIES, puis LEE" DET, 
ou bien ” 

GK" * BS °° CS : SK. 
Comparant cette proportion à la dernière de celles qu'ont fournies. 
les triangles G'K'V', G'U'K', on voit qu'effectivement | 
SK — BS — CS. 
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261. Une hyperbole dont l'axe declinant surpasse l'axe transverse 
n'a point de tangentes qui se coupent d’équerre. 

On pourrait se contenter de remarquer qu’alors il n’est plus possible 
de déterminer le rayon SK de la circonférence sur laquelle doivent 
se couper les tangentes d'équerre (260), puisque l’hypothénuse BS 
du triangle rectangle .qui le donne se trouve moindre que le côté 
CS; mais la démonstration suivante met mieux en évidence les 
causes du: fait. 

Lorsque le demi-axe déclinant BL (P. V, F. 21) surpasse le 
demi-axe transverse BS, les angles ESZ', ESY’, que font les asymp- 
ttes avec le dernier, sont plus grands que 45°. ll en est de même, 
a plus forte raison, des angles EGB, HIB (P. VI, F. 2), formés sur 
AB par deux tangentes EG, HI de chaque branche (257). Deux des 
angles du triangle GIK donnent donc en somme plus de go°, et 
l'angle EKH des deux tangentes est obtus. 

Quant à l'angle HLM, compris entre une tangente HI de la branche 
de droite et'une tangente MN de la branche de gauche, il est né- 
cessairement aigu, puisque les deux autres angles du triangle ILN 
ont une somme qui excède go°. 


262. Les seules tangentes de l’hyperbole équilatère qui se coupent 
à angle droit sont les asymptotes (240). | 
. D'après le n° 260, le rayon de la circonférence sur laquelle se 
coupent toutes les paires de tangentes d'équerre est déterminé par 
l'égalité SK' = BS’— CS”. Or les deux axes d'une hyperbole 
équilatère sont égaux. Conséquemment, BS = CS, SK = 0, et 
la circonference se réduit à son centre, point où se croisent les 

asymptotes. | 


265. Le contact E d'une tangente (P. VI, F. 3) est le milieu de 
la partie HK comprise entre les deux asymptotes SK, SL. 

La tangente HK est une corde dont les deut intersections se sont 
confondues pour former le contact E. Les parties de cette corde, 
comprises entre l'hyperbole et les asymptotes, ont donc le point E 
pour extrémité commune, et par suite (236), EH = EK. 


264. La droite des contacts E, G de deux tongentes quelconques 
d'une hyperbole (P. VI, F. 3) est parallèle aux droites HI, KL, qui 
jeignent les intersections correspondantes de ‚ces tangentes HK, IL 
avec les asymptotes SK, SL. | 

Puisque les deux parties EH, EK de la première tangente sont 
égales (263), ainsi que les deux parties Gl, GL de la seconde, les 
concourantes HK, IL se trouvent divisées en parties proportionnelles 
par les droites HI, EG, KL, et ces trois droites sont en conséquence 
parallèles. On voit de même qu'il y a parallélisme entre les droites 
Rl', EG’, KL’ que détermine la tangente J'L' de l'autre branche. 


265. La corde des contacts de deux fangentes quelconques d'une 
| 22 
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hyperbole coupe au milieu la partie qu’interceptent ces tangentes sur 
chaque asymptote. . 
"Soient les tangentes HK, IL (P. VI, F. 3). La partie de l’asymp- 
tote SK qu’elles interceptent est IK, et le milieu M de cette partie 
se trouve précisément sur le prolongement de la corde EG des 
contacts. | 

En effet, les parallèles EG, HI (264) coupent les concourantes 
HK, IK en parties proportionnelles, et comme HE = EK (263), 
le point M du prolongement de GE donne MI = MK. 

On voit de même que NH = NL, et que OH = OL". 


Tracés des tangentes de l’hyperbole. 


266. Pnonz. (a): Mener une tangente à l'hyperbole, par un 
point donné sur cette courbe. 

Solution 1: Tirez, par le point donné E (P. V, F. 27), un 
diamètre ES ; tracez, par le sommet B, une corde BQ qui soit 
parallèle à ES et aille d'une branche à l’autre ; joignez l'autre sommet 
A au point (); puis menez, par E, une parallèle à AQ. Cette 
parallèle EP sera tangente à l’hyperbole (249), car elle se trouvera 
parallèle au conjugué HS de ES (227). Ä 

Mais, ce procédé exige que la .courbe soit prolongée fort loin, 
quand le point donné n’est pas très-voisin de l'axe transverse. 

Solution 2: Abaissez du point donné E (F. 29) une perpendiculaire 
EP sur l'axe transverse; cherchez une troisième proportionnelle à 
l’abscisse SP du contact et au demi-axe transverse SB (253); por- 
tez-la sur cet axe, du centre S en T. La droite ET sera la tangente 
demandée. 

Solution 5: Abaissez du point donné E (F. 29) une perpendi- 
culaire EP sur l'axe transverse ; cherchez la sous- te, qua- 
trième proportionnelle à SP, BP, SP + SB (254), et portez-la 
sur l’axe transverse, de P en T. La droite ET sera la tangente 
demandée. 

Solution 4: Tirez, par le point donné E (F. 30), une corde 
: EK de la branche sur laquelle se trouve ce point, et une corde EL 
entre les deux branches, de manière que les droites LH, KI, 
parallèles à ces cordes, donnent des points H, I asser écartés pour 
rendre exact le trac& de la droite HI qui les unit. La parallèle 
EG de HI sera la tangente demandée, puisque, dans le pentagone 
inscrit EKIHLE , HI est le càté opposé au sommet E (259). 

Solution 5: Tracez les rayons vecteurs EF, EF’ du point donné 
E (F. 28), puis la bissectrice de l’angle FEF' qu'ils forment ; cette 
bissectrice EG sera tangente au point E de l’hyperbole (252). 

Solution 6: Menez, par le point donné E (P. VI, F. 3), urie pa 
rallèle EP à l’asymptote la plus voisine SK, jusqu'à l'autre asymptote 
SL; portez sur cette dernière, de l'intersection P en H, la distance 
PS de la même intersection au centre S ; puis tirez EH; cette droite 
sera tangente en E (263), car EH = EK comme PH = PS. 


-- 
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Solution 7: Soit G' le point donné. Vous éleverer sur l'axe 
lransverse, au sommet B de la mème branche, une perpendicu- 
laire BQ, qui sera tangente en ce même sommet (251); puis, ayant 
marqué les intersections @, R de l'une des asymptotes avec cette 
tangente et la corde des contacts BG', vous porterez de R en L' 
la distance RQ de ces deux intersections. La droite L'G' sera la 
tangente demandée (265). ‘ 


Pnost. (0): Mener uns tangente à l'hyperbole, par un point E 
donné hors de cette courbe (P. VI, F. 4). 

Décrivez de E une circonférence, avec un rayon égal à Ta dis- 
tance EF de ce point au foyer de la branche sur laquelle doit se 
trouver le contact; coupez cette circonférence en deux points G, H, 
per un arc décrit de l’autre foyer F’, avec l’axe transverse AB pour 
rayon; puis, abaissez de E des perpendiculaires sur les cordes FG, 
FH; ces perpendiculaires ET, EK seront tangentes à la courbe. 
" Ainsi, le problème a deux solutions, et deux tangentes peuvent 
toujours être menées à l'hyperbole d'un point extérieur. Elles appar- 
tiennent à la mème branche, si le point donné est dans l’un des 
angles par lesquels les asymptotes embrassent la courbe; mais l'une 
va touchèr la branche de droite, et l’autre,. la branche de gauche, 
quand le point donné se trouve dans les .angles supplémentaires des 
précédents (258). 

Démonstration : La droite EI, par exemple, est effectivement 
tangente à l’hyperbole, si le point I, déterminé par le prolonge- 
ment de F’G, appartient à cette courbe, car elle forme des angles 
égaux avec FI et FI (252). Or, FI-IG=FG=AB, et 
comme les obliques IF, IG sont de mème longueur, on a aussi 
FI—FI=AB (246). 


Prost. (c): Tracer, parallèlement à une droite donnée, une . 
tangente à Uhyperbole. 

Solution 1 : Soit RT la droite donnée (P. V, F. 27). Tirez, par 
Im A des sommets, une corde AQ parallèle è RT; puis, par le 
centre S, un diamètre parallèle à la corde qui joint le point Q à 
l'autre sommet B, et des parallèles à AQ, par les extrémités E, I 
du diamètre. Ces parallèles EM, IL seront tangentes à la courbe 
(249), car elles se trouveront parallèles au conjugué du diamètre 

227). | 

Saber 2: Soit OP la droite donnée (F. 28). Abaissez, du 
foyer F de la branche où doit être le contact, une perpendiculaire 
FH sur OP; décrivez, de l’autre foyer F', avec l'axe transverse AB 
pour rayon, un arc qui coupe cette perpendiculaire ; joignez le même 
foyer F' à l'intersection H la plus voisine de F, en prolongeant la 
droite jusqu'à l'hyperbole; puis, par le point E ainsi trouvé sur 
la courbe, menez une parallèle à OP; cette parallèle EG sera 
tangente en E. 

Démonstration: En effet, EG se trouve perpendiculaire à FH, 
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et comme les obliques EF, EH sont égales , valant chaeune FE—AB 
(246), les angles GEF, GEF’ ont la. même indication (252). 


Pnos. (d): Tracer, perpendiculairement à une droite donnée, 
une tangente à Phyperbole. © | : 

Solution 1: Par le foyer F de la branche où doit être le contact 
(P..V, F. 28), menez une parallèle FII à la droite donnéé QR; 
décrivez, de l’autre foyer F’, avec l'axe transverse AB pour rayon, 
un arc qui coupe cette parallele; joignez le même foyer F’ A Tinter- 
section H la plus voisine de F, en prolongeant la droite jusqu'à 
l'hyperbole ; puis, du point E ainsi trouvé sur la courbe, abaissez 
une perpendiculaire sur QR ou sur FH. Cette perpendiculaire EG 
sera tangente en E. 

La démonstration est la même que celle de la solution 2 du 
problème précédent. | 

Solution 2: Menez, parallèlement à la droite donnée XY (P. VI, 
F. 1), une tangente EI à l'hyperbole (probl. c) ; décrivez de l'extré- 
mité C de l’axe déclinant, avec la moitié BS de l'axe transverse pour 
rayon, un arc qui coupe cette même moitié en L, et du centre S, avec 
un rayon égal à la distance de ce centre à l'intersection L, un autre 
arc qui coupe la tangente EI en deux points. Si, par ces points E, 
O, vous élevez des perpendiculaires sur EI, vous aurez deux droites 
EH, OM qui satisferont aux conditions. 

Demonstration: D'abord EH, OM sont d’equerre sur XY comme 
sur EI; ensuite, elles touchent l'hyperbole, parce que (260) leurs 
intersections avec la tangente EI se trouvent sur une circonférence 
dont le rayon ° 


SL= V(85'— CS). 
Observation: La première solution doit être préférée à la seconde, 
lorsque les foyers peuvent ètre marqués, car celle-ci, ne donnant 


“ point les contacts, met dans la nécessité de faire un autre tracé pour 
les determiner. 


Prot. (e): Trouver le contact d'une droite donnée EG tangente 
à Phyperbole (P. V, F. 29). | 

Solution 4: Menez, par le sommet A de la branche touchée, 
une corde A() parallèle à la tangente, et par le centre S, un 
diamètre parallèle à la corde qui joint l'extrémité Q de AQ à l'autre 
sommet B. Le point E où ce diamètre coupera la droite donnée EG 
sera le contact (249), attendu que la tangente se trouvera parallele 
au conjugué de ES (229). 

Solution 2: Du foyer F de la branche touchée (F. 28), abaissez 
une perpendiculaire FT sur la tangente, et prolongez-la de manière 
que la partie TH = FT; puis joignez l'autre foyer F' à l'extrémité 
H du prolongement. L'intersection E de F'H et de la tangente EG 
sera le contact demandé, car le point H appartient nécessairement 
au rayon vecteur mené du foyer F' à ce contact (252). 


— 1 
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267. Toute normale EU de lhyperbole (P. V, F. 28) fuit des 
angles égaux avec Dun EF des rayons vecteurs du point d'incidence 
E où elle coupe la courbe, et le prolongement EV de l'autre EF". 

Soit menée la tangente EG du point E. L'angle 


. FEU = GEU—FEG = 90°— FEG, 
puisque la normale et la tangente du même point sont d'équerre ( 4). 
Pour la même raison, l'angle | 
UEV = 90° — VEX. 
Or, VEX = FEG = FEG (252). Par conséquent, 
| UEV = 90° — FEG = FEU. 


268. Aucune des normales d'une hyperbole ne coupe l'axe trans 
verse entre les foyers. 
Une droite EY qui, partie d'un point E de la courbe (P. V, 


FR. 28), rencontrerait l'axe transverse entre F, F’, diviserait en deux 


parties l'angle FEF’ des rayons vecteurs, et si elle était normale, 
on aurait (267) VEY — FEY, ce qui est impossible, puisque VEY 
égalerait toujours FEY -+ FEV. | 


269. Les deux normales des sommets passent seules par le centre 
de l'hyperbole. 

Comme les tangentes aux sommets sont perpendiculaires à l'axe 
transverse (251), les normales des mêmes points se confondent avec 
cet axe, et leurs prolongements passent par le centre. Mais, pour 
tout autre point, la tangente se trouve inclinée sur l'axe transverse, 
et la normale le croise ; si donc elle passait par le centre, le 
croisement se ferait entre les foyers, ce que ne permet pas le 
principe 268. | | 


270. Les normales de deux points symétriquement placés par 
rapport à un are se coupent sur cet axe et sont égales, prises du 
concours à la courbe. | 

Cela résulte de ce que le rabattement d'une branche sur l'autre, 
ou d'une moitié de branche sur la seconde moitié, fait coïncider 
les points symétriques, leurs tangentes et leurs normales, sans 
déplacer l'intersection de la normale tournante avec l'axe pris pour 
charnière. 


271. On appelle sous-normale la partie NP de l'axe transverse, 
(P. V, F. 29) comprise entre le pied de la normale EN et celui . 
de l'ordonnée EP du point d'incidence. . 

Dans Uhyperbole, la sous-normale contient l’abscisse de l'incidence, 
comme le quarré numérique du denu-axe déclinant contient celui du 


demi-axe transverse, de sorte que NP : SP :: SC * SB". 
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. Le triangle rectangle NET, formé par la normale et la tangente 


ET, donne e 
| —: 
PE 
NP ° PE °° PE * PT ou N = Sr 
Or (243) 
—- 9 È =: 
2 2 SP —SB 
PE’ — SC (SB — SB), et(254) PT — _—— 
SB | . 
Conséquemment, 


en | see a —— —=g 
— . SP'— SB SC. 
Ne = °C (sp_s) Ea —; SP, 
SB’ SP SB 


ce qui revient à la proportion annoncée. 


272. Dans l'hyperbole équilatère, la partie SE de l'axe transverse, 
comprise entre le centre et la normale EG (P. VI, F. 5), est coupée 
au milieu par la perpendiculaire GH abaissée du point d'incidence G. 

La tangente IK, comprise entre les asymptotes, a som milieu 
au contact G, puisque GI = GK (263). Ainsi, GL, parallèle à IS, 
divise en deux -parties égales la portion SK d'asymptote. Mais 
l'asymptote IS est perpendiculaire à SK (240). Donc GL est aussi 
perpendiculaire sur SK ; les obliques GK, GS sont égales; le triangle 
KGS est symétrique; l'angle GKS= GSK, et l'angle extérieur 
IGS = 2GSK. D'ailleurs, 

KSH — GSK+ GSH, GSH = KSH—GSK — 45°— GSK. 
Or il résulte des triangles rectangles et semblables EGM, GHM, 
que l'angle 
GEH — HGM — 90°— GMH — 45° + KSH — GMH 

= 45°-+- GSK + GSH-GMH—45° + GSK--GSH-(GSH+IGS) 
= 45° GSK — IGS = 45° + GSK — aGSK = 45° — GSK. 
Conséquemment, 
| GEH = 6SH; 
le triangle EGS est symétrique ; les obliques égales GE, GS se 
trouvent également éloignées de la perpendiculaire GH, et enfin, le 
point H forme le milieu de ES. 


275. Dans Uhyperbole équilatère, la partie de normale GE, 
comprise entre l'incidence et l'axe transverse (P. VI, F. 5), égale la 
distance GS de cette incidence au centre. 

La démonstration précédente établit en effet que les obliques EG, 
: GS sont égales. 


274. La partie de normale CE, comprise entre les axes d’une hy- 
perbole équilatère, est coupée au milieu par la courbe (P. VI, F. 5). 
La droite GN, parallèle à l'axe transverse, égale SH, et par 


RE — 
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suite EH (272), et comme les angles N, CGN sont égaux aux 
angles H, GEH, le triangle CNG égale le triangle EHG , d'où. suit 
que CG = EG. 


Tracés des normales de l’hyperbole. 


275. Prost. (a): Tracer une normale de Uhyperbole, par un 
point E donné sur la courbe (P. V, F. 28). 

Solution 4 : Menez une tangente EG par le point donné; puis 
élevez, au mème point, une perpendiculaire EU sur cette droite (4). 

Solution 2: Tirez les rayons vecteurs EF, EF’ du point donné; 
puis traces la bissectrice EU de l'angle FEV, ou de l'angle F'EZ, 
formé par l'un de ces rayons et le prolongement de l’autre (267). 

Solution 5: Abaissez, du point donné E (F. 29), une perpendi- 
culaire EP sur l'axe transverse ; cherchez une quatrième proportion- 
nelle X à SB, SC, SP, et une quatrième proportionnelle à SB, 
SC, X; puis portez cette dernière sur l’axe transverse, de P en N. 
EN sera la normale demandée. 

Démonstration: Puisque SB : SC :: SP : X, 


SC 


Puisque SB : SC :: X : PN, 


SC_ SC SC. Sc 

PN = SE = SE XE SE ‘e . 
La distance PN egale donc la sous-nörmale (27 1) , et par conséquent 
EN est bien normale en E. 


* Proc. (b): Tracer une normale de Uhyperbole, par un point 


E donné entre les branches (P. VI, F. 63. 

Décrivez une circonférence dont le centre soit le point donné E, 
el le rayon, la distance de ce point au foyer F de la branche sur 

elle doit se faire l'incidence ; décrivez ensuite un arc GH, de 

Fautre foyer F’, avec l'axe transverse AB pour rayon; tirez, par F’,. 
plusieurs sécantes du cercle E; marquez les milieux I, I°, I", etc., 
des parties de sécantes qui excèdent les rayons de GH, et joignez 
ces milieux par une courbe II’I”...A ; le point K où elle coupera 
Thyperbole sera précisément le point d'incidence de la normale; de 
sorte qu'en joignant E à K vous aurez la droite demandée. 

Démonstration : La courbe auxiliaire INI”...A est le lieu du milieu 
de l'excès de toute sécante sur le rayon correspondant de l'arc GH, 
car F'A — FA — AB — FH, F'A — AH — FH, et par suite 

| FA = AH. 


Si done l'incidence K de la normale EK forme le milieu de l'excès 
LM de la sécante. F'KM sur F'L, cette incidence se trouvera effec- 
üvement sur la courbe auxiliaire. — 
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D'abord KL=FK, car FK—-FK=AB=FL et FK—KL 
— KL. Ensuite, l'angle EKM = EKF (267); EM —EF; par 
conséquent, les triangles EKM, EKF sont égaux, et 

KM = KF — KI. 


Prost. (c): Tracer une normale de l’hyperbole, par un point E' 
donné dans l'espace que renferme l'une des branches (P. VI, F. 6). 

Appliquez la solution du probleme précédent. 

Demonstration: L'égalité de KM et de KF, qui vient d'être 
démontrée, rend égaux les triangles KNM, KNF, formés par la 
corde FM du cercle E. La normale EE’ coupe donc cette corde 
d'équerre et au milieu. Il s'ensuit que la circonférence décrite de E”, 
avec E'F, passe par M; que F'KM est une sécante de cette circon- 
ference, et que la courbe auxiliaire, déduite des sécantes de la 
même circonference, coupe LM en deux parties égales. On ferait 
voir d’ailleurs, comme tout-à-l'heure, que l'incidence K est Je 
milieu de LM. 


-Propr. (d): Tracer une normale de Fhyperbole équilatère, par 
un point G donné sur la courbe (P. VI, F. 5). 

Solution 1 : Abaissez, du point donné G, une perpendiculaire GH 
sur l’axe transverse; portez sur le même axe, de H en E, la dis- 
tance SH du centre au pied de cette perpendiculaire ; la droite E 
sera la normale demandée (272). . 

Solution 2: Décrivez du point donné G, avec un rayon égal à 
la distance GS de ce point au centre, un arc qui coupe une seconde 
fois l’axe transverse; puis joignez la seconde intersection E au 

point G. La droite EG sera normale à l'hyperbole équilatère (273). 
‘Solution 5: Menez, du point donné G, une perpendiculaire GH 
et une parallèle GN à l'axe transverse ; portez GH sur l’axe declinant, . 
de N en C, ct tirez CG; cette droite sera normale à la courbe (274). 

Observation : Il convient d'employer à la fois la troisième solution 
et l’une des deux premières, quand le point donné se trouve très- 
voisin d'un sommet. La normale est alors déterminée par les points 
C, E, plus écartés que G et C ou E, et le tracé de cette droite 
s'en trouve plus exact. 


AppLications : I. Tout corps élastique qui, parti du foyer F 
d'une hyperbole (P. V, F. 28), va heurter un point E de la branche 
à laquelle appartient ce foyer, se réfléchit selon une droite EV dont 
le prolongement passe par l’autre foyer F'. 

Effectivement, les corps élastiques rebondissent en faisant un 
angle de réflexion égal à l’angle d'incidence, et ces angles sont ceux 
que les deux directions forment avec la normale du point choque. 
Si donc EU est la normale de l'hyperbole pour le point E, le corps 
parti de F doit rejaillir selon la droite qui fait avec EU un angle 
égal à l'angle d'incidence FEU. Or le prolongement EV du rayon 
vecteur F'E coupe précisément la normale EU sous un angle VEU 
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egal à FEU (267); par conséquent, c’est bien selon EV qu’aura 
len le renvoi du corps élastique. | 

Ainsi, les réflexions que l’hyperbole fait éprouver à des rayons 
lumineux , ou calorifiques , ou sonores , émanés d'un foyer, s'effectuent 
selon des droites divergentes. | 

JI. L'hyperbole est la vraie courbe des cheminées, c'est-à-dire 
que l'tre doit être formé d'une portion de cylindre vertical et creux 
qui ait pour base un arc EAG d'hyperpole (P. VI, F. 7). 

Il faut, en eflet,. pour qu'une cheminée soit bonne, que tous ceux 
qui sy chauffent recoivent également la chaleur du foyer et qu'ils 
en reçoivent tout ce que les parois n’absorbent pas. Or le cylindre 
hyperbolique remplit seul ces conditions. | 

Supposons le feu concentré au foyer F de l'hyperbole. Tous les 
rayons calorifiques directs divergeront en couvrant l'angle EFG, et 
chacune des personnes qui se trouveront dans cet angle, en recevra 
une égale portion. Les rayons réfléchis divergeront aussi (Appl. I) 
en couvrant l'angle formé par les concourantes HE, IG; il n'y en 
aura pas deux qui se croiseront ; aucun ne se trouvera arrêté par 
les parois de l'àtre, et par conséquent, la cheminée répandra au 
dehors uniformément toute la chaleur qui ne sera pas absorbée par 
la matière du cylindre. | 

Il n’en serait plus de mème, si l'arc d’hyperbole était remplacé par 
un arc de cercle qui contint les trois points E, A, G. En quelque 
point de AK que fût placé le foyer, les rayons réfléchis converge- 
raient avec cette droite ; plusieurs se croiseraient dans les angle HEK, 
IGK, et aucun ne se ferait sentir dans le voisinage de EH, GI. 

Le trapèze de Rumfort serait encore plus défectueux, quand même 
ses côtés concourants EL, GM, tangents aux points E, G de l'arc 
d'hyperbole, donneraient les mêmes rayons extrèmes EH, GI; car, 
non-seulement plusieurs des rayons réfléchis par les faces EL, GM 
de Tätre convergeraient avec AK, mais encore ces faces arrêteraient 
une partie de la chaleur renvoyée par AL, AM, et elles en arrèteraient 
d'autant plus que le fond LM serait plus grand ou plus rapproché du 
foyer F. 

Minsi, l'intensité et l'uniformité de la réflexion du calorique exigent 
que l’ätre d’une cheminée soit un cylindre hyperbelique. Nous avons 
kit voir dans la Géométrie élémentaire, applications des cylindres, 
qu'un tuyau circulaire est à préférer au tuyau prismatique, sous le 
rapport de la force du tirage et de la facilité du ramonage. Une che- 
minéc parfaite doit donc être composée de deux cylindres creux 
superposés ; mais il importe que ces cylindres ne produisent pas 
une aréte en se rachetant, car les coudes ralentissent la marche des 
gaz. On devra donc raccorder les deux parties du canal au moyen 
dung surface développable, de manière à former une espèce de hotte 
renversée, analogue à celle des cheminées de laboratoire ou de forge. 

Quant au tracé de l’arc EAG d’hyperbole, on l'exécute en appli- 
quant le problème e du n° 248, car la largeur: EG de la cheminée 
es connue; le sommet A et le foper. F-sont sur une perpendiculaire 
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au milieu de EG, le premier à une distance de K qui égale la 
profondeur, le second à une distance de À que détermine l'épaisseur 
ordinaire des büches. Mais ce n'est pas sur l'emplacement de la 
cheminée que se feront les opérations : le mur de fond LM en ren- 
drait impossible une partie. I} faut faire une épure sur une aire plane 
et libre, puis rapporter la courbe entre EG et LM. 


COMBINAISONS DE L'HYPSRBOLE ET DE LA CIRCONFERENTE. 


De toutes les eombinaisons de l'hyperbole et de la circonférence, 
deux seulement offrent de l'intérêt : ce sont celle où les deux courbes 
se trouvent sur la même surface canique, et celle où elles ont la 
même courbure. 


Hyperbele et cercle de plans différents. 


276. Pour qu'une hyperbole et un cercle, situés dans des plans 
perpendiculaires, appartiennent à la même surface conique, il faut 
que le rapport du demi-aze déclinant au rayon, égale celui du 


 demt-axe transverse à la distance du centre de l'hyperbole au plan 


du cercle. . 
Il est clair en effet que, si SC (P. V, F, 17) ou Be": by! 
°° SB ou S'g"" : S'g' ou Sg, distance du centre au plan vertical 
du cercle, l'hyperbole sera la projection conique de ce cercle sur 
le plan horizontal S"3"”, par lequel est coupé le cône dont le 
sommet est $, S’, et la base, le cercle cd, a'd' (210). Les points 


de la branche LBM seront donc tous sur des génératrices droites 
de la nappe conique cSd, a'S'b'; les points de la branche EAI se 


trouveront sur des génératrices droites de l’autre nappe; par con- 
séquent, l'hyperbole formera une courbe de la surface conique et 
il en sera de même de la circonférence cd, a'b’, 


277. Toute surface conique circulaire est coupée selon une hyper- 
bole, par un plan qui rencontre une partie des génératrices droites 
sur une nappe, el les autres sur la nappe opposée. 

Chaque point de la section se trouve sur le plan et sur une 
génératrice droite; cette génératrice contient un point d’une cir- 
conférence quelconque de la surface, de sorte que le premier est 
la projection conique du second sur le plan coupant , et que la section 


entière forme la projection conique de la mème circonférence. Or une 


telle projection donne toujours une hyperbole (209). 


Hyperbole et cercles de même courbure. 


278. Une circonférence ne peut couper l'hyperbole en plus de 
quatre points. 

Supposons une circonférence qui entre au point E dans la branche 
de gauche (P. VI, F. 8), en sort au point G, entre au point H 
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dans celle de droite et en sort au point I. Si elle pouvait avoir un 
cnquième point commun à l'hyperbole, il serait nécessairement, 
comme K, par exemple, entre l'intersection H et l’une des asymp- 
totes, ou comme O, entre les intersections H, I d'une même branche. 
Dans le premier cas, la droite HK prolongée donnerait HL — MN 
(236), KL — MN, et HL — KL, ce qui est impossible. Dans le 
second cas, la droite HO donnerait HL — MN, OL — MN et 
HL = OL, ce qui est encore impossible. 
On ferait voir de la même manière, qu'une cinconférence ne 

couper une même branche en plus de quatre points. 


279. L’hyperbole wa pas de cercle osculateur pour ses sommets. 
Un cercle oseulateur devant-être tangent et sécant au même point, 
ne peut plus.avoir qu'une autre intersection avec la courbe (16 et 278). 
Or tout cercle qui touche l'hyperbole à l’un des sommets a son 
centre sur l'axe transverse (251). Si donc il coupait la courbe à 
son contact et en un second point, il la couperait encore au point 


symétrique de ce dernier. 


280. Le cercle de même courbure que Phyperbole à Pun des 
sommels a son centre sur l'axe transverse, au point où concouren 
les deut normales infiniment voisines de cet axe. " 

C'est un contact de seconde espèce (15) que possède le cercle qui, 
pour le sommet A (P. VI, F. 8), remplace le cercle osculateur (16). 
Il résulte donc d’un cercle P tangent en A et sécant en deux points. 
symétriques Q, R, dont les intersections se rapprochent également 
du contact à mesure que le rayon diminue. Or, le centre P se trouve, 
pour toutes les positions, ou pour toutes les longueurs de rayon, au 
concours de deux droites symétriques QP, RP, issues des deux inter- 
sections, et quand ces intersections sont près de se réunir au contact 
À, les deux droites, se confondant presque avec le prolongement 
AP de l'axe AB, deviennent des normales. 


281. Le rayon de courbure pour chaque sommet d'une hyperbole 
égale le demi-paramtre. 

Ce rayon, d'après le principe précédent, égale l’une des normales 
infiniment voisines de l'axe transverse, et cette normale se confond 
avec la sous-normale. Nous aurons donc le rayon de courbure pour 
chaque sommet, en cherchant la valeur qu'a la sous-normale, 
quand ce point devient l'incidence. Or en général (271), la sous- 


S 
vormale NP = "SP (P. V, F. 29); lorsque l'incidence se fait 
SB 


au sommet B, SP — SB; par conséquent, dans ce cas, 


SC SC H 0 LU . 
NP ===: ou bien SB : SC :° SC° NP, 


ce qui signifie que la sous-normale est une troisième proportion- 
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nelle au demi-axe transverse et au demi-are déclinant, comme le 
demi-paramètre (245). . | 


Paonrkme : Trouver le rayon et le centre de courbure d'un 
sommet B d’Ayperbole (P. V, F. 29). 

Marquez le foyer F'; élevez en ce point une perpendiculaire à 
l'axe transverse; prolongez-la jusqu'à sa rencontre H avec la courbe, 
et portez F'H de B en I, sur-le même axe. Le point I sera le centre 

‘de courbure de l’hyperbole à son sommet B, et IB, le rayon de 
courbure. . 


. ‘282. Tous les cercles tangents au même point E d’ane hyper- 
bole (P. VI, F. 9), et sécants en outre, interceptent sur cette courbe 
des arcs dont les cordes GH, IK sont parallèles. 
- Tous les cercles tangents au même point È ont'en ce point la 
même tangente EL, et leurs centres M, N, etc., sont sur la normale 
EM. Parmi ces cercles il en est un qui, au lieu de couper l'hy- 
perbole, la touche une seconde fois en un certain point O; son 
centre est l'intersection P de EM et de l'axe déclinant, puisque la 
normale PO doit égaler PE, et les contacts E, O se trouvent symé- 
triquement placés par rapport au même axe (270). 
. Tirons la tangente OL commune au cercle P et à l'hyperbole 
. (255); menons par le point G une parallèle GH' à OL; puis faisons 
glisser le centre M le long de ME, en diminuant constamment le 


rayon MG. Lorsque G sera sur O, le cercle M se ‘confondra avec 


le cercle P, et H se trouvera aussi sur O. Mais la corde GH' de 
l’hyperbole aura la position tangentielle OL, et son extrémité H' se 
confondra avec le contact O, comme H. Ce contact serait donc di 
à la réunion des trois points G, H, H' de l'hyperbole, ce qui ne 
peut être, puisque cette courbe ne saurait avoir plus de quatre 
points de communs avec le cercle P (278), et que le contact E en 
renferme déjà deux (15). Par conséquent, il est impossible de mener 
par G, parallèlement à OL, une corde d’hyperbole, qui diffère de 
GH, et GH, IK sont paralleles entre elles. 

On pourrait aussi donner du mème principe une démonstration 
analogue à celle qui a été employée pour l'ellipse (142). 


PROBLÈME : Déterminer le centre et le rayon de courbure pour 
un point quelconque E de Uhyperbole, autre que les sommets (P. VI, 
F 


Solution 1 : Tracez la normale EM du point doriné ; d'un point Q 
pris à volonté sur cetle droite, décrivez un cercle de rayon QE qui 
coupe l’hyperbole en deux points R, T; tirez la corde EU, paral- 
lèlement à RT; puis élevez une perpendiculaire au milieu de EU; 
le point V où elle rencontrera la normale formera le centre du 
cercle osculateur pour le point E, ct VE sera le rayon de courbure 
cherché. 


Dimonstration: En effet, V est le centre d'un cercle qui coupe 
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l'hyperbole en U et la touche en E. Mais à cause du parallélisme 
des cordes EU, RT, le cercle V.fait partie des cercles tangents - 
en E et sécants en deux points. Donc, au contact E il y a aussi 
une intersection ; le cercle V est osculateur (16), et le point V 
forme le centre de courbure de l'élément hyperbolique E (20). 

Solution 2: Tracez la normale EM du point donné ; de son 
intersection P avec l'axe déclinant, décrivez une circonférence qui 
ait PE pour rayon; elle touchera l'autre branche en un point symé- 
trique de E (270), et vous trouverez ce point O en tirant EO 
parallèlement à l'axe transverse. Joignez ensuite le. contact O à 
l'intersection L de la tangente EL et de l’axe transverse ; OL sera 
une tangente (255) parallèle aux cordes des arcs interceptés sur 
l'hyperbole par les cercles tangents en E ct sécants en deux autres 
points (282). Si dene vous menez par E une corde EU parallele a 
OL, vous pourrez achever comme dans la première solution. 


Mesurages de l’hyperbole. 


283. L’Ayperbole n’est pas rectifiable (21), et la superficie plane 
quelle limite n'est pas quarrable. | 

La Géométrie ne fournit aucun moyen de mesurer exactement 
un arc d’hyperbole. Quant à la courbe entière, on ne saurait en 
troaver la longueur, même äpproximativement, puisque l'une et 
l'aatre branche sont infinies. 

On n'a pas non plus de formules propres à déterminer l'aire de 
la surface plane comprise entre un arc d'hyperbole et la corde de 
cet arc, ou entre les deux branches et deux cordes tirées de l’une 
à l’autre. 


Prost. (a): Mesurer la longueur d'un arc d’hyperbole. 
Employez un des moyens du n° 21. 


Prost. (b): Mesurer la superficie d’un segment d’hyperbole et 
celle d'une partie de Fespace compris entre les branches. 
Appliquez l'une des solutions du n° 22. 


j HYPERBOLOIDES. 
9 
284. On a nommé hyperboloides les deux corps indéfinis que 
terminent les surfaces courbes engendrées par la révolution d’une 
hyperbole autour de ses axes. 
Le mouvement circulaire produit l'Ayperboloide'à deux nappes, 
lorsqu'il se fait autour de l’axe transverse, et l’Ayperbdoloide à ume 


. nappe, quand il a lieu autour de l’axe déclinant. On aura une idée 


de la première forme, en se représentant deux clôches de mème 
axe dont les fonds se regardent et se trouvent séparés par un intervalle 
libre. Là seconde forme est celle d'une corbeille ronde qui s'évase 
du milieu au bord supérieur et au berd inférieur, :Il s'epsait que, 
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si l’axe de révolution est vertical, chaque hyperboloide a pour pro- 
_ jection verticale l'hyperbole génératrice, et que, si chaque corps 
est limité par deux plans horizontaux, également éloignés du centre 
de la courbe, l'hyperboloïde à deux nappes se projette horizonta— 
lement selon un seul cercle E (P. VI, F. 10), tandis que la pro- 
jection horizontale de l’hyperboloïde à une nappe se compose de 
deux cercles concentriques (F. 11), dont le plus petit a un diamètre 
égal à l'axe transverse AB. 


285. Tout plan méridien d'un hyperboloide en coupe la surface 
courbe selon Phyperbole génératrice. 
La démonstration est la même que celle du n° 164. 


286. L’hyperboloide à deux nappes possède deux pôles P, P' 
(P. VI, F. 10), et avec ces pôles se confondent les sommets de toutes 
les hyperboles méridiennes. 

La démonstration est analogue à celle du n° 165. 


287. Toutes les hyperboles méridiennes d'un hyperboloide à deux 
nappes ont leurs foyers aux mémes points F, F' de l'axe de rico- 
lutin (P. VI, F. 10); ces deux points sont les roveRs de la surface 
courbe. 

Puisque l'axe de révolution PP'-est l'axe transverse de chaque 
hyperbole méridienne, et que tous les petits axes CD sont égaux, la 
détermination des foyers d’une courbe doit donner les mèmes points 
F, F' que celle des foyers de toute autre (244). 


PROBLÈME : Tracer la branche d’hyperbole propre à engendrer 
une calotte d’hyperboloide EPG donnée et terminée par une cir- 
conférence (P. VI, F. 12). 

Prenez la longueur de l'axe de révolution PH, soit à l'aide d'un 
compas à curseur, soit au moyen d'un plan horizontal Eh, d'une 
règle horizontale Pp, et d'un fil aplomb ph; prenez aussi la longueur 
‚ du plus grand diamètre EG, soit à l’aide da mème compas, soit en 
traçant, avec une pointe, l'intersection circulaire de la calotte et 
du plan horizontal ER; tirez E'G' égale à EG, et au milieu, une 
perpendiculaire H'A égale à HP. Cette dernière droite domnera la 
direction de l'axe transverse ; la branche d’hyperbgle»demandée aura 
son sommet au point A, et E’, G' en seront deux points symétriques. 

Pour avoir deux autres points symétriques, il faudra, au moyen 
d’un compas courbe, décrire, du pôle P, une circonférence IK sur 
l’hyperboloîde; marquer arbitrairement trois points de cette courbe ; 
former, sur un tableau, un triangle, avec les distances de ces 
points ; déterminer le rayon du cercle circonserit au triangle ; tracer, 
sur le même tableau, un triangle rectangle qui ait, pour l’un de 
ses petits côtés, ce rayon, évidemment égal à IL, et pour hypo- 
thénuse, la distance IP du pôle à la circonférence IK; porter, de 
A en L', le troisième côté, évidemment égal à PL; élever au point 
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L' une perpendiculaire sur AH’, et prendre enfin les demi-cordes 
L'F, LK’ égales au rayon du cercle IK. 

n est clair qu'en répétant les mêmes opérations, après avoir décrit . 
de P d'autres circonférences parallèles à IK, on trouvera autant de . 
couples de points symétriques qu'il en faudra pour que la branche 
d'hyperbole E'T'A'K'G' puisse être facilement tracée à vue. 


Appuications : I. Le réflecteur le plus convenable pour porter une 
vive lumière sur une surface opposée de grandes dimensions, est 
une des nappes de l'hyperboloïde qui en a deux. 

Supposons qu'on ait à éclairer un tableau rectangulaire dont la : 
diagonale soit AB (P. VI,-F. 13); que la lampe doive être placée 
en F, sur la droite FG perpendiculaire au milieu de AB, et qu'on 
veuille terminer le réflecteur par une circonférence qui ait son centre 
au point C de la même perpendiculaire et dont'les diamètres soient 
des droites DE d’équerre sur CG. Il faudra tirer les droites AD, BE, 
qui se couperbnt nécessairement en un point F’ de GFC; prendre 
F, F' pour les foyers d’une hyperbole assujettie à passer par D, 
E; décrire l'arc DPE de cette courbe d’après le problème c ( (248); ; 
découper la figure DPED, pour en faire une cherche ; amboutir une 
feuille de fer blanc de manière à former une calotte dans laquelle 
puisse tourner la cherche, en pivotant sur CP et en s'appliquant 
par tous ses pointé sur la concavité ; enfin > placer cette calotte dans 
Ja position de son profil DPED. Elle formera ainsi un réflecteur qui 
sera une portion d'hyperboloïde à deux nappes (284), et qui ren- 
verra sur le,tableau AB, en tronc de cône ADPEB, le cône de 
lumièreDFE qu'il recevra de la lampe. 

Effectivement, tous les plans menés par PG couperont la calotte 
selon des arcs d’hyperbole égaux à DPE (285), dont les foyers 
seront en F, F’ (287), et tous les rayons lumineux i issus de F, dans 
thaque plan, se réfféchiront en éventail, selon des draites dont les 
prolongements passeront par F' (Appl. 1, page 176). Il est du 
reste évident que les angles compris entre les rayons d'un éventail, 
égaleront les angles compris entre les rayons correspndants de tout 
autre, et que la lumière sera uniforme sur chaque circonférence 
tracée autour de G dans le tableau AB. 

On voit aussi qu'il n'y aurait aucune perte de rayons réfléchis, 
si le tableau était circulaire et d’un diamètre égal à AB. Or, si l’on 
employait un réflecteur ellipsoïdal, les rayons réfléchis n'éclaireraient 
qu'un tout petit cercle autour du point G, ou, pour qu'ils éclairassent 
tout le tableau circulaire AB, il faudrait soit que ce tableau füt placé 
fort au-delà du second foyer de l'ellipsoïde, soit qu'il se trouvät 
très-voisin du premier F ; encore devrait-il être moindre que le cercle 
DE, dans ce dernier cas. 

Un réflecteur sphérique aurait les mêmes inconvénients que le 
précédent, et d’autres qui lui sont particuliers. (Voyez la Géométrie.) 
Un réflecteur plan causerait une forte perte de rayons réfléchis, s'il 
était un peu grand, et n’en donnerait qu'une faible quantité ;s sil 
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était assez petit pour les envoyer tous sur le tableau. Enfin, un 
réflecteur qui rendrait les rayons parallèles devrait être aussi grand 
que le tableau, pour le bien éclairer. 

On peut être obligé de placer la lampe F plus haut que le milieu 
du tableau. ll faut alors incliner le réflecteur hyperboloïde de façon à 
faire aboutir l'axe PF un peu au-dessus de G, ou, plus exactement, 
de facon que deux rayons réfléchis extrêmes passent par À et B. 
N en serait encore de mème dans le cas où le tableau aurait une 
position inclinée A'B. 

II. C'est aussi en hyperboloïde que doivent être faits les réflecteurs 
des reverbères destinés à l'éclairage des places publiques. 

Soit G (P. VI, F. 14) le point où l'axe vertical du reverbère 
perce le sol, et HI la longueur à éclairer sur le côté de la place 
auquel est fixée la potence. Ayant levé l'angle HGI, nous le rappor— 
terons sur un carton, afin de diviser l’espace qu'il laisse autour de 
son sommet, en deux ou trois angles égaux, selon qu'il faudra deux 
ou trois becs de lampe; puis nous marquerons arbitrairement, sur 
un côté G’H’ de ces angles, un point E, et sur la bissectrice, deux 
points A, F, le premier à une distance de G’ moindre que G’E, le 
second à une distance du même point supérieure ou tout au moins 
égale à GE. L’arc d'hyperbole qui aura A pour sommet, F pour 
foyer, et passera par È, pourra être tracé au moyen de la solution 
du problème e (248), et le segment EAE' découpé sera la cherche 
qu'on devra employer pour former les réflecteurs en amboutissant 
des feuilles métalliques. Ces réflecteurs seront disposés autour de 
l'axe vertical G du reverbere, de manière que leurs bprds se tou- 
chent, que ceux des extrêmes soient sur les plans verticaxx GH, 
GI, et que les rayons réfléchis les plus élevés aient une direction 
horizontale. Enfin, on placera les becs de lampe aux foyers F,.F', 
F". Alors la place se trouvera éclairée le plus uniformément possible, 
sans qu'il y ait perte de lumiere réfléchie. 


288. La surface courbe de Phyperboloïde à une nappe n’a ni 
pôles, ni foyers, et les sommets de ses hyperboles méridiennes se 
trouvent sur son plus petit cercle, qu’on appelle conce. 

La position des sommets résulte de ce que les axes transverses 
AB des hyperboles méridiennes (P. VI, F. 11) sont les diamètres 
de la gorge (284). La surface courbe n’a pas de foyers, parce que ceux 
des hyperboles méridiennes , placés sur les diamètres correspondants 
de la gorge, ne peuvent se confondre en deux points uniques; 
elle est dépourvue de pôles, attendu que l'axe de révolution E'E” 
ne la rencontre pas. 


289. Tout plan perpendiculaire d Pare de révolution coupe l'un 
et l'autre hyperboloïde selon un cercle. ° 
Ce principe se démontre comme celui du n° 168. 


APPLICATIONS : Le tourneur peut former l’un et l'autre hyperbo- 
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bide en dégrossissant un corps selon deg cercles parallèles. Pour 
ficonner une moitié d’hyperboloide à deux nappes, il emploie, 
comme guide pg (P. VI, F. 10), la moitié PG d’une branche de 
l'hyperbole génératrice; il la place de manière que l’axe transverse 
pe soit parallèle à la ligne PE' des pointes du tour, et maintenant 
l'outil perpendiculaire à cette ligne, il le porte à droite ou à gauche, 
pour faire un autre cercle, dès que cet outil déborde pg d'une lon- 
gueur égale à pP ou à gG. : 

Le guide gag' (F. 11) nécessaire à la formation de l’hyperboloîde 
à une nappe est l'une des branches G'AG” de l’hyperbole géné- 
ratrice, et son axe transverse aA doit être perpendiculaire à la ligne 
EE” des pointes du tour. 


290. Tout plan méridien d'un hyperboloide est un plan de 


trie. 


Même démonstration qu'au n° 169. 


291. Le plan qui coupe d’équerre et par le milieu l'axe de révo- 
lution, est un plan de symétrie pour chaque hyperboloide. 
La démonstration est analogue à celle du n° 170. 


292. Si un plan oblique à lare d’un hyperboloïde coupe deux . 
fois, sur la mème nappe, toutes les hyperboles méridiennes, l'inter 
section est une ellipse. . 

Supposons vertical l'axe da corps. Parmi tous les plans méridiens 
verticaux, il y en ‘aura un qui coupera selon une ligne de plus 
grande pente le plan sécant incliné, et qui, pour cette raison, lui 
sera perpendiculaire. Prenons-le pour plan de projection, afin de 
pouvoir représenter le plan sécant par une seule droite EG (P. VI, 
F. 15 et 16). Les cercles horisontaux de l'hyperboloide se projet- 
teront selon des droites HI, KL, etc., perpendiculaires à Taxe; 
les croisements de ces droites avec EG seront les projections de 
demi-cordes M, N, etc., communes aux cercles et à l'intersection 
du plan sécant, et si l’on a ° | 

M° © N° :° MEX MG : NEX NG, 
cette intersection est effectivement une ellipse dont EG forme le grand 
axe (47). Or, M°= MH x MI, N°=— NK x NL. Par conséquent , 
MW : N° ©: MH XI © NKXNL. 
Il reste donc à démontrer que | 
ME XMI ©: NKXNL °° MEXMG : NEXNG, 
ou qu'en général dans toute projection conique du cercle, les cordes 
parallèles HI, KL, projections de cordes parallèles de ce cercle, 
sent coupées par une autre corde quelconque EG de manière que les 
produits MH x MI, NK x NL, des deux parties formées sur les 


premières, se contiennent comme les produits ME x MG, NE X NG, 
des deux parties correspondantes de la transversale. 
24 


4 
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Cherchons d’abord la relation d'une droite ab et de sa projection 
conique AB (F. 19). Si Se, SC sont les perpendiculaires abaissées 
du sommet S da cône projetant sur ab, AB, les triangles abS, 
ABS, qui ont un angle commun, donnent la "proportion 


abX Sc : ABXSC.: Sax S6 : SAX SB, 
et par suite, à | 
Sc x SA x SB . 
SC nia Sa X Sb 
Nommons maintenant Ami, GR. enmg, les cordes du cercle 


TE sur HMI, KNL, ENMG (F. 15 et 16), et p, p', pp 
P", les perpendiculaires respectives as sur ces six droites 


du sommet S du cöne projetant. Nous aurons 


AB = ab 


pXSMXSH | pXSMXSI 
ME = ad VITI M = m ai PICCO 


et , 
MH XC MI = mh X mi px SM X SEX SI 
P’xSm XSANSE 


Par conséquent, 


NE XNL = u EAT ASA SI XSE x SL 


Pre Bn XSAX SI" 
px BM x SE x SG 
Pi" x Sm x SeX Sg ° 
px SN SC SE x se 
pa x Sn X Sex Sg” 


ME x MG = me X mg 


| NE Xx NG =1 ne x ng 


et il faut faire voir que 
_p* x SM XSHx SÌ , nkx np" X SN X SE X SL 


mh X mi 
P3 de Sn x SAX Si” Pr x Sn x SX x S/ 
°X SM SE 1a 
+ meXm g EX x XSE . x ng E x SN° X SE X 56 
7 Pr Em X Sex Sg PAX Sa XBeXSs 


Or, le second rapport se réduit à 


SM. SN° 
mem + ne XR =; 


les cordes du cercle, se coupant en parties réciproquement pro- 
portionnelles, donnent 


ah X mi = me X mg, nkX nt = ne X ng. 
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La proportion devient donc 
pXSHXSI , p'XSK XSL ., 
Pix SA X Si * PrXSAX SI ** 
. pXSHXSI HI p'xSKxSL KL 
Mais PXSAX Si M" PIXSKXSI — I° Alnsi la dé- 
monstration sera complète, s'il est vrai que 
px HI e PXKL 0 4 ° 4 
PX hi PIX" 
Or (213), HI, Ai sont, dans le triangle HSI, des droites parallèles, 
respectivement situées aux distances P, p du sommet S; KL, kl 


sont, dans le triangle KSL, des droites parallèles, respectivement 
situées aux. distances P’, p' du sommet S. Conséquemment, 


Hi h..Pip, KL HP op, 


A CA. 





pxHl = Px hi, pXKL = P'XH, PSI, 
et 
PXEL _, . 
PT 0 


295. Tout plan sécant parallèle à l'axe d'un hyperboloide coupe 
la surface selon une hyperbole. | 

En vertu d’une des propriétés de l'hyperbole (243), 

HI : OS — AS" :: CS ? AS° (P.VI,P. 18), 
KL’: PS — AS :° CS’ : AS. 
Donc, on 
HI © KL’ 2: 0S — AS : PS — AS, 
ou os 
HT : KL’ :: (0S+AS)(0S—AS) : (PS+ AS) (PS — AS), 
ou encore 

HI : KL :: OBXOA : PA XPB, 
relation analogue à celle du n° 47. 

Regardons maintenant Fhyperbole de la figure 18 et celle de la 
figure 19 comme sections «méridiennes verticales des deux espèces _ 
d'hyperboloïdes, et soit EG, parallèle à l’axe de révolution, la trace 
d'un plan d'équerre à chacune de ces sections. Les croisements M, 
N, etc., seront les projections verticales de demi-cordes communes 
à l'intersection du plan sécant et aux cereles horizontaux HI, KL, etc., 
cordes qui se trouvent évidemment perpendiculaires à la fois sur les 
diamètres HI, KL, etc., et sur MN. Ainsi, la coupe de EG est 
une hyperbole, qui a EG pour axe transverse, si 


MN; MEX MG © NEXNG. 
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Or, M°— MH x MI, N” == NK X NL, et d'après la demons- 
tration du numéro précédent, 


MH X MI © NKX NL °° MEX MG ©: NEX NG, 


pour la figure 18, puisque HI, KL, perpendiculaires à l'axe AB 
de l’hyperbole méridienne ,: sont projections. coniques de cordes 
parallèles du cercle qui a produit cette hyperbole (213). La mème 
proportion a lieu aussi pour la figure -19, car HSI, KSL sont des 
triangles semblables à 4Ss, XSI, quoique différemment placés (210), 
et hi, kl forment, dans le eercle (212), des diamètres que la corde 
eg coupe extérieurement aux points m, n; de sorte qu'on a 


mb Xx mi == meXmg, nkxnl = nex ng. 


Observation : Des moyens analogues montreraient que les sections 
des deux hyperboloïdes seraient des hyperboles, symétriques seule- 
ment par rapport aux axes transverses , si le plan EG, étant oblique 
sur l'axe de révolution, coupait toujours les deux nappes (F. 18), 
ou ne coupait encore qu'une branche de l'une des hyperboles me- 
ridiennes (F. 19). 


. 294. La surface de Phyperboloide à une nappe est coupée selon 

deux droites par tout plan qui, parallèle à Pare de révolution, 
contient une tangente de la gorge. "+ 

Soit HI la trace du plan (P. VI, F. 11). Il coupe la circonférence 
inférieure G’K’ de l’hyperboloïde en deux points dont les projections 
sont Het H', I et I’; ses intersections avec la circonférence supérieure 
G"K" ont pour projections H.et H”, I et I". Joignons le point 
H, H' au point I, 1, par une droite HI, H'1"; il faut démontrer 
que cette droite du plan est tout entière sur la surface &ourbe de 
l'hyperboloïde, qu qu'elle ‘contient une des deux intersections du 


plan vertical HI avec chacune des diverses circonferences de la mème 
surface. 


La circonférence LMNO s LN" est rencontrée par le plan aux 
points M, M”, et 0, O"; pour que la droite HI, H'T” renferme 


le premier de ces deux points, sa projection verticale doit passer 
par M". Voyons donc si 


TI" * MM": VH' * MH casi KK NN" FH'* MM. 
Le principe 243 donne ° 
K'K seen _SE °° SC ° 55, aM > SN 5h SC: SB, 
et par suite . 
KR + ae" 22 SK SB : SN 8, 











ou 


KIRI © nNÙ° °° SK — SB' © SN SB". 
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SK"° — SB’ = (SK. SB)(SK/7—SB) = GP X PK = PP; 
SN — SB° — (SN""+ SB)(SN'"— SB) = LP X PN — PR”. 
Ainsi, | u 
KE" © nN° °° PQ : PR ‘:° TH: TO :° HI : OM, 
car PQ = TH, PR = TO, ct le contact T est le milieu des cordes 
HI, OM. Conséquemment, 

WE” * K'K"— N" °° HI * HI— OM, K'E" © an! °° HI © MI, 
K'K" *nN °° HI° MI, KE"SK'K"--aN °° HI ° HI— MI, 
K'K" > NN" ** HI © HM. 

Or, à cause des parallèles HH’, MM’, I’, 
HI : HM :° l'E‘ MF. 
Donc enfin, 
YA > ME" © VE © MH; 
la droite HI, H'1” passe par le point M, M”, et par une des deux 
intersections du plan avec toute autre circonférence de l'hyperboloïde. 
On démontrerait de la même manière que la droite HI, H"I 
est tout entière sur la surface courbe. Ainsi, celte surface est réglée 
dans deux sens différents, en chaque point. 





295. La surface courbe de Phyperboloide à une nappe peut étre 
engendrée par les révolutions successives ou simultanées de deux droites 
autour d’un axe; mais il faut 1° qu’elles ne le rencontrent pas, 
2° qu’elles soient toujours égales et également inolinées sur un plan 
perpendicalaire à cet axe, 5° que inclinaison et la longueur de 
chacune restent les mémes pendant tout le mouvement. 

Faisons tourner le plan vertical HI (P. VI, F. 11) autour de l'axe 
vertical E, E'E”, de manière qu'il prenne constamment une tangente 


de la gorge ; il coupera la surface courbe selon deux droites croisées, 
dans chacune de ses positions (294). Ces deux droites ne rencon- 
treront pas l'axe, puisque leurs plus courtes distances à cette ligne 
égaleront toujours le rayon ET de la gorge; elles seront également 
inclinées sur le plan d'un des cercles GIKH de la surface, parce 
qu'elles formeront les hypothénuses de deux triangles rectangles 
égaux dont les deux autres côtés égaleront HI, 11"; enfin chacune 
aura la même inclinaison et la même longueur dans toutes les posi- 
tions du plan vertical HI, attendu qu'elle sera partout l’hypothénuse 
d'un des triangles rectangles qui viennent d’être indiqués. 

Donc réciproquement ‚si l'on fait tourner une des droites autour 
de l'axe E, E’E”, de manière qu'elle en soit toujours à la même 


[=== 
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distance et qu’elle s'incline toujours également, cette droite engen- 
drera la surface courbe de l'hyperboloïde à une nappe. 


296. Le quarré numérique de la génératrice droite d'un - hyper- 
boloïde à une nappe, considérée de la gorge à un des cercles parat- 
lèles, égale le quarré de la distance des centres, augmenté de la 
différence des quarrés des rayons. 

La génératrice HI, HI” (P. VI, F. 11) rencontre la gorge au 
point T, T”",. et le cercle parallèle GIKH, G'K' au point H, H”. 
Représentons par & la distance de ces deux points; le triangle 
rectangle formé par x, HT et la ligne projetante du point T, T'”, 


donne 
2 = TL. 


Mais le triangle ETH est rectangle aussi, puisque HI touche le petit 
cercle E en T. Par cons@quent, 


HT — EH —ET, et 2— TT + (EH —E ). 


Or TT" =E'S, distance des centres; EH, ET sont les rayons 
des deux cercles. | 


APPLICATIONS : I. On fait des vases en terre qui ont la forme de 
l’byperbolotde à une nappe, mais dont le cercle inférieur L'a (P. VI, 
F. 11) est plus petit que le cercle supérieur GK”. Ils sont faconnés 
sur le tour du potier , au moyen d’un gabarit gal'z, planchette mince 
dont un des bords présente un arc gal’ d’hyperbole. Ce gabarit est 
placé de manière que l'axe transverse Aa soit horizontal, et que la 
distance du sommet a à l'axe vertical du tour égale le rayon AS 
de la gorge. Dans cette position, le bord hyperbolique enlève, 
pendant la rotation de la masse de terre placée sur le plateau du 
tour, tout ce qui excède l'hyperboloïde G"AL'nBK". 

EH. L'industrie produit aussi des vases métalliques hyperboloides , 
en coulant la matière liquide dans des moules de sable, formés sur 
un modele en bois ou en laiton G”AL'nBK". Afin que le modèle 
puisse être dépouillé, c’est-à-dire séparé du sable qui l'entoure, 
chaque moule se fait de deux parties dont le joint est un plan dia- 
métral GK. On sépare ces parties pour opérer le dépouillement, 
puis on les remet en contact pour faire la coulée dans le creux 
hyperboloïde qui reste entre elles. 

IU. Certaines tables de jardin, en piédouche à claire-voie, pré- 
sentent deux plateaux circulaires inégaux G"K", L'n, liés ‘par des 
tringles cylindriques croisées, qui forment une surface d’hyperbo- 
loïde. Pour placer convenablement ces tringles, il faut tracer une 
circonférence concentrique à chaque plateau et peu écartée du bord; 
établir les plateaux parallèlement, de manière que les faces qui 
portent les circonférences tracées se regardent, et que l’&cartement 


MESURACES DES HYPERBOLOÏDES. 191 


des faces planes extérieures égale la hauteur de la table; puis fixer 
les tringles sur les deux circonférences tracées, après avoir donné 
à toutes la même longueur, et en croisant celles qui s’inclinent dans 
un sens, par celles qui sinclinent en sens opposé „ aux points mêmes 
où les premières rencontrent la gorge. . 

La longueur de chaque tringle a deux parties, qu’on doit calculer 
séparément, pour les ajouter ensuite : l’une s'étend de la circonférence 
inférieure à la gorge AB, dont la position et le rayon se fixent 
arbitrairement ; l’autre est comprise entre la gorge et la circonférence 
supérieure. Le quarré numérique de la première égale celui de la 

sance zy du centre de la circonférence inférieure au centre de la 
gorge, augmenté de la différence des quarrés des rayons de ces 
deux cercles (296). Le quarré numérique de la seconde égale celui 
de la distance gy du centre de la circonférence supérieure au centre 
de la gorge, augmenté de la différence des quarrés des rayons de 
ces deux cercles. 

IV. Les vanniers font des corbeilles qui ressemblent aux tables 
hyperboloïdes. Ils lient à une baguette droite, un cercle d’osier destiné . 
à former le pied de la corbeille, puis la volette circulaire du fond, 
puis le cercle d’osier du bord. Le rayon de la volette est moindre 
que celui du pied, et il en est de même de ce dernier relativement 
au rayon du bord. Les trois centres doivent être en ligne droite, 
et il faut que la baguette soit inclinée sur les plans parallèles des 
cercles. Les choses ainsi disposées , l'ouvrier attache à ces cercles 

‘autres baguettes égales en longueur et en grosseur à la première, 
de manière que des arcs égaux les séparent sur la plus grande cir- 
conférence ; puis, aux points où elles sont unies à la volette, il en 
fixe encore d'autres qui égalent les premières et les croisent, en 
sättachant aussi aux deux cercles extrèmes. 


Mesurages des hyperboloides. 


297. La surface courbe d’un segment d’hyperboloide terminé par 
deux plans déquerre sur l'axe, vaut approximativement la somme 
des surfaces courbes des troncs de cône dont les bases, très-rap- 
prochées, sont des cercles du corps. 

Il n’est pas plus possible d'obtenir exactement la surface courbe 
d'un pareil segment que la superficie limitée par un arc d'hyper- 
bole (283). 


Prost. (a): Mesurer la surface courbe d'un segment EPG d'hy- 
perboloide à deux nappes, terminé par un. seul cercle EG (P. VI, 
. 12). 
Solution 1: Tracez la courbe génératrice, d'après le problème 
du n° 287, et achevez comme dans la solution du probleme a (205). 
Solution 2: Tracez sur le segment plusieurs courbes méridienneg, 
au moyen d'une ficelle appliquée sur le pôle P et successivement 


= nn 


_ u. TT TT 


Hs. , 


-— ee er. 
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sur divers points de la tirconference EG; partagez ces courbes en 
arcs assez petits pour qu'ils puissent être regardés comme des lignes 
droites, et tels que chaque arc d'une courbe égale l’arc correspon- 
dant de toute autre; les points de division situés à la mème distance 
de P appartiendront à une même circonférence d’équerre sur l'axe 
PH. Mesurez chaque circonférence, en entourant le corps d'une 
ficelle qui passe par tous les points de cette courbe; mesurez aussi 
chaque arc d’hyperbole compris entre deux circonférences consé- 
cutives, et calculez les surfaces courbes des divers troncs de cône 
dont les cercles forment les bases: la somme de ces. surfaces vous 
donnera celle du segment. | 

Obserration : La première circonférence MN doit être très-voisine 
du pôle P, attendu que la partie MPN de l’hyperbole EPG est celle 
qui a les plus grandes courbures. Il est d'ailleurs visible que la 
surface courbe de la calotte MPN devra être mesurée comme celle 
d'un cône. 


Prost. (5): Mesurer la surface courbe d'un segment G"AL'nBK" 
d'hyperboloide à une nappe, terminé par deux cercles égaux où 
inegauz G"K", L'n (P. VI, F. 11). 

Solution 1: Prenez, avec un compas à curseur, le diamètre AB 
de la gorge, et tirez une droite ab de même longueur (F. 20); 
mesurez le rayon E”K" du grand cercle, et portezle sur ab, du 
milieu s en un- point %"'; élevez à ce point une perpendiculaire 
sur ab, et avec la plus courte distance de la circonférence G”K" 
à celle de la gorge, décrivez de b un arc qui coupe la perpen- 
diculaire. L’intersection 4” sera un point de l'hyperbole qui, ayant 
a et è pour sommets, pourrait engendrer l'hyperboloïde. Tracez 
cette courbe, en appliquant le problème d (246); décrivez de a, 
avec la plus courte distance de la circonférence L'n è celle de la 
gorge, un arc qui coupe l'arc inférieur de la branche de gauche; 
menez enfin, par l'intersection l’ et par 4”, des parallèles à ab; vous 
aurez la coupe méridienne g''al'n'bl'' du segment d’hyperboloide, 
et vous pourrez imiter ce qui a été fait pour l’ellipsoide, dans le 
problème a (205). 

Si les deux bases étaient égales, le rayon al’ serait évidemment 
de même longueur que le rayon dk”. 

Solution 2: Posez le segment sur un plan horizontal, par l'une 
de ses bases circulaires ; plantez une tige verticale au centre E" 
du cercle supérieur, et à l’aide d’un fil aplomb, marquez trois points 
G", A, L' de l'arc d’hyperbole selon lequel la surface courbe est 
coupée par un des plans verticaux qui contiennent l'axe E'E”. Vous 
pourrez tracer cct arc en appliquant une règle flexible d'abord de 
G" en A, puis de À en L'. Tracez de la même manière plusieurs 
autres arcs méridiens, et achevez comme dans la seconde solution 
du problème précédent. ° 


298. Le volume d'un segment d’hyperboloide à deux nappes, 
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trniné par un seul cercle, est un multiple de celui du cylindre 
cireulaire qui aurait pour rayon la distance du pôle à la base du 
ugment, pour hauteur le demi-paramètre de l'hyperbole génératrice, 
et le multiplicateur de ce cylindre égale le quotient de la somme 
faite avec le triple du demt-axe transverse de la même hyperbole, 
plu la distance du pôle à la base, divisée par la première partie 
de cette somme. 


Ainsi, le volume du segment EPG (P. VI, F. 12) vaut 
__, 3AS + A 
AK FOR TS 


Partageons AH’ en un très-grand nombre n de parties égales, 
et menons, par les points de division, des perpendiculaires à l’axe. 
Deux perpendiculaires consécutives QR, I'K' pourront être regardées 
comme égales; le tronc de cône correspondant du segment EPG 
sera sensiblement un cylindre, et il aura pour volume, à fort peu 
près, 

AAT XTL' = ax. 
Or (243) 
| — — 7 — 3 2 ma cs’ | 
OT .:ST—AS °° CS : AS, ou QT = ST —As’). 


Par conséquent, le tronc de cône dont le cercle IK forme la grande 
base, dans le segment EPG, vaut 


cs’ 2 = } AH! 
‚Em — 48") — . 
AS n 


Mais ST° — (AS AT) — AS" + 24S Xx AT +AT. Le volume 
du tronc de còne est donc aussi 


cn QI , 
x CS (GASX ATH AT). 
AS n 
Servons-nous de la dernière expression comme d’une formule, . 
à l'effet de trouver les volumes des divers troncs de cône dont la 
! ® 


AH 
hauteur est — . 


Pour le premier, celui dont la petite base se réduit au pôle P, 
“AT — 0, et conséquemment son volume est nul, 
LI 


AH 
Pour le 2°, AT = rs la formule donne 


25 
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AK . 
Pour le 3°, AT = a, et la formule denne 


. cs’ AN Am 
| er (+). 


AH' 
Pour le n° ou dernier, AT = (n— 1), et la formule donne 
ceva tane» 9 — 
.. Ce Mash + (n— vie) . 
AS n n 


Donc, la somme de tous les troncs de cöne ou le segment 


— Iren a(n— 1} sin 


c3° 
EPG = 7 — — 
Tu AH 


\ tert: +449+.. +61] 


Or 0+2+4+6+....+4-2(n— 1) est la somme des terntes 
d'une progression par différence, qui a # termes, et cette somme 
vaut 


[o+a(n— = = n'—n. 


Au lieu de 0+-14-4+-9+.....+(n—1)?, on peut prendre 
seulement 1ı+4+9+ .... + (n— ı)’, somme des quarrés des 
nombres 1, 2, 3, .... (9-1); cette somme est évidemment ia 
même que celle de sphères qui, disposées en pyramide quadran- 
gulaire et régulière, forment a — 1 tranches, et l'on sait* que cette 
somme de sphères égale 


EIRE I, er » (n — VESTI et 


2 3 
_n—2n4r-pa—1 KZ tr _ non, Rt 
2 3 2 3 
_ anì — anne _ n nn 
TT 2.3 n 3 2 6° 





* Voyez notre Géométrie appliquée à l'industrie, 8° édit. , p. 476. 


EPG = CETTE +3) A) 


an 67? 

Mais le nombre n des parties de AH’, étant arbitraire, peut être 
supposé plus grand qu'aucun des nombres assignables ; alors les trois 
termes dans lesquels il est diviseur deviennent infiniment petits, . et 
peuvent être négligés. S'il en résulte pour EPG un léger aecrois- 
sement, en raison de ce que les deux plus grands termes supprimés 
ont le signe —, cet accroissement atténue la diminution que la 
formule a fait éprouver au segment d’hyperbolofde, en rendant nul 
le premier tronc de cône, qui réellement ne l'est pas. Aïhsi 


cs” — AH” Am An Am 
= + (0x Am ast A PL) 
AS n 3 


co | 3} m M“, 3 
—, AH CS" /3AS x AH HR) 
Gas (ask) = Tia 


CS . 3AS+ AN . 
AS ‚345 
Fr}, 


3 | 
et comme (245) — = FO, on a enfin 


3AS + AH 
gl 


= «AH 
EPG = AH x FOX SAS 


è- 


PaosLème : Mesurer le volume d'un segment EPG d’hyperboloide 
à deux nappes (P. VI, F. 12), termind un seul cercle. 

‚Tracez la branche d'hyperbole E’AG’ propre à engendrer le 

nt (287, probl.); determinez le centre S, en appliquant le 

problème a (231); cherchez la longueur SC du demi-axe deeli- 
nant (221, probl.); marquez le foyer F (244); tirez le demi- 
ramètre FO; mesurez, en mètres, AH’, FO, AS; multipliez 3,1416 
par le quarré numérique de la première longueur, et le produit 
par celle de FO; triplez AS; ajoutez AH’ au résultat; multipliez 
par la somme le produit qu'a donné FO, et divisez le nouveau . 
produit par le triple de AS. Le quotient sera en mètres cubes le 
volume du segment EPG. 


299. Le volume d’un segment d’hyperboloide à une nappe, ter- 
mind par deux cercles, égale celui du cylindre circulaire qui aurait 
pour rayon le demi-aze transverse de lhyperbole génératrice, et 
pour hauteur la somme des distances du plan de la gorge aux plans 
des bases du segment, augmentée du quotient de la somme des cubes 
numériques des mêmes distances, divisée: par le triple quarré du 
demi-aze déclinant. 

Soit EGBHIAE (P. VI, F. 21) la coupe méridienne d’un segment 
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d'hyperboloide à une nappe, terminé par deux cercles inégaux dont 
les diamètres égalent les cordes EG, HI de l’hyperbole génératrice ; 
le volume de ce segment, 


| 3 —3 
va Es (ns+1s + ÈS). 
| 3CS 


Partageons la distance KS en un très-grand nombre n de parties 
égales, et menons, par les points de division, des perpendiculaires 
à l'axe déclinant CD. Deux perpendiculaires consécutives MN, OP 
pourront être regardées comme égales ; le tronc de cône co 
dant du segment sera sensiblement un cylindre, et il aura pour 
volame, à fort peu près, 

° «MQ x QR = MQ X =. 
Or (243) la perpendiculaire abaissee de M sur l'axe transverse 
donne | 
225, SP SSH 


MT° : ST — AS" :: €S 
To’. un? 10°. CLAIM “2 —i 

at; AS _ 45.65 +48 MT BE. 
cs 


et parce que ST — MQ, MT = QS, ona 


2 AS 3 — | 
M = — CS o 
Q = ( +95’) 








La substitution de cette valeur dans celle du tronc de cine la 
change en cette autre: 


AS’ —.\ KS 
4 — CS x > — 
(CS +05) —, 
expression que nous pouvons employer, comme formale > à la déter- 


mination des divers troncs de cône dont la hauteur est un 


n» 
Pour celui dont la gorge AB est la petite base, ou le 
mier, QS= 0, et la formule donne pel POP Re 


e AS? 
axis. 
GS n 


. xs . 
Pour le 2°, QS == —, et la formule donne 
n . 


MESUBAGES DES HYPERBOLOIDES. 197 


Pour le 3°, QS = 2, et la formule donne 


KS 
Pour le n°, QS = R—1)—, et la formule donne 


reti 23 
(wir) 
2 n in 
Donc le segment d’hyperboloide qui correspond au segment d'hy- 
perbole ABGE, a un volume 


a: a3 
Va sii (n +). 
CS n. n 
Mais nous avons vu (298) que ı+4+9+..... + (n— 1)° 
=>—- 2. Par conséquent 
3 3 
S f—ı KS KS KS 


Supposant n plus grand qu'aucun nombre assignable, et négligeant 
les termes où il est diviseur, que cette hypothèse rend infiniment 
petits, on obtient 

15° (— x — Ks’ 
Vv = s— G'xxs4E) = AS" (x5+£. . 
cs’ 3 / 305° 

Nous trouverions de la même manière, pour le volume du segment 
d'hyperboloïde qui correspond au segment „@hyperbole ABHI, 
LS 
3C5’ 


Done enfin, le volume du segment d’hyperboloide qui correspond 
au segment d'hyperdole EGBHIAE, ou 
KS° + Ls? 


Y= VHV = «is (+1,34 . 
303 


Vv = sAS° (+ 


198 PARABOLE. 

PROBLÈME : Mesurer le volume d'un segment G'K"BnL'AG" 
d’hyperboloide à une nappe (P. VI, F. 11), terminé par deux cercles 
G"K", | L'n. 

Tracez la coupe méridienne g"k"bn’l’ag” du segment (F. 20), 
comme dans le problème 5 (297); mesurez en mètres se”, se’, sc, sa; 
faites la somme des cubes numériques des deux premières longueurs ; 
divisez-la par le triple du quarré numérique de la troisième; ajoutez 
le quotient à la somme des deux premières, et multipliez le total 
par le quarré numérique de la quatrième, puis le produit par 3,1416. 
La seconde multiplication vous donnera en mötres cubes le volume 
du segment d'hyperboloïde. 


PARABOLE. 


300. Le mot parabole a la même signification que celui d'hyper- 
bole (209). Aussi en a-t-on fait le nom de certaines projections 
de la circonférence dans lesquelles cette courbe est encore jetés 
au-delà de ses bornes. Mais la différence des deux noms en sup- 
pose une dans les lignes qui les portent. Les paraboles different 
effectivement beaucoup des hyperboles, bien que les unes soient 
des projections coniques du cercle comme les autres, et cela provient 
de ce que le plan sur lequel on projette, quand il s’agit d’obtenir 
les premières, est parallèle à une seule des génératrices droites du 
cône, au lieu de l'être à deux comme pour les hyperboles; de sorte 
qu'il ne coupe pas les deux nappes, ainsi qu'il le fait dans le cas 
de ces dernières courbes, et qu'il ne rencontre pas toutes les géné- 
ratrices d'une nappe, comme dans le cas des ellipses (128). 

Il n'y a pas de différence essentielle .entre la parabole produite 
par une projection conique droite et celle qui résulte d'une projection 
conique oblique; il n'y en a pas non plus entre les courbes que 
donnent des positions différentes du plan de projection, relativement 
au plan diametral où se trouve la génératrice parallèle. Nous pourrons 
donc supposer droit le cône projetant, et rendre perpendiculaires 
les deux plans, tout en partant de la définition générale suivante. 


301. La parabole est la projection conique d’une circonférence sur 
un plan parallèle à Dune des droites projetantes. 

Soient a'b' la projection verticale d'un cercle (P. VI, F. 22); 
Sg parallèle à la ligne de terre S"g", et S'g', perpendiculaire à 
a'b', les projections orthogonales de l'axe du cône projetant; S, S’ 
celles du sommet; Sg, S'è’, parallèle à S"g", celles de la géné- 
ratrice parallèle au plan horizontal qui doit recevoir la projection 


conique. 

La génératrice la plus voisine de la verticale S, S'S" est la droite 
Sg, S'a', qui aboutit à l'extrémité inférieure du diamètre a’b’ et 
se trouve dans le mème plan vertical que Sg, S'b'. Le point A où 
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elle perce le plan de projection est donc le point de la parabole 
qui s'écarte le moins de SS”, 

Rabattons le cercle sur le plan vertical Sg, en le faisant tourner 
autour de sa trace a'd'. L’horisontale e' devient la corde: A'i’, qui 
est d'équerre sur a’b', et aux extrémités de laquelle aboutissent deux 
génératrices égales dont l'angle a pour bissectrice Se, S'e'. Si nous’ 


portons e'A" de e en A et en i, sur une perpendiculaire à Se; 
SA, Si seront les projections horizontales de ces génératrices, et 
EE’, perpendiculaire à la ligne de terre, marquera sur Sh, Si les 
projections coniques H, I des points A’, i’ de la circonférence. Celles 
des autres points s’obtiendront évidemment de la même manière. 

Or, à mesure que e’ s'avance vers le centre g', la corde R'i' 
augmente, ce qui fait ouvrir l'angle ASi, et E’ s'éloigne de a’. La 
corde HI de la parabole ‘croît donc par deux raisons. 

Cependant, l'angle ASi a une limite qu’il ne peut dépasser: c'est 
l'ouverture qu'il prend lorsque ses côtés deviennent tangents à l’ellipse 
projection cylindrique du cercle sur le plan horizontal, ce qui arrive 
avant que e’ ne parvienne au centre g’. Plus ensuite e’ se rapproche 
de d’, plus l’angle AS: est pet Mais la distance a’E’ augmente bien 
plus rapidement que ASi ne inue, car elle passe d’une certaine 
valeur à l'infini, tandis que l’angle passe seulement de sa valeur cor- 
respondante à zéro, Ainsi, quand e’, se trouvant très-près de b’, 
rend fort petit l'angle AS:, la distance a'E' se trouve extrêmement 
grande, et il en est de même de la corde HI. La parabole s'étend 
donc jusqu’à l'infini, en s'écartant sans cesse de la droite Sy, des 
deux côtés; la projection conique de 5’ est un point (B) de Sg 
qu'on ne saurait assigne et celle de l'élément circulaire corres- 
pondant est infiniment grande. Quant à celle du centre g', elle se 
fait aussi sur Sg, mais en un point G qui n’a rien de remarquable. 

Concluons donc que la parabole est une courbe infiniment grande 
et ouverte qui n'a qu'une branche. 


PROBLÈME : Déterminer un cercle dont une parabole donnée HAI 
wit la projection conique (P. VI, F. 22). 

L’arc HAI ne suffit pas pour indiquer la courbe complètement ; 
puisqu'elle s'étend à l'infini, il faut encore des données qui per- 
mettent de la continuer autant qu'on le juge à propos. Ces données 
nécessaires sont, comme nous le verrons plus loin, la projection 
horizontale g du centre de la circonférence qui a produit la parabole, 
et la trace Ag du plan perpendiculaire à celui de la courbe, où se 
trouvaient à la fois ce centre et le sommet du cône projetant. 

Tracez une droite a'g” parallèlement à Ag; abaissez sur cette 
droite les perpendiculaires Aa’, gg!'; portez g''a’ de g! en è"; d’un 
point quelconque K', pris sur le prolongement de ab", décrivez 
avec K'a' un arc qui coupe la perpendiculaire bb!" élevée sur a/b''; 
de l'intersection 5" et de a',- avec le même rayon K’a’, décrivez 
deux autres arcs qui se croisent ; joignez leur intersection s’ aux 
points a’, d'"" et tirez enfin a'd’”. Cette dernière droite sera le 
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diamètre d'un cercle perpendiculaire au plan vertical s’K’, que le 
cône a's'B' projettera sur la parabole donnée. 


Demonstration: D’après la construction, le quadrilatère a'K'B/s / 
forme un losange; le cône est drejit; la génératrice sb, sb!" s 


trouve horizontale , comme le côté a'K' du losange; la générat sinfrazice 
sA, s'a' perce le "plan horizontal de la parabole au point A, le 
plus rapproché de la verticale s, s'8"; le centre g'" du cercle ab". 
situé au milieu de son diamètre, appartient à la verticale gg’ qui 
divise a'b” en deux parties égales, et ce centre se projette hori- 
zontalement sur g, comme celui du cercle a'è’ qui a produit la 
courbe. 

Reste à faire voir qu’une génératrice du cône s, s’ qui rencontre 
une génératrice du cone S, S’ la coupe précisément sur le jr 
horizontal. Considérons, par exemple, la génératrice SL, S'g" 
perce le plan de la courbe en L. Ce point appartient à la trace 
horizontale d’un plan mené par SL, S'g"” et par s, #'; un tel plan 
coupe nécessairement le cône s, s’„selon une génératrice droite 
projetée verticalement sur s’g”, et Cette génératrice est celle qui 
rencontre SL, S’g’. Or le point où elle perce le plan horizontal 
doit former l'intersection de gg” et de la trace horizontale du plan 
des deux génératrices, c'est-à-dire le point L. 

Ainsi, toutes les génératrices du cône s, s' percent le plan hori- 


‘ zontal sur la parabole donnée, et par conséquent cette courbe est aussi 
bien la projection conique du cercle a'b'" €: celle du cercle a‘#’. 





502. Aucune droite ne e peut couper la parabole en plus de deuz 
points. 

Toute droite qui coupe a parabole est la projection conique d'une 
sécante du cercle auquel est due la courbe. Si donc elle pouvait 
avoir trois intersections, la sécante en aurait aussi trois avec la 
circonférence, ce qui est impossible. 


Appuicarions: I. La séparation de l'ombre ét de la lumière que 
porte sur un plan horizontal un fallot à verre rond, est une para- 
bole lorsque la flamme sc trouve de niveau avec le point le plus 
élevé du verre. Les rayons lumineux forment en effet un cöne dent 
la génératrice supérieure est horizontale et parallele au plan. 

Plusieurs verres ronds produirajent autant de paraboles ; mais 
quand bien même deux de ces courbes, dues à des verres parallcles, 
se trouveraient opposées comme les branches d'une hyperbole, elles 
n'en constitueraient pas moins des paraboles distinctes et indepen- 
dantes l’une de l'autre. 

II. Si l'air n'existait pas, ou s’il n 'opposait pas du tout de résistance 
aux corps qui s'y meuvent, ceux qu'on lance selon des directions 
non verticales parcourraient chacun une parabole. Une bombe, par 


ame = Mm 





# 
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exemple, jetée sous langle de 45°, suivrait en monjant l’arc HA 
(P. VI, F. 22) et en descendant l'arc AI, de sorte que le point 
A se trouverait le plus élevé de l'ascension. Il en serait de mème 
d'un boulet, d’une balle, d'une pierre; mais le point culminant de 
la courbe ne serait plus en A, dans le cas où la direction du corps, 
au départ, ne formerait pas un angle de 45° avec l'horizontale. 

Malgré l'obstacle que l'air oppose sans cesse aux mobiles, il y a 
bien des circonstances où l’on peut, sans s’exposer à de grandes 
erreurs, regarder comme une vraie parabole, la frajectoire d'un corps 
lancé dans l'atmosphère, c’est-à-dire la courbe selon laquelle il y 
exécute son mouvement. 


CORDES DE LA PARABOLE. 


503. On appelle sommet de la parabole le point À (P. VI, F. 22) 
où cette courbe se trouve le moins écartée de la trace SS” du 
plan vertical. mené par le sommet S, S’ du cône projetant, perpen- 
diculairement à la ligne de terre. 

Le point g .ou F, projection horizontale et orthogonale des centres 
de toutes les circonférences dont la parabole est la projection conique 
(301, probl.), forme le foyer de cette courbe. 

cordes perpendiculaires à la droite AF, qui joint le sommet 
au foyer d'une parabole, sont les projections coniques de cordes du 
cercle perpendiculaires au diamètre a'b' projeté sur cette droite. 

Ces cordes du cercle, étant dans un plan d'équerre sur le plan 
vertical de projection, ct perpendiculaires à l'intersection des deux 
plans, se trouvent horizontales. Leurs projections coniques leur sont 
donc parallèles, ce qui les rend perpendiculaires à la ligne de terre 
et à la droite AF. 





504. Les cordes parallèles d'une parabole sont les projections 
voniques de cordes qui, dans le cercle projeté sur la courbe, con- 
courent sur la tangente menée par le point dont la projection conique 
est à l'infini. 

Les cordes EH, IK et la tangente LM, parallèles entre elles 
(P. VI, F. 23), concourent à l'infini; elles se rencontrent done sur 
la projection conique de l'élément b', laquelle est une droite infini- 
ment grande, située à l'infini (301) et perpendiculaire à la droite 
qui joint le sommet A au foyer F (303). Mais la tangente au point 
b’ du cercle a la même projection conique que l'élément du contact. 
Par conséquent, les cordes eh, ik et la tangente lm, dont EH, IK, LM 
sont les projections coniques, doivent concourir sur la tangente b’l. 


DIAMÈTRES DE LA PANABOLE. 


305. La droite qui joint le sommet A au foyer F d'une parabole 
(P. VI, F. 22), est un axe de la courbe (5). | 
La corde HI, perpendicalaire è AF, est la projection conique d'une 
2 
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corde hi, e' qui, dans le cercle projeté sur la parabole, se trouve 
perpendiculaire au diamètre a'd', et ces deux cordes sont parallèles 
(303). Par conséquent, Ai, # est divisée en deux parties égales 
par les plans verticaux HAS, FS, IS; HI doit être divisée de la 
même manière par ces plans, ct la droite AF coupe HI au milieu. 

Un pareil raisonnement ferait voir que AF partage en deyx parties 
égales toute autre corde parallèle à HI. 

Donc, la droite qui joint le sommet au foyer d'une parabole 
divise la courbe en deux parties égales, symétriquement placées re- 
lativement à cette droite. 


æ 


506. La parabole n’a qu'un seul are. 

Si elle en avait un autre que la droite AF, qui joint le sommet 
au foyer et divise EO en deux parties égales (P. VI, F. 23), les 
cordes EH, IK qu'il couperait d’&querre et au milieu, n'étant pas 
parallèles à EO, seraient nécessairement obliques sur AF, puisque 
les parallèles à cette droite, concourant avec elle au point (B) situé 
à l'infini, ne rencontrent la courbe qu’une fois (301). Ainsi le second 
axe serait lui-mème oblique sur le premier; il le couperait en un 
certain point N; ce point se trouverait au milieu de EH, comme G 
au milieu de EO perpendiculaire à AF (305); HO devrait être paral- 
lèle à GN, et l'on aurait GO = FH, ce qui est impossible (301). 


307. Toute parallèle MP à Pare AF d'une parabole est un 
diamètre (P. VI, F. 23). 

Le seul point A où cette parallèle coupe la courbe se nomme 
l'origine du diamètre. 

Tirons la droite AM et doublons-la; puis, par le point Q qui 
en résulte, menons une parallèle QR 4 MP, jusqu'à la rencontre 
de la parabole. La corde AR sera divisée par en deux parties 
égales, comme AQ. Reste donc à faire voir que MP divise de la 
même manière toute corde EH parallèle à AR (5). 

Traçons les cordes HA, ER; prolongeons-les jusqu’à ce qu’elles 
se coupent, et joignons leur concoars T au milieu U de AR. La 
droite TU passera aussi par le milieu de EH, et même par le croi- 
sement des diagonales du trapèse AREH. Or les cordes parallèles 
AR, EH sont dues à deux cordes ar, eh du cercle 9’ projeté sur 
la parabole; celles-ci concourent en un point I de la tangente lb’ 
(304); elles forment un quadrilatère inscrit areA; les sommets de 
ce quadrilatère, le concours f des côtés opposés ha, er, et le croi- 
sement des diagonales ont pour projections coniques les choses 
correspondantes du trapèze AREH, et par conséquent TU est la 
projection conique de la droite {u qui joint € au croisement des 
diagonales ae, Ar. Mais, d'après de principe 67, applicable au 
cercle comme à l'ellipse, fu doit passer par les contacts des tangentes 
issues du concours È des côtés opposés ar, he. La droite TU est 
donc la projection conique de tub'; elle contient le point (B), se 
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‘trouve parallèle à AF, et se confond avec MUP. Conséquemment 


enfin, coupe au milieu toute corde parallèle à AR. 

Il résulte évidemment de la démonstration précédente que 

1° L’axe et ses parallèles sont les seuls diamètres de la parabole; 

2° Les diamètres de la parabole sont les projections coniques de 
cordes qui, dans le cercle projeté sur cette courbe, se terminent toutes 
au point b' dont la projection conique est à l'infini. 


508. La parabole n’a ni centre, ni diamètres conjugués. 

C'est le croisément des diamètres qui constitue le centre d'une 
courbe (5). Or ceax de la parabole, étant tous parallèles (307), 
concourent seulement à l'infini. 

Pour être conjugués, deux diamètres doivent se eouper récipro- 
quement au milieu (35); et il n'en peut être ainsi de droites qui 
ne se croisent point. de 


Prost. (a): Trouver un des diamètres d'une parabole tracés. 

Tirez deux cordes parallèles AR, EH (P. VI, F, 23), aussi 
éloignées l'une de l'autre qu'il vous sera possible; marquez les 
milieux U, P de ces cordes; la droite MUP qui les joindra sera 
un diamètre, car elle divisera en deux parties égales toute autre 
corde parallèle à AR (307). 


Prost. (b): Tracer l'axe d'une parabole donnée. 

Cherchez un diamètre MP (P. VI, F. 23); tirez une corde EO 
qui lui soit perpendiculaire, et par le milieu G de cette-corde, 
menez une parallèle à MP. Cette parallèle AG sera un diamètre 
(307), et l'axe demandé, puisque les cordes qu'elle divisera en deux 
parties égales seront coupées d'équerre (305). 


Prost. (c): Marquer le sommet d’une parabole donnée. 
Tracez l'axe AG (P. VI, F. 23). Le point A où il rencontrera 
la courbe sera le sommet (303). 


Prost. (d): Trouver les cordes de parabole qu'un diamètre donn& 
MP partage en deux parties égales (P. VI, F. 23). 

Solution 1: Joignez le sommet à l'origine M du diamètre ; portez 
AM sur son prolongement, de M en Q; menez par Q une parallèle 
à MP. Le point R, où cette parallèle rencontrera la parabole, 
déterminera une corde AR que MP divisera en deux parties égales, 
et toute autre corde parallèle à celle-là sera divisée de la mème 
manière par le diamètre donné (307). . 

Solution 2: D’un point quelconque du diamètre deuné HL (F. 24), 
abaissez une perpendiculaire sur l’axe, pour avoir la distance des 
deux parallèles (307); portez cette distance LM sur le même axe, 
à partir du foyer F, à droite ou à gauche de ce point. Vous mar- 
querez ainsi un point V ou V', que vous joindrez à l'extrémité 
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inférieure ou supérieure du paramètre IK (309) ; et tontes lea cordes 
EO, RS; tirées parallèlement à IV ou à KV”, seront divisées en 
deux parties égales par le diamètre HL (315). 
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309. La corde LM qui, perpendiculaire à l'axe AF d’une para— 
bole (P. VI, F. 22), passe par le foyer F, forme le paramètre 
de cette courbe. 

Lorsque la parabole a son sommet sur le cercle dont elle forme 
la projection conique droite, le demi-paramötre est lun des. petits 
côtés d'un triangle rectangle qui a pour hypothénuse le diamètre 
de ce cercle, et pour troisième côté la distance du plan de la parabole 
au sommet du cône projetant. 

Ce principe sera démontré, si nous faisons voir que FL = a'B"; 
‚car, dans le triangle rectangle a 'b"'b', l'hypothénuse a'd' est le dia- 
mètre du cercle projeté sur la parabole qui a son sommet en a’, 
et le côté b’B/ égale la distance S''S' du plan de cette courbe au 
sommet du cöne projetant. 

Abaissons de b' une perpendiculaire d"'n’ sur ab"; elle donnera 
la relation 


ab’ dé X an. 


Menons, ‚par g” , une parallèle à a’5’, qui se termine aux génératrices 
S'a', S’b'; cette parallèle «8 sera le diamètre d’un autre cercle du 
cone, et ce cercle aura LM au nombre de ses cordes horizontales. 
Par conséquent, 


FL = ag'X gb. 
Il faut donc qu'on ait 
alan = agg oubien db? g'B °° ag! dal, 


et parce que g"8 = a'd', il reste è démontrer que «g/” —u'#. 

La droite «g'' vaut la moitié de sa parallèle b!"}. Dans le 
S'a'G'b', l'angle S'a/b! = G'a ab, ce qui rend égaux les arc" b’’, 
ao’. Ainsi, b''n' passe par o’, et attendu que n’ est le milieu de 
d'o', a'n' vaut aussi la moitié de sa parallèle d",. 


510. Le demi-paramètre FL de la parabole est double de sa 
distance AF au sommet (P. VI, F. 22) et aucune autre demicorde 
parallèle ne jouit de cette pro 

, L'ordonnée FL = a'b" eo); a a'b'' est double de ag’, et 
ag" = AF. 

Si une autre ordonnée EH était double aussi de sa distance AE 
au sommet, les trois points A, H, L de la parabole seraient en 
ligne droite, ce qui est impossible” (302). 


511. Les quarrés numériques de deux demi-cordes perpendicu— 
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laires à Paxe d'une parabole sont proportionnels aus distahces de 
ces droites au sommet, de sorte que (P. VI, F. 25) 

ER” > ÏK° :° AE CAL 

Les droites «8, y#, tirées par les points E', I’, entre les géné- 
ratrices S’a’, S'b! du cône projetant, parallèlement au diamètre 
gb! du cercle projeté sur la parabole, sont aussi des diamètres 
du cône, et EH, IK se trouvent au nombre des dfini-cordes per- 
pendiculaires à ces diamètres, dans les cercles correspondants. 
Ainsi, 
EH =" Fa.E#8, IK =Vy.15, EH °ÏÎK° °°%re.K8 ° Fy.f, 
et parce que ER= I, =" 

EH’ : IK’ °° Ba: l'y. 
Or 4... 

Eu © Py Sta > WE °°.AR ° AL : 
Conséquemment, . 
EH : IK :° AE : Al. 

312. Toute demi-corde perpendiculaire à Pare dune parabole 
est moyenne proportionnelle entre sa distance au sommet et le pa- 
ramätre (309), c'est-à-dire que (P. VI, F. 25) 

AB : EH :* EH: GL. 


Le principe précédent donne 4 
EH : FG °° AE° AF ou EN = AR. 


Mais FG = — (305), == (310). Donc | 


1 red 

— L 

Di = ai = AEXGL ou AR © EH *° EH © GL. 
x | 


Prozıkue : Trouver le foyer d’une parabole tracée. 

Solution 1: Prenez, sur le prolongement de l'axe, une longueur 
quelconque AV (P. VI, F. 23); élevez en V une perpendiculaire 
à cet axe; portez-y deux fois AV, à partir de V ; joignez au sommet 
À le point X ainsi obtenu; puis, de la seconde intersection Y de 
AX et de la parabole, abaissez une perpendiculaire sur l'axe; le . 
point F où elle le coupera sera le foyer cherché. 

Démonstration : Les deux triangles semblables AVX, AFY 
rendent FY double de AF, puisque VX est double de AV. Par 
conséquent, l'ordonnée FY est le demi-paramètre de la parabole (310), 
et le pied F de cette ordonnée est le foyer (309). 

Solution 2: Tirez une demi-corde EH perpendiculaire à l'axe 
{F. =5); cherchez une troisième proportionnelle à AE, EH, peur 





) > 


206 PROPRIÉTÉS DE LA PARABOLE. 


avoir le paramètre de la parabole (312); portez la moitié de sa 
longueur de A en M, sur une parallèle à EH; puis tracez ML paral- 
lölement à l'axe, et LF parallèlement à AM. 


‘515. St des perpendiculaires sont abaissées sur un diamètre, des 
extrémités de Dune des cordes qu'il partage en deux parties égales, 
chacune de ces perpendiculaires est moyenne proportionnelle entre 
le paramètre ri la distance du milieu de la corde à l'origine du 
diamètre. 


Soient EO (P. VI, F. 24) une des cordes que le diamètre HL 

coupe par le milieu, et EL perpendiculaire sur HL. On doit avoir 
IK * EL ‘* EL © CH. 
Le principe 312 donne 
EM = IK x AM. 
Mais EM — EL + LM —.EL + HN; AM = AN + MN 
= AN +HL. Par conséquent, | 
EL + 2ELX HN+-HN" = IKXAN+HIKXEL, 

et comme HN = IK x AN, 


EL'H-2EL XEN «= IK X EL. 

De la relation EG — GO, résulte l'égalité des triangles rectangles 
ELG, OPG, puis celle des droites GL et GP, EL et OP ; 
0Q—0P-PQ=EL-HN; AQ=AN+-NN=AN-+HP; 00°—=IK-AQ. 
ini, — | 


» 


EL°— EL X HN4-HN = IKXAN+IKXHP,: 
o 
EL’— EL X EN = IKX HP. 
Ajoutant cette équation à celle qui a pour second membre IK x HL, 
on obtient 


aEL = IK(HL-+HP). 
Or HL=GH+GL=GH+ GP; HP =GH— GP. Consé- 
quemment, 
HL->HP == GH--GP->- GH— GP = :GH; 
aEL = IKX2GH, et EL —IKXGE, 
* ce qui revient à la proportion annoncée. 


514. Les quarrés numériques des moitiés de deux cordes les 
quelconques de parabole EO, RS (P. VI, FE. 24) sont ” 
aux distances correspondantes GH, TH, comprises entre les pieds G, 
T de ces demi-cordes et l'origine H du diamètre qui les limite. 

La proportion EG : RT' :: GH : TH est effectivement vraie. 
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En vertu du principe précédent, EL —IK x GH, RU =IKX TH, 
et il s'ensuit | 
EL’: AU 5° CH: TH. 
Mais les triangles semblables ELG, RUT donnent 
EL: RU 0° EGSRT où EL © HU: CEO Ki”. 
Pır conséquent, | 


—— 


EG : BT’ *° GH° TH. 

515. La distance HN d'un diamòtre à l'axe de la parabole 
(P. VI, F. 24) égale la partie FV de cet axe, comprise entre le 
foyer et une droite IV imenée de l'une des extrémités du paramètre, 
perallèlement aux cordes que le diamètre coupe au milieu. 

Le principe 313 fournit la relation 

pi EL == IKx GH, 


D'ailleurs (312), EM =IKx'AM; EM—EL-+LM=EL-HHN; 


AM=AN--GH-+-GL; et par suite, i 

EL -|-2EL'\[HN-+HN° — IKXAN-PIKX/CH--IKX GL. 
Done, puisque HN =IKXAN, e 

aEL x HN = IKX<jGL', oubien ELxHN = FIXGL, 
ce qui donne . 

EL: GL °° FI° HN. 
Maid, à cause de la similitade des triangles ELG, IFV, 
EL ‘% GL °° FI: FV. Conséquemment, HN = FV. 


516. Le diamètre EG (P. VI, F. 26), qui partage une corde 
HI en deux parties égales, est coupé en deux points K, L égale- 
ment éloignés de son origine E, par deux droites HK, IL tirées 
des extrémités de cette corde au méme point M de Parc HEMI 
quelle sous-tend. 

D’abord, la corde MN, parallèle à HI, est aussi divisée en deux 
parties égales A son intersection O avec le diamètre. Conséquem- 
ment, la sécante HN passe par L, et la seconde diagonale IN ‘du 
trapèze HIMN croise la première au point K de EG. 

Ensuite, le principe 314 donne la proportion 

GI * MO ‘°° EG © EO, | 
et puisque du parallélisme des deux cordes résulte cette autre pro- 
portion : . 
GI : MO °° GL} OL ou GI : MO °° EL : ÖL, 
on a 
EG : EO :: GL: OL, 
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puis successivement, 


rent ms à 


EG°EG-E0°°GL':CL-OL, EG:0G°°GL :(GL-FOL)(CL-OL), 
EG : 4 °° GL : GLLOL, «EG ° GL °° GL : GL+0L, 


EG : GL—EG ** GL: OL, EG °: EL :° CL: OL. 
Mais, parce que les triangles GHK, OKM sont semblables se 
que GH = GI, | . 
GT: MO :° CK: KO, GT : MO :: CK : KO, 
EG : EO °° GK : KO, EG : 0G :: GK *(GK+K0)(GK—K0), 
EG : 1 °° GK © GK—KO0, EG * GK ‘: GK ©: GK—KO, 
EG : EK °° GK : GK—(GK-K0), EG : EK :°-GK : KO. 


D'ailleurs, d'après les proportions précédentes : 
GI : MO *° GL ® OL, GI : MO :° GK : KO, 
A y a égalité entre les rapports GL : OL, GK: KO. Par 
conséquent, | 
EG * EL °° EG: EK, et EL — EK. 


317. Si lug E des extrémités dune cordo perpendiculaire à 
l'axe AG de la parabole (P. VI, F. 27) est jointe, par des droites, 
au. origines de diamètres équidistants, parmi lesquels se trouve 
l'axe, la portion de cet are comprise entre la corde et le sommet 
est divisée en parties égales. 

Soient les diamètres AG, HI, KL, MN qui divisent leur per- 
pendiculaire GO en quatre parties égales. Nous aurons à démontrer 
que les droites EA, EH, EK, EM, EO divisent de la mème 
manière la portion d'axe AG. D'abord, .AP est le quart de AG. 
- En effet, 

AP = AG—-GP, 


et HQ, parallèle à EO, donne GP = 4PQ, puisque EG = G0 
== 4GI = 4HQ. Donc 
AP = AG— 4PQ. 


Mais PQ = AG—AQ—GP = AG —AQ—4PQ, ou bien 
5P = AG—A et PQ =:(AG— AN). En conséquence, 


AP = AG—#(AG—AQ). 
— EC AG 
D'ailleurs (312 et 310), £AF X AQ = HO" =— = EZ, 
AG 
16 


et il en résulte AQ = . Ainsi, 
_ _4 AG) _ Aı5AG _ 3 _ Iıc. 
AP = AG (ac) = AG— ;—— =AG— AG = zac 


Ì 
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Des raisonnements analogues feraient voir que AR == AG et 
que AS = 3 AG. 


518. On a lle directrice une perpendiculaire CD à l’axe de 
la parabole (P. VI, F. 28), dont la distance DF au foyer F est 
divisée en deux parties égales par le sommet A. Son nom lui vient 
de ce que, dans le tracé continu de la courbe, elle sert à diriger 
l'instrument le plus usité. 

Tout point de la parabole f également éloigné du foyer et de 
la directrice. 

D'abord, le principe est vrai pour le sommet A, puisque ce 
point est le milieu de la distance DF qui sépare le foyer et la 
directrice. Il est vrai aussi pour les extrémités I, K. du paramètre, 
attendu (310) que FI = 2AF = DF = HI. 

Pour tout autre point E, le rayon vecteur EF est l'hypothénuse 
d'un triangle rectangle EGF formé par l'axe et la demi-corde EG, 
de sorte que 

EF — EG + FG’. . 
Or (312), EG =IK x AG=4AF x AG, ear K=aFIl=4AF; 
AG =DG— DA = DG— AF. Par conséquent, 


EG = 4AF(DE—AF) = JAFXDE— AF. 


De plus, 
FG=DG—DF=DG—4F, ot FE — DC — 4AF XDG+ KAP. 
On a donc 


EF — 4AFXDG—4AF + DG —4AFXDG-H4AF = DG, 

La démonstration serait la même pour un point E' situé entre 
A et K. Seulement, FG’ vaudrait DF—DG', ce qui ne changerait 
rien aux signes du quarré.. è 


519. Pour qu'une parabole soit coupée par une branche d'hyper- 


‚bole de méme sommet, de même axe et de méme sens, il faut que 


la moitié de l'axe déclinant se trouve moindre que l’ordonnée de 
la parabole située à une distance du sommet égale au quart de 
lare transverse. 
Soient la parabole EHAH’E’ (P. VI, F. 29) et la branche 
dhyperbole EÏLAI'E’ qui, ayant leurs sommets en A, et la droite 
G pour axe de symétrie commun, se coupent aux points symétri- 
ques E, E’. Considérant l'ordonnée EG comme appartenant à l’hy- 
perbole, on a (243) 
Ta CS (GS —A5) CS (ac +Asy? — AB’) 


EG = 








AS As' 


27 


210 PROPRIÉTÉS DE LA PARABOLE. 
La même ordonnée considérée dans la parabole donne (312) 


EG’ = FH X AG. 


Ainsi, ® 
—n —n e a 
SX AS ° 
CS X AG +2 X XAG _ EHXAG. 
AS 


Cette égalité forme la relation qui doit exister entre les demi-axes 
AS, CS de l’hyperbole et le paramètre HH‘ ou-2FH de la parabole, 
‘ pour que les points dont l'absciss@yest AG soient communs aux 
deux courbes, et elle fait connaître la valeur de cette abscisse. 
On y satisfait en prenant, par exemple, AG = o, puisqu'elle 
devient o = 0; cela montre que l'extrémité À de l’axe peut toujours 
appartenir aux deux courbes, chose tout-à-fait évidente. 

Divisant les deux membres par AG, afin de supprimer dans la 
relation ce qui se rapporte à la communauté du sommet, on obtient 
CS’ ‘AG+-2C5°-AS= aFH-45°, CS°-AG= 2FH°AS —2CS ‘48, 
ed _ BR 

_ GFHX AS—2cS )AS 

EE — = , 

pour l'unique valeur de Tabscisse relative aux autres points communs. 
Il s'ensuit d’abord que ces points sont symétriques, et au nombre 
de deux seulement. D’ailleurs, ils forment des intersections, et non 
des contacts, car si AG croit ou décrott, l'ordonnée EG de l'hy- 
perbole, dont la valeur contient le quarré de cette abscisse, crott 
ou décroît plus que l’ordonnée EG de la parabole, dont la valeur 
renferme seulement la première puissance de AG; ce qui montre 
que, de À <n E, l'hyperbole passe entre l’axe AG et la parabole, 
tandis qu'au contraire la parabole, au-delà de E, passe entre l'axe 
et l'hyperbole. 

Mais, pour qu'il y ait effectivement intersection, il faut 

| 2CS’ < aFH x AS. 

Supposons 2CS' = 2FH X AS; AG devient nulle, et le sommet 
A est le seal point commun. Supposons 2CS > 2FH x AS; la” 
valeur de AG sera négative; on aura (AG AS)° < AS), et les 
deux ordonnées EG deviendront imaginaires, c’est-A-dire que le 
sommet À se trouvera encore le seul point commun. 


Or, de aCS' < aFH x AS, résulte CS' < FH x =. Prenons 
2 e 


AS AB | 
== 73 nous aurons (312), pour l’ordonnée correspon- 


AG 


dante de la parabole, KL’ = aFHx =". Donc enfin, les des 
courbes se coupent dans le seul cas de CS” < KL ou de CS <KL. 


| 
| 
| 
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520. Une parabole est toujours moins évasée qu'une hyperbole. 

Placons les deux courbes l’une sur l'autre, de manière que l’axe 
de la parabole se confonde avec l’axe transverse, et que son sommet 
soit sur celui de la branche qui s'ouvre dans le même sens. Si 
la moitié de l’axe déclinant est moindre que l’ordonnée de la para- 
bole relative à une abscisse égale au quart de l'axe transverse, la 
branche d'hyperbole, d'abord embrassée par la parabole; la coupe 
bientôt (319), et par conséquent elle s’évase davantage. Mais, lors- ‘ 
que l'inégalité indiquée n’a pas lieu, le sommet est le seul point 
commun, et la courbe qui s'évase le plus embrasse l'autre totale- 
ment, de ce sommet jusqu'à l'infini. | 

On a, dans ce cas (P. VI, F. 29), 

CS” 


CS" = 2FHXAS, MH, 
a >? x ’ <<’ 


et comme l’ordonnée quelconque y de la parabole (312) est liée 
à son abscisse æ par la relation y° = 2FH X x. nécessairement 


= 208 


<7s ** 
Or, l’ordonnée qui, dans l'hyperbole, a son pied au même point 
de l'axe commup, donne (319) - . “ 
,__ GS [x + AS} — 257] _ ato” (+Âsy — 28° 
= 25 7 AS 2AS 
CS 2? or X AS __ ce ( æ 
gr iS Zt), 


et quelle que soit la grandeur de , relativement à celle de AS, 
Z+e surpasse toujours @.-Donc aussi y” > y°, y >y, ce 


qui signifie bien que l'hyperbole embrasse totalement la parabole, 
quand elle ne la coupe pas. 
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324. « Nous ne donnerons ici que les tracés fondés sur les 
propriétés qui découlent de la definition de la parabole. Il en est 
deux autres, tout aussi importants pour le moins, auxquels les pro- 
priétés des tangentes servent de base; mais on ne peut les exposer 
qu'après l'étude de ces droites. > 


Paopr. (a): Tracer, d'un mouvement continu, une parabole dons 
la directrice CD et le foyer F sont donnés (P. VI, F. 30). 

Fixez une règle de manière qu’une des longues arêtes couvre CD; 
appliquez contre .cette règle le plus petit côté d’une équerre EDG; 
attachez un fil au $ommet G et faites une petite boucle à l'autre 
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bout, de facon que la longueur totale égale le côté EG, quand 
.le fil est tendu à l’aide d'une pointe introduite dans la boucle; planter 
cette mème pointe au foyer F; coiffez-la de la boucle, puis faites 
glisser l'équerre le long de la règle, jusqu'à ce que le fil forme 
une droite FG; le point G sera sur la parabole demandée (318), 
car FG — EG. 
Il faut alors pousser l’équerre de D vers C, sans cesser de l'appuyer 
‘contre la règle, et en même temps maintenir le fil tendu, au moyen 
d’une pointe à tracer H qu’on presse contre le côté E’G’. Une partie 
G'H de ce fil s'applique sur E'G'; l’autre FH == E'H, et par con- 
séqueñt, la pointe H trace un arc de parabole. 

Lorsque le côté EG de l’équerre couvre l'axe, c’est-A-dire la 
perpendiculaire abaissee de F sur CD, la pointe H marque le som- 
met A, à égales distances du foyer et de la directrice. 

Pour tracer l'arc AG”, symétrique de AG, on donne à l'équerre 
une position GE"G’, telle que la totalité du fil forme encore une 
droite FG”, et l'on agit en cheminant vers l'axe AF, comme en 
allant: de la position DEG au même axe. 

Remarque: Il est évident, que le tracé qui vient d'étre décrit 
donne seulement un arc limité de la parabole, et que la grandeur 
de cet arc, ou plutôt celle de sa corde GG" dépend du côté EG 
de l'équerre, ainsi que de la distance du foyer à la directrice. 


Prost. (b): trracer, par points, une parabole dont la directrice 
CD et le foyer F sont donnés (P. VI, F. 30). 
_ Une perpendiculaire abaissee de F sur CD forme l'axe, et le 
milieu A de la partie FI est le sommet (318). O 

Tirez des parallèles à CD, en différents points K, K', K"..... 
de AF et de son prolongement; puis coupez ces parallèles, deux 
fois chacune, par des arcs décrits du foyer F, avec les distances 
respectives IK, IK', IK"",.... Les points L et L’, M et M’, Get G", 
ainsi obtenus, appartiendront à la parabole demandée, et vous pourrez 
appliquer une des solutions indiquées dans le problème du n° 2. 


Prost. (c): Tracer une parabole dont on connatt Taze, le 
| sommet et un autre point quelconque. | 
Solution 1: Abaissez, du point donné E (P. VI, F. 28), une 
perpendiculaire EG sur l'axe AG; cherchez une troisième propor- 
tionnelle à AG, EG, pour avoir le paramètre (312); prenez ke 
quart de cette droite, puis portez-la sur l'axe, de A en F; le point 
d sera le foyer (310). Faites AD égale'à AF; menez par D une 
parallèle à “x; cette parallèle CD sera la directrice, et vous pourrez 
appliquer l;°..ution du problème (b) ou celle du problème (a). 
* Solution 2: Abaissez, du point donné E (P. VI, F. 27), une 
perpendiculaire EG sur l'axe AG, et prolongez-la jusqu'à ce que 
GO = EG. L’extrémité O sera un point de la parabole et le symé- 
trique de E (305). Divisez la demi-corde GO en un certain nombre 
de parties égales, quatre par exemple; tirez, par les points de 


CE u n "© = 


TRACÉS DE LA PARABOLE. 213 
division I, L, N, des parallèles à l'axe; partagez AG en un même 
nombre de parties égales, puis joignez le point donné E aux nou- 
veaux points de division P, R, S. Les intersections des parallèles 
à l'axe, HI, KL, MN, et des droites EP, ER, ES marqueront 
les origines d'autant de diamètres (317)4 c'est-à-dire des points de 
la parabole demandée. 

Portez ensuite les parties de GO sur EG; tracez des parallèles 
à l'axe} par les points de division de cette autre demi-corde, et 
joignez O aux points P, R, S; vous obtiendrez des points de l'arc 
AE, symétriques de H, K, M. 

On pourrait aussi mener, par H, K, M, des -parallèles a EO 
jasqu'à l’axe, et les doubler; les extrémités T, U, V des prolon- 
gements donneraient les points symétriques de H, K, M. 


AprLIcATION : La trompe sur le coin est une voûte conique, faite 
pour soutenir un coin formé par deux murs, quand la partie infé- 
rieure doit être supprimée. Le plan de naissance présente un angle 
rentrant ABC (P. VII, F. 1), et de chaque còté un angle droit 
saillant BAD, BCE. La voûte couvre le quadrilatère ABCF, en 
s’appuyant sur les piédroits AB, BC; de sorte que les plans exté- 
rieurs des murs de face DF, EF la coupent selon deux arcs de 
courbe qui se projettent horizontalement sur AF, CF. Enfin, le 
sommet de la surface conique est dù sommet B de l’angle rentrant; 
elle a pour axe la bissectrice BF de cet angle, et pour génératrices 
horizontales AB, BC. | 

Ordinairement, le coin DFE est droit. Alors, les plans verticaux 
DF, EF sont respectivement parallèles aux génératrices BC, AB, 
et par conséquent, ils coupent la surface conique selon deux arcs 
de parabole (301). Dans ce cas donc, l’appareilleur doit, pour 
former les parements de tête des voussoirs, tracer, sur son épure, 
une demi-parabole qui ait sof sommet’en À , son axe sur l'horizontale 
AF, et un de ses points à l'intersection «de l'arête verticale F du com 
avec la génératrice culminante, dont BF est la projection horizontale. 

Si le coin se trouve obtus, l'angle rentrant ABC devient aigu; 
les plans DF, EF prolongés rencontrent respectivement les géné- 
ratrices BC, AB, et toutes les autres, sur la même nappe conique; 
consequemment (127), les arcs d’intersection appartiennent chacun 
à une ellipse, dont on connaît le grand axe et un point, celui 
qui se projette en F. Ainsi, dans ce cas, l’appareilleur doit faire 
une application du problème c (53). 

Enfin, le coin peut être aigu. Alors, l'angle rentrant ABC devient 
obtus; les plans DF, EF rencontrent respectivement les génératrices 
BC, AB sur la nappe conique opposée à la voûte; les arcs d’inter- 
section appartiennent chacun à une hyperbole (277), dont les som- 
mets et un point sont donnés par l'épure, et le trait exige une 
application du problème d (248). 


Prost. (d): Tracer Parc de parabole que doit soue-tendre une 
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corde donnée HI (P. VI, F. 26), connaissant l'origine E du dia- 
mètre qui coupe cette corde au milieu. u 
Tirez le diamètre EG et prolongezle à l’opposite de la corde; 
marquez-y deux points K, L également éloignés de E, mais à des 
distances moindres que EG; puis tracez les droites IK, IL, HK, 
HL. Le point M, intersection de la seconde avec la troisième, et 
le point N, intersection de la première avec la quatrième, appar- 
tiendront à l'arc demandé (316). , oo 
Répétant la même opération, en prenant chaque fois deux distances 
égales, différentes des précédentes, mais toujours moindres que EG, 
‘vous obtiendrez autant d’extrémités de cordes parallèles à HI, 
comme MN, qu'il vous en faudra pour tracer à vue l'arc de pa- 
rabole. . 


Prost. (e): Tracer une parabole dont on connaît le paramètre. 

Tirez une droite indéfinie, pour figurer l'axe; marquez-y le 
sommet de la courbe, en un point quelconque A (P. VII, F. 2); 
portez sur l'axe, de chaque côté du sommet, le quart du paramètre 
donné; F, l'un des points qui en résulteront, sera le foyer (310), 
et si par l'autre D vous élevez une perpendiciculaire à DF, vous 
aurez la directrice (318), ce qui vous permettra d'employer la 
solution du problème 8. 


APPLICATIONS : I. C’est à l’aide du tracé de deux paraboles dont 
les paramètres sont conhus, qu'on résout le fameux probleme de 
la duplication du cube, dans lequel il s'agit de trouver l'arête que 
doit avoir un cube pour être double d'un autre. 

On trace d'abord une parabole EAG dont le paramètre EG égale 
l'arête du cube donné (P. VII, F. 3), puis une seconde parabole 
E'AG' de même sommet, qui ait pour axe une perpendiculaire à 
l'axe AF de la première, et pour paramètre E'G' le double de EG. 
Les deux courbes se coupent au sommet commun et en un autre 
point H. Abaissant, de cette seconde intersection, une perpendi- 
culaire HI sur Taxe AF, on obtienf l’aréte cherchée. 

L'ordonnée HI de la première parabole satisfait effectivement aux 


conditions, si HI — 2EG s car les cubes se contiennent comme 
les cubes numériques de leurs arètes. Or (312), 


. an) —_— 

let | 
= E = — I = — 
HI GXAI, AI TE et A me” 


D'un autre côté, AI = HI’, ordonnée de la seconde parabole, et 
AD = HI = EGXAN = 2ÆEGX HI. 


Conséquemment, 
A 
HI . — 3 
Te = aEGXHI, ce qui donne HI = EG. 


—- Li 
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I. La trisection de angle, autre célèbre problème qui consiste 
à trouver, par des procédés purement géométriques, le tiers d’un 
angle donné, la trisection de l’angle est encore une application du 
tracé des paraboles d@nt les paramètres sont connus. 

Soient l'angle BCD (P. VII, F. 4) et l'arc BD décrit du sommet, 
entre les côtés, avec un rayon quelconque BC. La perpendiculaire 
BE, abaissée de l'extrémité d’un rayon sur l’autre, est, en trigono- 
métrie, le sinus (sinusse) de l'angle BCD, pour le rayon BC, et 
la distance EC, du pied de ce sinus au sommet C, est le cosinus 
(co-sinusse) du même angle, pour le même rayon. Or, il est visible 
que si Yon parvient à trouver le cosinus CE’ du tiers de BCD, 
pour le rayon BC, il suffira d'élever, au point E’, une perpen- 
diculaire sur CB, jusqu’à l'arc BD, pour marquer un point B’ de 
cet arc, tel que B'D — {BD , ou tel que B'CD = : BCD. Ainsi, 
la trisection d’un angle se trouve réduite à la recherche du cosinus 
du tiers de cet angle. 

Tracons une parabole GAH (P. VII, F. 5), avec un pardmätre 
arbitraire GH; cherchons une quatrième proportionnelle à 2GH, 
BC, BC et portons-la sur l'axe AF, à partir du sommet A; au 
point I ainsi marqué, élevons une pefpendiculaire sur AF; portons, 
de I en A’, sur cette perpendiculaire, une troisième proportionnelle 
à CE, BC; prenons A’ pour le sommet d’une parabole dont l’axe 
soit A’I, et le paramètre G’H’, une quatrième proportionnelle à 
GH, CE et à la troisième proportionnelle de GH, : BC. Cette 
seconde parabole coupera la première en A et en trois autres points 
K, L, M; abaissons enfin de M, le plus éloigné de A’, une per- 
pendiculaire sur AF; la distance MN sera précisément le cosinus 
du tiers de l'angle BCD, pour le rayon BC. ° 

La construction donne d'abord 


aGH : BC :: 3BC: AI et Al = I—; 
2 
CE : {BC SS 5BC : A et MS" 
GH :4BC °° 4BC e ed a; 
GH ° CE °° z : GX t om = E BE X CE 
e ve 2 e e — GH e 
Or (312), puisque MN est ordonnée de la parabole GAH, 


° MN — GHXAN ou AN = u . 


e comme OM = AN — AI, 
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D'ailleurs, OM = G'H' x A'O, OM étant ordonnée de la para 
bole G'A'H'. Donc 
MN 2 me) _ o ì 
(ale = GH'(AT+-10) =*WH' (AN MN) 











Mn SR MN, 1050 _ BC + BE” x CE x MIR 
CH CH LEE 4GH" | CH LI 


n 
HR—IICXMN=4BCXCE, et a fx 


relation établie par la trigonométrie entre le cosinus CE d'un angle, 


pour le rayon BC, et le cosinus du tiers de cet angle, pour le 
même rayon..." i 
Quant au passage de la parabole G'A'H' par le sommet A de 
l'autre, il a lieu effectiveme#, si AI = G'H'Xx AT. Or 
= _ (ie) de 
aGH u 4GH? ’ 


et 


je xo ic Be 
= XE 3 ==; . 
CH | 4GH 





GUXAI = 
® . 
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322. Toute tangente de la parabole est parallèle aux cordes que 
le diamètre du contact divise en deux parties égales. 

La tangente LM (P. VI, F. 23) prolonge l'élément M de la 
courbe, et cet élément est parallele aux cordes EH, AR, si, comme 
elles, il se trouve coupé au milieu par le diamètre MP. Or, dans 
toutes les positions parallèles à EH que peut prendre la corde AR 
entre U et M, son milieu est sur le diamètre MP. Il y est donc 
aussi et se confond avec M, quand les deux parties AU, RU sont 
devenues tellement petites qu’elles se confondent elles-mêmes avec 
ce point, c’est-à-dire lorsque la corde AR se trouve réduite à 
l'élément M 

Une autre démonstration peut se déduire de celle du principe 


307. D’après cette dernière, en effet, la tangente LM est la prgy- 


jection conique de la tangente im du cercle g', laquelle conco 
sur la tangente /d' avec les sécantes eh, ar dont EH, AR sont les 
projections coniques. Par conséquent, LM doit être parallèle aux 
cordes EH, AR que le diamètre MP coupe par le milieu. 


ee | L 20.2.2. 


TANGENTES DE LA PARABOLE. 219 

825. La parabole n'a point de tangentes qui soient parallèles 
entre elles. 

Si elle en avait, les cordes parallèles è l’une ne seraient pas 
divisées en deux parties égales par le diamètre du contact de Fautre, 
et pourtant elles se trouveraient parallèles à cette autre. Il y aurait 
donc contradiction formelle au principe précédent. 


324. La tangente au sommet d'une parabole est la seule qui soit 
d’équerre sur Pare. 

D'abord, la tangente au sommet A (P. VI, F. 24) est d'équerre 
sur Taxe, puisqu'en vertu du principe 322, elle se trouve parallèle 
aux cordes que cet axe partage en deux parties égales (305). Ensuite, 
cette même tangente est la seule qui coupe l’axè à angle droit; car 
si toute autre, celle du point H par exemple, faisait un pareil angle 
avec AM, le diamètre HL du contact diviserait la corde parallèle IK 
en deux parties égales, comme AM, ce qui est impossible. 


525. La parabole n’a point de tangente parallèle à Pare, 

Tous les diamètres étant parallèles à l’axe (307), il n'y en a 
aucun qui puisse couper au milieu des cordes parallèles à cet axe. 
Or, d'après le principe 322, le diamètre du contact devrait diviser 
de telles cordes en deux parties égales. | 

On peut dire aussi que les cordes parallèles à l’axe, étant infi- 
niment grandes (308), n'ont point de milieux assignables, ou bien 
que s'il existait pour un certain point une tangente parallèle à l'axe, 
celle du point symétrique le serait aussi, ce qui est impossible (323). 


A»PLICATIONS: I. La parabole donne beaucoup de solidité aux 
voûtes dont elle forme le cintre : il convient donc de l'employer pour 
les arcades et les berceaux surhaussés qui ont une forte charge à 
supporter. On place alors.verticalement l’axe de la courbe. Mais il 
faut que les piédroits soient capables d'une grande résistance hori- 
zontale, car la surface concave du cylindre parabolique, ne ponvant 
être tangente à leurs faces verticales internes, exerce nécessairement 
une énorme poussée contre ‘ces faces. 

II. Les consoles et les corbeaux, encastrés dans des murs et 
destinés à soutenir des poutres ou des balcons, doivent avoir, pour 
profil longitudinal, une moitié de parabole, afin que le support offre 
partout la mème résistance au poids qui agit à l'extrémité A (P. VII, 
F. 6). La courbe a son sommet sur cette extrémité ; la direction 
du poids se trouve tangente ; l'axe est l'horirontale AB, et chaque 
ordonnée égale la racine quarrée d'une quatrième proportionnelle à 
la longueur AB, à l’abscisse de cette ordonnée, et au quarré de 
la plus grande épaisseur BC (311). Mais cette épaisseur doit être: 
préalablement déterminée d'après les formules relatives à la résis- 
tance des solides, qui la font dépendre de la charge et de la longueur 
AB; car il faut, avant tout, que le support ne puisse se rompre 
à l'entrée de son encastrement. Quand cette condition si remplie, 

' 
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il est suffisamment fort dans toutes ses sections parallèles au mur, 
sans avoir le moindre excès de matière. 

La demi-parabole peut être au-dessus de son axe, comme of 
le voit en A’C’, lorsque le support est simplement destiné à soutenir 
un poids placé à l'extrémité A’. Une parabole entière C"A"D", 
convient mème aussi dans ce cas; mais dors la racine quarrée de 
la quatrième proportionnelle donne le double de l’ordonnée relative 
à l’abscisse employée, 


526. Toute tangente de la parabole est bissectrice de l'angle 
formé par le rayon vecteur du contact et le prolongement du diamètre 
qui a le méme point pour origine. 

Le principe sera évidemment démontré, si nous faisons voir que 
la bissectrice de l'angle FEC (P. VII, F. 2), compris entre le rayon 
vecteur EF et le prolongement du diamètre EG, touche la courbe 


en E. 

Joignons le foyer au point C, intersection de GE et de la directrice. 
Nous formerons ainsi un triangle symétrique CEF (318); la bissec- 
trice EH de l'angle FEC sera perpendiculaire au milieu de la base 
-CF, et tout point I pris sur cette bissectriee, aussi près qu'on 
voudra de E, se trouvera à égales distances de C et de F. Mais 
la droite IC, nécessairement oblique par rapport à la directrice, 
est plus longue que la perpendiculaire IK abaissee sur CD. Par 
conséquent, IK est plus courte que FI; le point I se trouve entre 
la parabole et la directrice; la bissectrice EH n'a que le point E de 
commun avec la courbe, ou enfin cette bissectrice est tangente en E. 


527. La distance FL du foyer au pied d'une tangente EL de la 
parabole (P. VII, F. 2) gaie le rayon vecteur EF du contact. 

Le triangle EFL est effectivement symétrique, car l'angle ELF 
== CEL, et ce dernier vaut FEL (326). 


528. Toute tangente EG de la parabole (P. VII, F. 7) est pe- 
rallèle à un des côtés HI du pentagone inscrit HKELIH qui a le 
contact E pour sommet opposé à HI et dont les quatre autres côtés 
sont parallèles deux à deu. 

Le pentagone et l'élément E, confondu avec la tangente EG, 
constituent un hexagone inscrit HKEELIH, dont les côtés o 
sont: HK et EL, parallèles séparées par KE, EE; KE et LI, 
parallöles séparées par EE, EL; EE et HI, séparés par EL, LI 
et par EK, KH. Cet hexagone est la projection conique d’un hexa- 
gone inscrit au cercle projeté sur la parabole. 

Or, les cordes parallèles EK, LI proviennent de cordes du cercle 
qui concourent sur la tangente au point dont la projection conique 
est è l'infini (304); les cordes parallèles EL, HK sont dues à des 
cordes du cercle qui concourent sur la même tangente, et dans la 
circonférence comme dans l’ellipse, les concours des côtés opposés 
de l'hexagone inscrit sont trois points en ligne droile. Donc, les 

0 
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côtés dont ER, HI sont les projections coniques concourent, aussi 
sur la tangente au point du cercle qui se projette à l'infini, et par 
conséquent HI et l'élément EE ou la tangente EG sont parallèles. 


529. L’ordonnée EM du contact de toute tangente à la parabole 
. VH, F. 2) est moyenne proportionnelle entre la sous-tangente 
et le demi-paramètre FN (309). 

Tirons la droite NO parallèlement à la tangente EL; elle sera 
aussi parallèle aux cordes que le diamètre EG divise en deux partiés 
égales (322), et (315) l'on aura EM— OF. Mais le parallélisme 
des ordonnées EM, FN donne la proportion LM * OF : * EM © FN. 
Par conséquent, LM : EM‘: EM : FN. 


550. Le sommet A de la parabole (P. VII, F. 2)}‘est le milieu 
d'une sous-tangente quelconque LM. 


N suit du principe précédent que LM = _ Or (310 et 312), 
= aAF; EM — 4AFX AM. Conséquemment, 


4AP x AM 


= 





\ . 
= 34M, LEA AM=—sAM, et LA= AM, 


654. Les tangentes de deux points symétriques E, E' (P. VI 
F. 2) se coupent sur l’axe DM de la parabole et font ak angles 


égaux avec cette droite. 

Les contacts E, E’, étant symétriques, ont même abscisse AM, 
et même sous-tangente LM (330). Par conséquent, EQ, E'L coupent 
l'axe, l’une et l’autre, à l'extrémité L de cette sous-tangente. 

L'égalité des angles ELM, E'LM provient de celle des triangles. 
rectangles auxquels ils appartiennent. 


5352. La tangente à Dune des extrémités du paramètre NP (P. VII, 
F. 2) passe par l'intersection D de la directrice avec lame, et 
cet axe sous un angle de 45°. 
sous-tangente vaut alors 2AF (330), comme DF (318); par 
suite, le point D limite cette sous-tangente, et (310) le triangle 
rectangle DFN, dont la tangente est l’hypothénuse, se trouve sy- 
métrique, ce qui rend l’angle FDN de 45°. 


533. La corde des contacts de deux tangentes concourantes est. 
une de celles que divise en deux parties égales le diamètre qui passe 
par le concours. 

Faisons tourner les cordes fah, fre du cercle g’ (P. VI, F. 23) 
autour de leur intersection #, jusqu'à ce qu'elles deviennent tangen- 
tes. Les cordes leA, Ira tourneront en même temps autour de leur 
iatersection Î, pour se rapprocher, et elles se confondront en une 
seule droite qui passera par ! ot les deux contacts, au moment où 


a 
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tah, tre toucheront la circonférence. Mais les projections coniques 
TAH, TRE de ces deux cordes deviennent, au même moment, 
des tangentes de la parabole ; les projections coniques EH, AR de 
leh, Ira se confondent aussi en une droite des contacts, laquelle 
est nécessairement la projection conique de la droite des contaets 
du cercle, et comme cette dernière concourt en avec eh, ar, la 
droite des contacts de la parabole doit être parallèle à EH, AR (304). 
D'ailleurs, d’après la démonstration du n° 307, le diamètre TMP, 
jection conique de tmb', partage en deux parties égales les cordes 
s AR et toutes les cordes parallèles à celles-là. 


554. La parabole divise en deux parties égales la distance du con- 
cours de deux tangentes quelconques au milieu de la corde des contacts. 

Soient les deux tangentes EG, EH (P. VII, F. 8). La partie EI 
du diamètre tiré par le concours E, sépare ce concours du milieu 
de la corde GH des contacts (333); et il faut démontrer que Fori- 
gine K du diamètre est le milieu de EI. 

On pourrait invoquer le principe 316, après avoir fait observer 
qu’au moment où la sécante IML devient tangente en I (P. VI, F. 26), 


. M se confond avec ce point; que la corde HM couvre HI, et que 


les intersections K, L passent, la première au milieu G de la corde 
du contact, la seconde au pied de la tangente, Mais voici une 
démonstration directe. 

Menons par K (P. VII, F. 8) une parallèle à GH, jusqu'à la 
rencontre de EG, EH; cette parallèle LM sera tangente à la para- 
bole (322), et le diamètre LN, parallèle à EI, coupera au milieu la 
corde GK des contacts de LG, LK. Le point L divise donc EG 
en deux parties égales. 

On verrait d’une manière analogue que M est le milieu de EH. 

Ainsi, IL, IM sont respectivement parallèles à EH, EG; le 
quadrilatère ELIM est un parallélogramme ; ses diagonales EI, LM 
se coupent réciproquement au milieu, et EK = IK. 

Remarquons que le principe 330 n’est au fond qu'une simple 

ce de celui-ci. 


355. Toute tangente de parabole, transversale de deux autres, 
forme sur l’une deux parties, terminées au contact et au concours, 
dont le rapport est inverse de celui des parties analogues formées 


‘sur la seconde. 


Ainsi (P. VII, F. 9), EG, tangente en Het transversale des 
tangentes IL, KL, donne la proportion 
EI © EL °° GL ° GK. 
Tirons les droites EM, LN, GO, par les milieux des cordes 
de contact HI, rr HK; nous'aurons autant de diamètres (333). 
07)» 
. M:EL:.IP:PN; €L:GK::NQ :KQ, 


hf 
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et la proportion annoncée se trouve vraie, si 
IP ° PN°° NQ KQ, ons IN:°PN °° NK : KQ, 
oa encore si : 
PN = KQ, cr IN=NEK. 
Or, HR, parallèle aux trois diamètres, fournit les relations 
IP = PR, KQ = QR, et il s'ensuit 
IN—IP = PN = NK—PR = NK—PN—NR, 
© aPN=NK—NR = KR = 2KQ. 
Donc PN — KQ effectivement. 
La tangente IL, transversale des tangentes EH, LK, donne aussi 
EH © EG :° LG © LK. 
D'abord, 
EH : EG °° PR° PQ, LG :° LK ‘° NQ : NK. 
Il reste donc à faire voir que 
PR PQ: NQ:NK, ouque PR, QR:: NQ: QK, 
on que PR = NQ, car  QR— QK. 
Or 
KK— QK = NQ = IN—QR = IN--NB— QR—NR —IR—NQ, 
et il s'ensuit | 
2NQ = IR = »PR, ou NQ — PR. 


556. Chacune des tangentes de la parabole, transversales de deux 
autres tangentes quelconques, prolongées jusqu’à leur concours, est 
divisée avec celles-ci en parties proportionnelles, par toutes les autres 
et son propre contact. . 

Soient les tangentes EG, HI, KL (P. VII, F. 10), transversales 
des tangentes MN, MO. Je dis d'abord que ces deux dernières 
sont divisées en parties proportionnelles. 

La transversale GE donne (335) 

MG : EO :: GN: EM et MN : MO :: MG : KO. 
On a, par la transversale HI, 
MN © MO :° MI © OH. 
Donc 
MG * EO °° MI ° 0H, MG: EO ‘° GI : EH. 
Mais il résulte de la transversale KL, 
MN * MO °° ML : OK. 
Par conséquent, 
ML ©: OK cè MI: OH, IL: HK :° MI: OH :° MG : EO, 
MG ; EO :: GI: EH (IL: HK. e 
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Enfin, la méme transversale KE fournit la proportion 
MN ° MO *° IN © KM, 
et il s’ensuit 
MG : EO °° GI: EH °° ILS HK °° LN : KM.! 
Maintenant, il est clair que HI, transversale de GN, GP, donne 
GI © PQ *° IL © QRS INC RG « CN: GP °° CI: PQ. 
Mais MO, autre transversale de GN, GP, donne aussi 
MG : MN :° EP SEG, puis MG: EP :° GN: EP. 
Donc 
MG | EP; GI; PQ IL) QR: (LN. RG. 
Rapprochant la dernière suite de rapports égaux de celle qu'ont 
produite les parties de MN, MO, on voit facilement que 
EP : EO °° PQ : EH °° QR : HK :° RG : KM. 


Enfin, des raisonnements analogues montreraient que 
HQ : FO‘; Q9 EH, ST (HR... TI. KE, 


et que 
KR : FEO RT, EH (i TU, HK .. UL, KM. 


537. Deux tangentes d’équerre se coupent sur la directrice, et 
la corde de leurs contacts passe par le foyer. 

Le foyer F (P. VII, F. 11) est & la fois la projection 
du centre du cercle qui a produit la parabole (303) et la projection 
conique d’un point f' du diamètre a'b/ projeté sur l’axe AF. En con- 
sequence, le paramètre IK forme la projection conique de la corde 
horizontale #’k'; les tangentes d'i', d'k’ de la circonférence pro- 
duisent les tangentes DI, DK de la parabole (332), et la directrice 
CD provient de l'horizontale c'd’ tirée dans le plan du cercle, per- 
pendiculairement au diamètre a'd’. Or cette droite c'd' est la polaire 
du pôle f', c'est-à-dire que toute paire de tangentes menée d'un 
point de c’d’ à la circonférence, donne des contacts dont la corde 
passe par f'. Donc, toute paire de tangentes CE, CG, menée 
d'un point de la directrice è la parabole, donne des contacts dont 
la corde EG passe par le foyer F; en d'autres termes, la directrice 
est la polaire du foyer. 

Je dis maintenant que les tangentes CE, CG de chaque paire sont 
d’équerre l’une sur l'autre, ou que le triangle ECG se trouve reo- 
tangie en C. Cela est vrai, si la portion CH du diamètre tiré da 
concours C égale la moitié EH de la corde des contacts, car alors 
la circonférence décrite sur EG, comme diamètre, passera par le 
point C. | 

La tangente à l'origine L du diamètre CH est le è EG (322), 
et fait. des angles égaux avec CL, FL (320), droites de même lon- 


de anne —  - Mb _ Da. 
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wear (318). Par conséquent, cette tangente et EG sont perpen- 
diculaires sur CF. Il y a donc similitude entre les deux triangles 
CFH, EMH, si EM a été tirée d'équerre sur CH, et 

EH © EM °: CH: CF. 
Mais le triangle CDF, étant semblable à CFH, l'est aussi à EMH, 
ce qui donne 

EH © EM °° CF : DF. 


Moltipliant les deux proportions, on obtient , 
=) 
EH © EM 2: CH° DF, ou EH mx, 


Or (313), EM =IKXLH=!IKx 2LH; :IK—FK—DF 
(Bio et 318); 2LH = CH, car (334) LH = CL. Par conséquent, 


DF-CH-CH —ı 


EN —DF-CH, EH — gr CH, etenfin El= CH. 


Ainsi, deux tangentes de la parabole, issues d’un point quelconque 
de la directrice sont d'équerre, et la corde de leurs contacts passe 
par le foyer. Mais il ne saurait y avoir des tangentes d'équerre qui 
se coupent hors de la directrice; car supposons que NO, NG soient 
dans ce cas ; la première rencontrant CE en un certain point P (323), 
il y aurait de ce point deux perpendiculaires PN, PC sur la méme 
droite CG. La directrice est donc en effet le lieu des concours de 
toutes les tangentes d’équerre. | 8 


Proscème: Tracer une parabole dont on connaît deux tangentes 
déquerre CE, CG et leurs contacts E,G (P. VII, F. 11). 

Tirez la corde EG des contacts, et joignez son milieu H au 
copcours C, pour avoir le diamètre CH (333). Une perpendiculaire 
CD, élevée sur ce diamètre, vous donnera la directrice (337) ; la 
distance GT de G à CD, portée sur GE, à partir de G, marquera 
le foyer F (318); FD parallèle à CH sera l'axe (307), et vous 
pourrez appliquer le problème (b) ou le problème (c) du n° 321. 


538. La parabole a deux asymptotes (232) parallèles à l'axe 
et situdes à linfini. 

Parmi les paires de tangentes d'équerre, il y en a nécessairement 
une dont l'un des contacts est le sommet A de la courbe (P. VII, 
F. 11), et comme la tangente en À coupe l'axe DF à angle droit 
(324), l'autre tangente de la paire se trouve parallèle à cet axe. 
Mais AQ, parallèle à CD, ne peut rencontrer la directrice qu’à 
l'infini. C'est donc à une distance infinie du sommet qu'est placée 
la tangente parallèle à l'axe, circonstance en harmonie parfaite avec 
le principe 325. Ainsi, cette tangente ne touche la courbe qu'en un 
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point infiniment éloigné de l'axe, c’est-A-dire au point situé à l'infini 
sur l'arc AKE, et par conséquent, elle est asymptote. 


On verrait de même qu'il y a aussi une asymptote pour l'are 
AGI. 


Tracé des tangentes de la parabole. 


339. Pros. (a): Mener une tangente à la parabole, par un 
-point donné sur cette courbe. 

Solution 1: Cherchez l'une des cordes que le diamètre du point 
donné E (P. VII, F. 7) partage en deux parties égales (308, 
probl. d); puis, menez par E une parallèle EG à cette corde 
HI (322). 

Solution 2: Décrivez du foyer F (F. 2), avec un rayon égal au 
rayon vecteur FE du contact, un arc qui coupe l'axe au-delà du 
sommet; puis, joignez l'intersection L au point donné E; la droite 
EL sera la tangente cherchée (327). 

Solution 3: Elevez une perpendiculaire EH au milieu de la 
droite CF qui joint le foyer à l'intersection de la directrice avec 
le diamètre du point donné E. 

Démonstration: Comme CE = EF (318), la perpendiculaire au 
milieu de CF passe par E; et comme de l'égalité des triangles reo- 
tangles CHE, EHF, résulte celle des arigles CEH, FEH, EH est 
tangente en E (326). 

Solution 4: Tirez, par le point donné E (F. 7), deux cordes 
quelconques EK, EL; tracez KH parallèle à EL, LI parallèle à EK, 
et la &orde HI qui achevera le pentagone inscrit EKHILE. La droite 
EG parallèle à HI sera la tangente demandée (328). 

Solution 5: Cherchez une troisième proportionnelle au demi- 
paramètre FN ou FD (F. 2) et à l'ordonnée EM da point assigné E; 
vous aurez la sous-tangente (329). Portez-la sur l'axe, de M er L; 
la droite LE sera nécessairement la tangente demandée. 

Solution 6: Abaissez, du point donné E, une perpendiculaire 
EM sur l'axe, et portez AM de A en L; LM formera la sous-tan- 
gente (330); par conséquent, LE sera la tangente cherchée. 

Solution 7 : Tirez une corde quelconque GH, par le point denne 
G (F. 8); tracez le diamètre IE qui passe au milieu I de GH, et 
portez IK de K en E; EG sera la tangente demandée, car c'est en E 
que concourent les tangentes aux extrémités de GH (334). 


Prost. (b): Mener une tangente à la parabole, par un point 
donné hors de cette courbe. 

Solution 1: Du point donné Q (P. VII, F. 2), et avec la dis- 
tance de ce point au foyer F, décrivez un arc qui coupe la directrice 
CD; par l'intersection C, tracez une parallèle CE à l'axe DM; puis, 
joignez à @ le point E où cette parallèle rencontre la parabole. 

Comme l'arc coupe CD en deux points, le problème a deux 
solutions. 


PS CNT il nia ‘1 
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Démonstration: Les points E, Q appartiennent à la perpendi- 
talaire au milieu de CF, car EC = EF (318); les triangles EHC, 
EHF sont rectangles et égaux ; il y a égalité entre les angles CEH, 
FEH; conséquemment EQ est tangente en E (326). 

Solution 2: Tirez, par le point donné E (F. 8), un diamètre 
EI; cherchez une des cordes qu'il divise en deux parties égales; 
menez une parallèle GH à cette corde, par un point I que vous 
aurez marqué sur le diamètre, en prenant KI = KE; joignez enfin 
E aux intersections de GH avec la parabole; les droites EG, EH 
seront tangentes (334). | 

Solution 3: Tirez, par le point donné E (F. 12), un diamètre 
EG; abaissez de l’origine H une perpendiculaire HI sur l’axe AI; 

AI de A en K et tracez la droite KH. Cette droite sera 
tangente en H (330) et parallele aux cordes que le diamètre EG 
coupe à leurs milieux (322). Portez donc EH de H en G; puis 
menez par G une parallèle LM à KH, pour avoir la corde des 
contacts cherchés (334). Les droites EL, EM donneront les deux 
solutions du problème. 


Prost. (c): Tracer, parallèlement à une droite donnée, une tan- 
gente de la parabole. —. - 

Solution 1: Tirez une corde HI parallèle à la droïte donnée 
MN (P. VII, F. 7), et un diamètre par le milieu O de cette corde; 
puis menez, par l'origine E du diamètre, une parallèle à HI ou 4 
MN. Cette parallèle EG sera la tangente demandée (322). 

Solution 2: Abaissez du foyer F (F. 2) une perpendiculaire sur 
la droite donnée RS; par le point C où cette perpendiculaire coupe 
la directrice, menez, jusqu'à la parabole, une parallèle CE à l'axe; 
puis, par le point E, tracez une parallèle EH à RS. La droite EH 
sera la tangente cherchée (326). 


Prost. (d): Tracer, perpendiculairement à une droite donnée, 
une tangente de la parabole. 

Solution 1: Tirez une corde HI perpendiculaire & la droite donnée 
PQ (P. VII, F. 7), puis achevez comme dans la première solution 
du problème (c). 

Solution 2: Menez, du foyer F (F. 2), une parallèle FC à la 
droite donnée TU, puis achevez comme dans la seconde solution 
du probleme (c), en.tirant EH d’equerre sur TU. 

Solution 3: Tracez une tangente CE parallèlement à la droite 
donnée RS (F. 11); puis, joignez son contact E au foyer F, et le 
point G, où EF coupe une seconde fois la parabole, au point C 
où CE rencontre la directrice. La droite CG sera tangente en G 
et d’équerre sur RS, comme elle l'est sur CE (337). 


Prost. (e): Trouver le contact d'une droite donnée, tangente 
à la parabole. 
Solution 1: Tirez une corde HI parallèle à la tangente donnée 
| 29 
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EG (P. VII, F. 7), puis un diamètre par le milieu O de cette 
corde. L’origine E du diamètre sera le contact cherché (322). 

Solution 2: Abaisser, du foyer F (F. 2), une perpendiculaire 
FC sur la tangente donnée QE, et par le point C, où cette perpen- 
diculaire coupe la directrice, menez une parallèle CG à l'axe. Le 
point E, où CG croisera QE, sera le contact demandé (326). 

Solution 3: Prolongez EQ jusqu'à Taxe; portes AL de A en 
M, pour former la sous-tangente LM (330); menez par M une 
parallèle à la directrice; la rencontre E de cette parallèle et de 
QE sera le contact cherché. 


Prost. (f): Déterminer des tangentes d'un arc de parabele, 
non tracé, dont on connaît les deux tangentes ertrémes EG, KG, 
et leurs contacts G, G' (P. VII, F. 13). 

Partagez EG, EG’ en autant de parties égales, plus une, qu'on 
demande de tangentes nouvelles: en quatre parties égales, sil 
faut, par exemple, déterminer trois tangentes ; joignez les points de 
division H, I, K de EG, pris en allant de E vers G, avec les points 
correspondants de EG’, pris dans un ordre inverse, en allant de 
G' vers E; portez la partie HL ou LM de HH' sur cette même 
droite, de M ou de H’ en N; portez sur IT’ sa partie FM, de 
M en O, et sur KK’, sa partie KL ou LP, de Pen Q. Les droites 
HH', Il’, KK’ seront des tangentes de l'arc de parabole qui unirait 
G à G'en touchant EG, EG’ à leurs extrémités différentes, et 
ces trois tangentes auront pour contacts respectifs les points N, 


0, Q (336). 


Aprrications:® I. I est évident que la solution da dernier pro- 
blème convient aussi à cet autre: Tracer un arc de parabole dont 
on connaît seulement deux tangentes EG, EG’ et leurs contacts G, 
G' (P. VII, F. 13). On trouve effectivement, en opérant comme 
il est prescrit, autant de tangentes de l’arc qu'il est nécessaire d'en 
avoir pour le tracer à vue (3), et l’on obtient mème les contacts de 
ces tangentes, c'est-à-dire autant de points de la courbe. 

Une autre solution serait celle du problème d (321), car ayant 
. la corde des contacts et le concours des tangentes, on trouve faci- 
lement l’origine du diamètre qui coupe la corde au milieu (334) ; 
mais si cette seconde solution peut donner autant de points de Farc 
que la première, elle ne fournit pas les tangentes comme celle-ci. 

HI. Si, dans le problème (?) du n° 53, on marquait, comme 
point de la courbe, le milieu de la partie de chaque transversale 
comprise entre les deux transversales voisines, au lieu de marquer 
l'intersection de la première avec les deux autres, cette eourbe 
différerait encore fort peu d'une ellipse, et elle se trouverait com- 
posée de quatre arcs égaux de parabole, raccordés deux à deux aux 
milieux des quatre côtés du rectangle ABCD (P. HI, F. 17). 

‚Il. Il importe qu'une route ou un canal ne change pas de 
direction brusquement , en formant une ligne brisée, surtout lorsque 


/ 


„a _ È _. a. 
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Al... 


TRACE DES TANGENTES DE LA PARABOLE. 227 


langle compris entre les deux parties droites est pen ouvert: plu- 
sieurs des chevaux d'un long attelage agiraient déjà sur le nouvel 
alignement, que les autres suivraient encore Je précédent, ce qui 
fèrait perdre beaucoup de force et pourrait causer des accidents 
graves; un tournant court expose à verser toute voiture animée 
d'ane grande vitesse, parce qu'il fait naître une force centrifuge 
capable de soulever la roue située du côté du centre. 

Le changement de direction doit donc se faire selon un arc peu 
eourbe, tangent aux deux parties de la route ou du canal, en des 
points convenablement marqués: lorsque rien ne s’y oppose, ces 
points sent pris à égales distances du sommet de l'angle. 

Ainsi, les bords d’une route présentent, dans chaque tournant, 
deux arcs &quidistants, dont l’écartement égale la largeur des parties 
droites. Le plus petit peut se déduire aisément du plus grand. Aussi, 
toute la difficulté d'un raccordement de route git dans le tracé du 
dernier. On ne saurait prendre pour celui-ci une portion de circon- 
ference, car la nécessité d'une faible courbure rendrait le rayon fort 
grand, et il est impossible, sur un terrain inégal, de tracer un 
cercle au moyen d'un long cordeau : il serait mème très - difficile 
d'en marquer seulement plusieurs points avec quelque exactitude. 
D'ailleurs, la circonférence ne convient plus quand les contacts ne 
peuvent être à Ja même distance du concours des tangentes. 

La vraie courbe des raccordements de route ou de canal est la 
parabole, parce que son tracé, exécuté d'après le problème (f), 
n'exige que de simples alignements. Pour raccorder, par exemple, 
les deux parties de route GR, G'R' (P. VII, F. 13), il faut, après 
avoir marqué les contacts G, G’ et le concours E avec des jalons, 
en planter d'autres H, I, K, etc. et H', I’, K', etc. qui divisent 
EG, EG’ en un mème nombre de parties égales; mettre aussi des 
jalons aux rencontres L, M, P, etc. des alignements HH’, KK', 
IF, etc., et achever comme dans le problème (f). 

Observez toutefois qu'il n’est.pas nécessaire de marquer toutes les 
intersections dè HH’, par exemple, avec les autres transversales : 
le point M, voisin du contact N, et le suivant L suffisent. 

Au lieu d'employer le problème (/) pour tracer un raccordement, 
on pourrait appliquer le problème (d) du n° 321, qui n'exige non 
plus que des alignements. 

IV. De simples alignements suffisent aussi à la division en parties 
égales d'une droite EG’ donnée sur le terrain. Plantez un jalon S 
à une médiocre distance de G'; portez, sur la direction ES, autant 
de parties égales quelconques, et une de plus, qu'en doit avoir EG’; 
vous marquerez ainsi un dernier point T et une direction G'TU; 
portez sur cette direction, à partir de ', autant de fois la longueur 
G'T que EG’ doit avoir de parties; numérotez les jalons placés aux 

* points de ET, en eommencant par le plus voisin de E, et ceux de 
G'U, en commençant à T; enfin, plantez d'autres jalons aux ren- 
contres de l'alignement EG’ avec les alignements 2.2, 3.3, 4.4; ces 
rencontres K', 3’, H' diviseront en parties égales la droite donnée. 
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Les parties de ET, quoique arbitraires , doivent être assez petites 
pour que leur somme soit moindre que EG’; autrement, le premier 


alignement 2.2, et peut-être le suivant, couperait la droite donnée. 


sous un angle tellement aigu qu’il serait difficile de placer exactement 
le jalon K'. 

La justesse du tracé repose sur le principe 336. En effet, d'après 
ce principe, les transversales qui divisent en parties égales EG’, 
G'U, considérées comme tangentes d’une certaine parabole, divisent 
de la même manière l’une d'elles ET. Donc, réciproquement, les 
transversales qui partagent G'U, ET en parties égales, doivent 
partager de la même manière EG’. Le point 1 de ET serait le 
contact de cette tangente; GE toucherait la courbe au-delà de E, 
et G'U, vers le point U. 


NORMALES DE LA PARABOLE. 


040. Toute normale de la parabole fait des angles égaux asce 
Le (rayon vecteur" et!le diamètre de l’incidence. 
a normale HN (P. VII, F. 12) forme deux angles droits KHN, 
NHO sur la tangente KO de l'incidence H (4). Mais (326), l'angle 
EHK ou GHO = FHK. Par conséquent, 


KHN—EHK — NHO — GHO, et FHN='GHN. 


544. Aucune normale de la parabole ne coupe Pare entre le 
foyer et le sommet. 

Si la normale d'un certain point H (P. VII, F. 12) passait entre 
le sommet A et le foyer F, elle ferait avec le diamètre GH de 
l'incidence un plus grand angle qu'avec le rayon vecteur FH, ce 
que ne permet pas le principe précédent. 


342. La normale du sommet d'une parabole git la seula qui 
passe par le foyer. 

La tangente au sommet A (P. VII, F. 12) étant perpendicalaire 
À l'axe AN (324), il faut que la normale du même point se confonde 
avec cet axe et passe par le foyer F. Elle n'en satisfait pas moins 
au principe 340, puisquelle se confond avec le rayon vecteur et 
le diamètre de l'incidence. Mais, si la normale de tout autre point 
H passait aussi par le foyer F, elle se confondrait seulement aveo 
le rayon vecteur FH, et ne serait pas bissectrice de l'angle FHG 
Compris entre ce rayon et le diamètre GH., 


543. Les normales de deux points symétriques d’une parabole se 
coupent sur l'axe, et sont égales, prises de leur concours aux in- 
cidenc es es. 

corde HP, qui joint deux points symétriques (P. VII, F. 12} 
est divisée en deux parties égales par l'axe AN (305). Cette cordo 
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forme des angles droits avec les diamètres GH, PQ (307); la sy- 
métrie rend égaux les angles FHG, FPQ ; leurs moitiés GHN, QPN' 
sont égales (340), et par suite, l'angle IHN = IPN’. Ainsi, ilya 
égalité entre les triangles rectangles HIN, PIN’, entre IN, IN’, entre 
HN, PN’, ce qui montre que les intersections N, N’ des normales 
avec l’axe se confondent. i 


544. Toute sous-normale IN d'une parabole égale le demi- 
paramötre FR (P. VII, F. 12). 

Si HK est la tangente de l'incidence H, le principe 329 donne la 
proportion IK ‘ IH :: IH : FR. Mais, puisque le triangle KHN 
est rectangle en H, IK : IH :: IH : IN. Donc IN = FR. 


545. La distance FN du foyer au pied d’une normale HN de la 
parabole (P. VII, F. 12) égale le rayon vecteur FH de l'incidence. 

Le triangle HFN est en effet symétrique, car l'angle FNH = GHN 
et ce dernier vaut FHN (340). 


546. Le foyer d'une parabole est le milieu de la portion d’axe 
comprise entre le pied de la normale et celui de la tangente qu 
point d'incidence. | 

Puisque FN — FH (345) et que FH=FK (327), FN vaut en 
effet FK (P. VII, F. 12). 


347. Les normales de deux points situés sur la même moitié de 
lo parabole sont inégales, prises du concours aux incidences. 

Si les normales EG, GH étaient de même; longueur (P. VIE, 
F. 14), elles feraient des angles égaux avec la corde EH des points 
d'incidence, et comme chacune coupe la tangente correspondanté 
à angle droit, il y aurait égalité entre les angles HEI, EHI, formés 
sur EH par les deux tangentes. Ces droites EI, HI se couperaient 
donc sur la perpendiculaire au milieu de EH. Or elles se rencon- 
tent sur le diamètre IK qui divise la corde des contacts en deux 
parties égales (333). Par conséquent, ce diamètre serait d’équerre 
sur EH, ce qui est impossible, puisque la parabole n'a qu'un seul 
axe AF (306). 


Tracé des normales de la parabole. 


548. Prost. (a): Tracer une normale de la parabole, par un 
point donné sur la courbe. 

Solution 1 :, Menez une tangente au point donné, et en co même 
point, élevez une perpendiculaire sur la tangente. 

Solution 2: Décrivez du foyer F, avec le rayon vecteur du point 
donné H (P. VII, F. 12), un arc qui coupe l'axe à l'opposite du 
sommet À, et joignez l'intersection N à l'incidence H ; la droite FIN 
sera la normale demandée (345). 

Solution 5: Abaissez, du point donné H, une perpendiculaire 
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HI sur l'axe; portez le demi-paramètre FR sur cet axe, de I er 
un point N opposé au sommet; la droite HN sera la normale- 
cherchée (344). 

Solution 4: Tracez le rayon vecteur FH ct le diamètre GH da 
point donné, puis la bissectrice HN de l'angle FHG compris entre 
ces deux concourantes (340). 


Pros. (b): Tracer une normale de la parabole, par un point 
donné hors de la courbe, ou entre l'axe et l’un des arcs symétriques 
qu'il forme. 

Abaissez , du point donné E (P. VII, F. 15), une perpendiculaire 
sur l'axe AF; portez le demi-paramètre FG sur cet axe, du pied 
H de la perpendiculaire en I; élevez une perpendiculaire KL au 
milieu de Al; partagez HE en quatre parties égales, et du premier 
point de division M, menez une parallèle à l’axe. L'intersection L 
de cette parallèle avec KL sera le centre d’une circonférence qui, 
passant par A et I, coupera une seconde fbis la parabole à l'incidence 
même N de la normale issue de E, et la droite ENO donnera la 
solution du problème. 

Démonstration : La justification du tracé consiste à faire voir que, 
si l'on fait passer un cercle par le sommet A de la parabole, par 
l'incidence N d’une normale NO; et par un point I de l'axe, situé à 
une distance FG du pied H d’une ordonnée quelconque HE de la 
normale, la distance du centre L de ce cercle à l'axe vaut le quart 
de l’ordonnée. . 

Menons, du milieu P de la corde AN, une parallèle PR à KL 
ou à l’ordonnée NS de l'incidence. Le point R sera le milieu de 
AS, et comme K est celui de AI, KR vaudra la moitié de IS. 
Par conséquent, | 


__HI—HS _ FG—HS 


2 2 


KR. 


Le point P appartient au diamètre de la parabole qui divise AN 
en deux parties égales. Si donc on mène de G une parallèle GT 
à AN, PR=FT (315). Mais, la perpendiculaire PQ, élevée sur 
AN, forme, en passant par L, un angle QPR qui égale NAS et 
GTF. Les deux triangles rectangles PRO, TFG sont donc égaux; 
QR = FG, et 
KO = QR—KR — go eu _ „FO PG+ES _ FO+HS | 


La similitude des triangles LKQ , ASN donne ensuite la proportion 
XL * AS °° KQ° NS. 


Donc 


_ASXKQ 
RS 
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NS 
et parce que AS = = (312), 


= 


Enfin, du paraliélisme de EH, NS résulte que 
EH * NS °° HO : SO. 
Or SO = FG (344), et HO = SO+HS = FG+-HS. Donc 


| FG + HS 
EH = NSx 7 





= 4RL. 


Prost. (c): Tracer une normale de la parabole, par un point 
donné sur l'axe. 

Solution 1: Portez sur l'axe, du point donné O (P. VII, F. 15) 
et vers le sommet À, une longueur OS égale au demi-paramètre 
FG; élevez en S une perpendiculaire sur AO; puis, joignez O à * 
l'un des points N, N’ où cette perpendiculaire rencontre la courbe; 
la droite ON, ou la droite ON’, sera la normale demandée (344). 

Solution 2: Décrivez, du foyer F, avec la distance de ce foyer 
au point donvé O, un arc qui coupe la courbe, et joignez O & 
l'une des intersections N, N’ (345). 


Appuicarions : I. La supériorité des voûtes sur les plafonds, pour 
résister à une charge, provient de ce que les normales d'un cintre 
courbe sont, excepté une, inclinées sur le plan de naissance EG 
(P. VII, F. 16), tandis que toutes celles d'un plan horizontal le 
percent d'équerre; car il s’ensuit que chaque point d'un plafond 
supporte toute la charge qui s’y trouve, au lieu qu'une voûte reporte 
sur les piédroits EH, GT, une partie de la pression verticale exercée 
en chaque point K. Cette pression P se décompose effectivement 
en un effort normal p et un effort tangentiel p’ qui va se détruire 
sur le lit EL du coussinet, de sorte que le premier tend seul è 
défoncer la voûte. 

Or, les tangentes d'un arc EAG de parabole se rapprochent géné- 
ralement de la verticale plus que celles d’un arc de cercle ou d’ellipse 
ou d’hyperbole qui couvrirait le mème intervalle EG des picdroits, 
En conséquence, les forces détruites par la résistance de ces piédroits  * 
sont plus grandes dans la voûte parabolique que dans les antres, et 
celles qui tendent à l'écraser se trouvent moindres. 

Ainsi, sous le rapport de la solidité, la parabole est à préférer, ; 
pour former les cintres des arcades et des berceaux surhaussés qui 
ont un grand poids à soutenir (325, appl. I). 

II. Tout corps élastique, heurtant obliquement un obstacle, re- 
bondit selon une nouvelle direction qui fait, avec la normale au 
point d'incidence, un angle égal à celui de la direction primitive. 
Si donc une balle de paume, une bille d’ivoire, ou tout autre corps 
analogue est lancé du foyer F contre un arc AHL de parabole 
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{P. VII, F. 12), selon un rayon vecteur FH, il s’en éloignera, après 
le choc, , en parcourant le diamètre HG, car la normale HN est 
bissectrice de l'angle FHG (340). 

Réciproquement, un corps élastique qui viendrait, selon GH, 
heurter l'arc AHL, rejaillirait en suivant HF. 

III. Supposons une surface polie, cylindrique, droite, qui ait 
pour base l'arc horizontal de parabole ‘PAL, et un corps en com- 
bustion placé sur la verticale du foyer F. Tous les rayons de lumière 
et de chaleur lancés horizontalement contre la surface se réfléchiront 
selon des horizontales parallèles AN, HG, PQ, etc. 

Placez la même surface de manière que le plan d'une de ses 
sections droites PAL et l'axe AN passent par le centre du Soleil. 
Les rayons quelle recevra de l’astre, dans cette section, pouvant 
tre regardés comme parallèles, à cause de l'immense éloignement 
de leur point de départ, viendront la frapper selon les droites 
AN, HG, PQ, etc., et par conséquent, ils se réfléchiront tous 
au foyer F. 

IV. Une salle où l’on se réunit pour entendre un orateur doit, 
pour être parfaite, se composer, en plan, d'un demi-cercle et d'une 
portion de parabole qui ait pour foyer le centre F de la circonférence 
(P. VII, F. 15), et pour axe la perpendiculaire AF au milieu de la 
corde commune EG. On conçoit en effet que, si l'orateur, placé 
en F, est au niveau des auditeurs ou seulement un peu plus élevé, 
les particules d'air, mises en mouvement, tout autour de F, par 
l'organe de la voix, iront frapper les oreilles de ces auditeurs, les 
unes directement selon les rayons du cercle, les autres selon les 
parallèles de AF, après s'être réfléchies sur l'arc EAG de pars- 
bole. On entendra done micux que dans une salle re ì 
ronde, ou ovale; on entendrait mème assei bien en arrière de la 
corde EG. 

Le tracé de l'arc de parabole se fait d’ailleurs fort aisément (321) ; 

car la moitié de EF donne AF et le sommet (310); AH = AF 
détermine la directrice CD (318), et les points E, G appartiennent 
à la courbe. 


COMBINAISONS DE-LA PARABOLE ET DE LA CIRCONFÉRENCE. 


« Il en est des combinaisons de la parabole avec la circonférence 
comme de celles de l'hyperbole : la plupart n'ont pas assez d’impor- 
tance pour qu'on s'en occupe. Nous étudierons donc seulement le 
cas où le plan du cercle diffère de celui de la parabole, et le 
cas où les deux courbes, situées dans un plan unique, ont mème 
courbure. » 


Parabole et vercle de plans différents. 


549. Une parabole ct un cercle de plans differents appartiennent 
à la mème surface conique, quand ces plans sont perpendiculaires 
à celui de langle formé par l'axe de la première courbe sur le 
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diamètre de la seconde qu'il rencontre, et que les deux extrémités 
de ce diamètre se trouvent sur une circonférence avec le sommet de 
la parabole et un autre point de Paxe dont la distance au concours 
égale le paramètre. 

Soient A le sommet de la parabole (P. VII, F. 18), F le foyer, 
BC le diametre du cercle, D le concours de ce diamètre et de l’axe 
AF, E un point tel que DE == 4AF (310). Si l'on peut faire passer 
une circonference par les quatre points B, C, A, E, et que le 
cercle BC soit d'équerre sur le plan BDE, ainsi que la parabole, 
les deux courbes appartiendront à la surface conique qui aura pour 
génératrices droites extrêmes AC et la parallèle BG de DE. 

Les sécantes BD, DE donnent la proportion DE : BD : * CD : AD, 
et par suite, la relation 





__ BDX CD — _ BD XCD X AF 
4AF — 2D * puis cette autre 4AF = — 5: 


Mais, d’une parallèle à BD menée par F résulte la proportion 
FH © CD ©: AF° AD. Donc 

CD x AF —s 
=, et {AF —BDXFH cu (24F) = GPXPH. 


La longueur 2AF est celle du demi-paramètre; cette droite, étant 
perpendiculaire à l'axe AE et se trouvant dans un plan d’équerre 
au plan BDE, est perpendiculaire sur ce dernier. Le demi-paramètre 
coupe done GH d'équerre, et de plus il appartient au plan du cercle 
décrit sur GH perpendiculairement à BDE ou parallèlement au cercle 
BC, c'est-à-dire décrit sur la surface conique BCHG. Par conséquent, 
le’ demi-paramètre, moyen proportionnel entre. les deux parties qu’il 
forme sur GH, est une demi-corde de la circonférence qui a cette 
droite pour diamètre, et le point de la parabole auquel il aboutit 
fait partie de la surface comique BCHG, comme le sommet A. Il en 
est de même évidemment de l'autre extrémité du paramètre. 
Démontrons maintenant que toute autre corde I perpendiculaire 
à l’axe de la parabole est aussi une corde de la surface conique. 
En vertu du principe 311, I” : FF" °° AI ° AF, IN, FF' dési- 
gnant respectivement la moitié de la corde I et celle du paramètre. 
Mais, si nous menons de I une parallèle à GH, Al: AF °° IL: FH. 
Multipliant le dernier rapport par celui de IK à FG qui est 1, ona 


II? © FF° ** ILXIK ©: FHXFG, 
‘à parce que le quarré da demi-paramètre FF = FH x FG, 
ll’ — ILXIK. 


D'ailleurs, la corde I est dans le plan du cercle KL de la surfase 
conique et d'équerre sur le diamètre KL de ce cercle. Donc enfin, 
les extrémités de la corde I appartiennent à la circonférence du même 
cercle, et toute la parabole se trouve sur la mème surface conique. 
que le cercle BC. 

30 


! 
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350. Pour qu'une parabole et un cercle de plans dferone ap- 

‘partiennent à la mème surface conique, il suffit qu'un diamètre EG 

de la premiere courbe (P. VII, F. 19) concourt avec une corde AB de 

la seconde, et que deux tangentes, l'une EC à l'origine du diamètre, 

Pautre BC à l'extrémité de la corde la plus voisine du concours D, 

se coupent de manière à donner la proportion \ 
AD : AB ‘°° BC : EC. 

Les deux courbes sont effectivement ‘alors sur la surface conique 
qui a pour base la circonférence, et pour deux de ses génératrices, 
la droite BE des contacts et une parallèle AS menée au diamètre 
EG, par l’autre extrémité de la corde AB. 

La droite SH, tirée du sommet du cône à un point quelconque H 
de AB, est dans le plan ADG, comme AS, et va conséquemment 
percer le plan de la parabole en un point G de DE. Menons par 
À une tangente au cercle, puis joignons H à l'intersection I de cette 
tangente avec celle de B. La eorde KHL aura, pour projection 
conique , sur le plan de la parabole, une parallèle MN à EC; car la 
démonstration du principe 304 peut être aisément rendue indépen- 
dante de Ja ligne qui unit M, E, N; le point A se projette à l'infini; 
EG est la projection de AB, et par conséquent, EC est celle de BC. 

Faisons voir maintenant que MN forme une corde de la 
qui a EG pour diamètre et EC pour tangente. La droite NS donne, 
comme transversale du triangle KMO, la relation 

SM-KL-NO = SK-OL-MN, ou SM:SK ::0L-MN°EL:-NO. 
Les triangles semblables ABS, DBE fournissent la proportion 
BD ©: AB |: BE | SB, ou AD, AB :. SE © SB, 
et "parce qu'on suppose que AD * AB :: BC : EC, 
SE ° SB °* BC © EC. 

Or, quand le point H, s’avancant vers B, arrive à ce contact, 
SM devient SE, SK se confond avec SB, OL se change en BC, 
NO en EC, attendu que le pivot I reste fixe et que MO prend la 
position de sa parallèle EC. D'ailleurs, la corde KL, devenue tan- 
gente, se réduit à l'élément B du cercle. La proportion due à la 
transversale NS, qui est toujours vraie, quelle que soit la distance 
de H è B, se trouve donc convertie alors en cette autre: 


SE : SB °° BEXMN ‘ BXEC, 


et pour que celle-ci s'accorde avec la dernière des précédentes, 
MN doit égaler B, c'est-à-dire que la projection conique de KL se 
réduit à l'élément E de la parabole, en mème temps que cette corde 
se réduit à l'élément B du cercle. 

Mais la corde M'N' de parabole, placée sur MO, se réduirait à 
l'élément E en mème temps que MN, car G est son milieu (322). 
Il faut done que MN = M'N' ou que les points M, N soient éga- 
lement écartés de M’, N’, de manière que G se trouve aussi au 
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milieu de MN. Dans ce dernier eas, M, E, N seraient liés par 
une parabole qui différerait de la parabole donnée, ayant pourtant 
EG pour diamètre et CE pour tangente en E : la première embras- 
serait la seconde, par exemple. Celle-ci résulterait d’un autre cercle, 
tangent à BC en B, et d’un autre cône projetant dont le sommet serait 
en un certain point S’ de SB, puisque la génératrice S'A' devrait 
être parallèle à EG. Ainsi, on aurait la proportion 
S'M * STE! °° OL'XM'N' © K'L'XNO; 

qui, pour les tangentes, se réduirait à cette autre 

SE : SB :: BC SEC, 
et il en résulterait 

SE > SB :: SE: SB, 


SE —S'B è STB °° SE—SB * SB oa BE: S'B:° BE° SB, 
relation impossible. 

Par conséquent, MN.— M’N’; toutes les cordes du cercle Qui. 
concourent en: I ont pour projections coniques des cordes de la 
parabole donnée ; cette courbe provient de la circonférence projetée 
du point S, et les deux lignes appartiennent effectivement à la sur- 
face conique SALBK. 


351. Toute surface conique circulaire est coupée selon une para- 
bole par un plan parallèle à lune des génératrices droites. : 

Lorsque le plan coupant AI (P. VII, F. 18), parallèle à la géné- 
ratrice droite SK, est en même temps perpendiculaire au plan 
diamétral KSL qui centient cette génératrice, la section n'est pas 
autre chose que la projection conique d’un cercle BC sur le plan 
AI (300 et 301), et par conséquent elle forme une parabole. 

Quelle que soit la position du plan coupant, parallèle à la géné- 
ratrice droite SC (F. 20), relativement au plan diamétral CSD, son 
intersection avec ce plan sera toujours une parallèle AB à SC. 
Concevous, dans le plan coupant, une corde EG de la surface coni- 
que, qu'un point quelconque B de AB divise en deux parties égales. 
Le plan CBE coupera la surface selon un cercle ou selon une ellipse. 
Un plan HIK, parallèle à celui-là, produira un autre cercle ou une 
autre ellipse, dont l'intersection KK’ avec le plan ABE sera parallèle 
à EG et divisée en deux parties égales au point I. Dans les deux 
cas, les demi-diamètres LM, NO, parallèles à EG, KK’, don- 
neront (46) les proportions 


BE’ * BCXBD °° LM © MCxMD °° LM : MC, 
IK" : IHXIP °° ON : OHXOP :: ON : ÖM. 
Mais LM : ON :: SM: SO, MG: OH :: SM: SO. Done, 
LM ‘ ON ‘°° MC © OH, LM : MC :° ON: : OH, 
BE : BCXBD :: IK ° IHXIP, 
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et puisque BC = IH, 
BE’: IK’ :: BD : IP :; AB : AI, 
ce qui montre (314) que les cordes EG, KK’ de la section faite dans 
la surface conique par le plan ABE appartiennent à une parabole. 


Parabole et cercle de même courbure. 


552. Une circonférence na peut couper la parabole en plus de 
quatre points. 

D'abord, une circonférgace peut couper quatre fois la parabole. 
‘ Marquons deux points quelconques I, P (P. VII, F. 2), l’un sur 
l'arc AE, l'autre sur l'arc symétrique AE’; élevons une perpendi- 
culaire au milieu de la corde IP; puis, d'un point pris sur cette 
perpendiculaire , hors de IP et à l’opposite du sommet A, décrivons 
un cercle qui, après avoir coupé l'axe AM, sorte aux points I, P, 
de l’espace infini EAE' limité par la courbe. Ce cercle devra, pour 
se fermer, couper l’axe une seconde fois, et conséquemment rentrer 
dans les deux espaces EAM, E'AM. Il rencontrera donc de nou- 
veau les arcs AE, AE. 

Mais, quels que soient le centre et le rayon d'une circonférence, 
jamais elle n’aura plus de quatre intersections avec la parabole. En 
effet, cette dernière courbe, ayant tous ses diamètres parallèles , peut 
être considérée comme une ellipse dont le centre et le second foyer 
sont: à l'infini; car les rayons vecteurs du point E, par exemple, 
sont alors EF et EG, parallèle au grand axe AM, et leur somme 
égale cet axe, puisque EG est infiniment igrand comme AM (52). 
Or, quelle que soit la longueur du grand axe d’une ellipse, cette 
courbe ne peut être coupée en plus de quatre points par un cer- 
cle (135). Donc, la parabole est dans le même cas. 


. 555. La parabole n’a pas de cercle osculateur pour son sommet. 

Tous les cercles tangents à la parabole en À (P. VI, F. 30} 
ont leurs centres sur l’axe AF, puisque la normale du sommet se 
confond avec cet axe (342). Or, si un de ces cercles était oscu- 
lateur, il couperait la courbe à son contact A et en un second point 
M, par exemple (16); il devrait done la couper aussi au point M', 
symétrique de M, ce qui le rangerait parmi les cercles à cinq inter- 
sections dont l'existence est impossible (352). 


554. Le rayon de courbure pour le sommet d'une parabole égale 
le demi-paramètre. 

Le cercle à contact de seconde espèce dont la courbure est la 
même que celle d’une parabole au sommet (16), a son centre sur 
Yaxe AF (P. VII, F. 11), puisque la normale en A se confond avec 
cet axe (342). Mais, les normales des extrémités de l’élément A de 
la parabole sont aussi normales du méme cercle. Le centre se trouve 
donc à l'intersection U de ces normales avec l'axe (341), et sa 
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distance au foyer vaut le rayon vecteur de chaque extrémité de 
Yélément A (345). Or, ce rayon vecteur difière infiniment peu de 
AF. Par conséquent, FÜ=FA, AU— 2AF, et le rayon de cour- 
bure AU a effectivement la longueur du demi-paramètre FK (310). 


PROBLEME : Trouver le centre et le rayon de courbure du sommet 
d'une parabole. 

Décrivez du foyer F, avec sa distance au sommet A (P. VII, 
F. 11), un arc qui coupe l'axe à l'opposite de ce sommet. L'’inter- 
section U et la droite AU seront respectivement le centre et le 
rayon de courbure demandés. 


555. Un cercle ne peut toucher la parabole en deux points situés 
du même côté de l'axe. 

Les normales de deux contacts situés du mème côté de l'axe 
devraient concourir au centre du cercle et avoir même longueur. Or 
cette seconde condition ne saurait être remplie (347). 


556. Tout cercle deux fois tangent à la parabole la touche en 
des points symétriques. 

Les deux tangentes communes, appartenant à la parabole, con- 
courent sur le diamètre qui divise en deux parties égales la corde 
des contacts (333); .considérées relativement au cercle, elles se 
rencontrent sur la perpendiculaire au milieu de la même corde. Cette 
perpendiculaire se confond donc avec un diamètre de la parabole. 
Or, le seul diamètre qui puisse couper une corde d’&querre et au 
milieu est l'axe (306); par conséquent, les deux contacts sont à 
Ja mème distance de cet axe. 


357. Si deux cercles E, G (P. VII, F. 21), ayant en commun 
une corde HI de parabole, coupent la courbe en d’autres points, ces 
intersechons limitent des arcs dont les cordes KL, MN sont. paral- 
lèles, et font avec l'axe des angles égaux à celui de la corde 
commune 


Rapprochons le centre E de la corde HI, en le maintenant sur 
la perpendiculaire EO au milieu de cette corde. Nous finirons par 
avoir un cercle E’ qui, passant toujours par les points H, I, touchera 
en P l'arc AKMNL de la parabole, et aucun autre cercle ne pourra 
se trouver dans les mêmes circonstances; car si E' s'éloigne ou se 
rapproche de O, le rayon E’H augmente ou diminue, tandis que 
évidemment la normale E’P diminue ou augmente. Or le cercle E’, 
tangent en P, fait partie de la série des cercles qui, ayant en commun 
la corde HI, coupent la parabole en deux autres points: il est celui 
qui a le simple élément P pour seconde corde commune avec la 
courbe. On peut donc le regarder comme provenant du cercle E, 
dont les intersections K, L se sont rapprochées, pendant le che- 
minement de E vers E”, et ont fini par se confondre en P. 

Tirons le diamètre PQ de la parabole, et par K, une corde que 
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ce diamètre partage en deux parties égales. Elle coupera la courbe- 
en un point L', et la circonference E en un point L”. Si KL’ prend 
part au mouvement de K vers le contact, sans cesser d'avoir son 
milieu sur PQ, les trois points K, L, L', suivant la parabole, arri- 
veront en P au même instant, et L” n’y sera pas encore, car trois 
points du cercle E ne peuvent se réunir sur l'arc AML (352). 
Cependant, L’, moins éloigné de K circulairement que L, devrait 
se confondre avec le premier point avant le second. 

* Dans le cas où KL se trouverait entre KL' et P, on mènerait de 
L une autre corde que le diamètre PQ divisät en deux parties égales ; 
celle-tà, passant entre LK et P, rencontrerait la circonférence E 
en un point K’ qui arriverait en P après K, au lieu d'y arriver 
auparavant. Il est donc impossible d'admettre qu'une corde de. 
parabole, tirée de K ou de L, et coupée au milieu par PQ, puisse- 
différer de KL. Ainsi, cette corde KL est une de celles que le 
diamètre issu de P divise en deux parties égales, et comme les 
mêmes raisonnements montreraient que MN en est une autre, KL 
et MN sont effectivement parallèles (5). 

Le cercle tangent en P devient aussi tangent au point symétrique 
P', si lon place le centre à la rencontre de l'axe et de la normale 
E'P (356). Or, cette nouvelle tangence peut être considérée comme 
provenant du rapprochement et de la confusion des intersections 
H, I. On ferait donc voir, par les considérations employées tout 
à l'heure, que le contact P' est l’extrémité du diamètre qui passe 
au milieu O de HI. Il en résulte que les tangentes aux points P, 
P' de la parabole sont respectivement parallèles aux cordes KL, 
HI (322), et comme ces tangentes font des angles égaux avec 
l'axe (331), il en est de même des cordes communes à la courbe 
et aux cercles. 


358. Tous les cercles tangents au méme point d’une parabole, et 
sécants en outre, interceptent sur cette courbe des arcs dont les cordes 
sont parallèles. 

Les cercles tangents au même point ont en commun une corde 
élémentaire de la parabole, et par conséquent (357), les cordes 
qui joignent les intersections, dans chaque cercle, se trouvent néces- 
sairement parallèles. ° 

On pourrait dire aussi que le principe, ayant été démontré pour 
l'ellipse (142), doit être étendu à la parabole qui n’est qu'une ellipse 
dont les axes sont infiniment grands (352). Il serait possible encore 
de donner une démonstration analogue à celle du principe 142 ou 
à celle du n° 282. 


Paosckme : Déterminer Le centre et le rayon de courbure d'un 
point quelconque de la parabole, autre que le sommet. 

Solution 4 : Tracez la normale du point donné E (P. VII, F. 22) 
et décrivez, d’un point quelconque G de cette droite, un cercle dont 
le rayon soit GE. S'il n’a qu'un autre point commun avec la parabole, 


- 
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il sera le cercle osculateur de cette courbe pour le point E (16); 
car, ayant même tangente en E, il l'y touchera, et de plus il l'y 
coupera, puisque , entré dans l'espace parabolique par l’unique inter 
section simple, il doit, pour se fermer, en sortir par le second 
des deux seuls points qu'il ait sur la parabole. 

Lorsque le cercle G coupe la courbe en deux points H, I, après 
l'avoir touchée en E, il faut tirer, par le contact, une corde EK 
de la parabole qui soit parallèle à HI; puis élever au milieu de 
celle corde une perpendiculaire, pour couper la normale EG. L'in- 
tersection L et la droite EL sont respectivement le centre et le rayon 
de courbure, attendu que le cercle décrit de L, avec EL pour rayon, 
serait osculateur en E, touchant la parabole en ce point, et la cou- 
pant au contact comme au point K, d’après le principe 358 

Il peut arriver que Fintersection K soit fort éloignée de E. Dans 
e cas, on se dispense d'étendre la courbe, en marquant le milieu 
M de EK au moyen d’une parallèle à l'axe menée par le milieu 
N de HI. Cette parallèle, étant un diamètre (307), doit effectivement 
diviser KE comme elle divise HI. 

Solution 2: Après avoir tracé la normale du point donné E, 
abaissez, du même point, une perpendiculaire sur l’axe, pour dé- 
terminer le point E’ symétrique de E; menez par E’ une tangente 
à la parabole, par E une corde EK parallèle à cette tangente E'N, 
et acheyez comme dans la première solution. 

S'il arrivait que K düt se trouver fort éloigné de E, vous mar- 
queriez le milieu M de EK en tirant E'M, parallèle de l'axe A(B). 

Démonstration : La tangente E'N, étant le prolongement de l'élé- 
ment E’, se trouve parallèle aux cordes des ares qui, tangents en 
E, coupent la parabole deux fois (358). Elle détermine donc, 
aussi bien qu'une HI de ces cordes, la direction de la corde EK 
du cercle osculatenr. 

En second lieu, E'M coupe au milieu, comme diamètre, toute 
corde EK tirée, dans la parabole, parallèlement à la tangente E'N 
de l'origine (322). 


MESURAGES DE LA PARABOLE. 


359. La parabole west pas rectifiable. 

Il est impossible d’assigner une ligne droite qui ait même longueur 
que la parabole entière, puisque cette courbe s'étend à l'infini, et 
l'on ne connaît point de longueur linéaire dont Fexact rapport à l'arc 
parabolique puisse être exprimé en nombre entier ou fractionnaire. 


Paosıkus: Mesurer la longueur d'un arc de parabole. 
Employez un des moyens du n° 21. 


360. Tout segment parabolique limité par une portion d’axe et 
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l’ordonnée correspondante est les deux tiers du rectangle formé sur 


, ces droites. » 


‘ 


Partageons l’ordonnée EG (P. VII, F. 23) en un fort grand nom- 
bre n de parties égales; tirons, par les points de division, des 
parallèles à l’axe AG, et par les origines de ces diamètres, des 
parallèles à EG. Le segment AGE se trouvera divisé en rectangles , 
et en triangles mixtilignes rectangles, dont les hypothénuses courbes 
pourront être regardées comme droites. 

Soient y chaque partie de EG, % la longueur de cette ordonnée, 
b celle de AG, et x, a, e", a", ...., les parties de cette abscisse- 
ll est visible que . 


Le triangle.. AHI = 3; 
Le traptze... HIKL = 2942 = ey; 
I, 
Le tapèse... KLMN — x ay +2 — 229; 
l ty 7 
Le trapèze... MNEG = 2 x 3y +7: = SE". 


Mais {312), si nous représentons par p Je paramètre de la para- 
bole, =” 5 +e = MELLA et =: 24042" -® 
gr P P ? 


tu, ee Ze e =. Eu 
conséquence, 


3 3 3 
an, ukL=%, xim—2%, nec — 58, 
ap ap ap 2P 
et la somme des n parties du segment parabolique, ou le segment 
tout entier, 
AGE = Ey HH nu + (an) 
Il ne s'agit plus que de chercher la somme des quarrés des a 
termes d'une progression par différence 
a, a+d, a-+2d, a+3d, ..... a+(n—1)d. 
Ces quarrés sont 
a, a*-+2a4+4d’, a +4ad-+4d*, a°+6ad-+ 094”, 
sen G'+a(n—-1)ad-4(nT— ı)’d”. 
Leur somme se compose des trois quantités suivantes * : 





* Voyez notre Géométrie appliquée, troisième édition , p. 476. 


LE — — 
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sa, 


MOTOS OS ACENUE pl) x ach x 
| nn L 
entiers matt _ „mon mi 
2 3 Pr 3 
— 2? —on—nLn a an — 3n°+n 
6 m md — 


Mais, pour la valeur du segment parabolique, a =1 et d — 2. 
Par conséquent, 


3 


__ 3} , an? — 3n° + n 
AGE = (at ala 8) + 4 mue ) 





3 ? 

Ent nr) 

N 560" — En fn" — Ent dam y frire, 
=, m P 6 ” 


h3 
et comme y = donne y-35 
6 pp 
| Li e e 
La fraction En est infiniment petite, car n peut être supposé 
infiniment grand. On doit donc la négliger et poser 


AGE — ah? ah h° 

— — 3 ? Pr 
h? 
Or (312), > = AG = b; par conséquent enfin, 
2 2 
AGE == 30% = 3 ACHO. 
On aurait aussi 
AGP=3AGPQ. * 


Ainsi, 
AGE-+-AGP = BAPE — = AGEO +; AGPQ — zEPQO, 


ce qui signifie que le segment parabolique limilé par une corde 
d'équerre sur l'axe, est les deux tiers du rectangle formé avec cetta 
corde et la portion d’axe interceptee. 
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961. Tows segment parabolique limité par une portion AM de 
Paxe (P. VII, F. 23) et une portion KM d'une corde oblique sur 
cet axe, vaut le sizidöme du rectangle formé avec Pabscisse AL et 
ordonnée KL de lextrémité de l'arc, plus la moitié du rectangle 
formé avec la même ordonnée et la portion axe. 

Le segment AMK se compose du triangle rectangle KLM et du 
segment AKL. Cette seconde partie, d'après le principe précédent, 
vaut ? AL x KL. Ainsi, 


KL AL x KL 3L 
-AMK — LM x +? x _ RE AXEL 
3(LM-+-AL)KL ALXKL AMXEL ALXKL 
= e +77 - — + 6 ° 
2 
On verrait d'une manière analogue que 
AMR — ADS | ASx RS 


Per conséquent, 
KARK — AMŒLHRS) + ALXKL , ASXRS 


a 6 + 6 


c'est-à-dire que Ze segment parabolique limité par une corde KR, 
oblique à l'axe, vaut la moitié du rectangle formé avec la portion 
d’axe interceptée et la somme des deux ordonnées extrêmes, plus le 
sirième des rectangles formés avec chacune de ces ordonnées et 
l'abcisse correspondante. , 


562. Tout segmeni parabolique limild par une portion A'G de 
diamètre (P. VII, F. 24) et la demi-corde correspondante EG, est 
les deux tiers du parallélogramme formé sur ces droites. 

Abaissons de E la perpendiculaire ER sur le diamètre A'G; 
partageons-la en un très-grand nombre » de parties égales; tirons, 
par les points de division, des parallèles à A'G, et par les origines 
de ces autres diamètres, des parallèles à EG. Le segment A'GE 
se trouvera divisé en parallélogrammes et en triangles mixtilignes 
dont les côtés courbes pourront être regardés comme droits. 

Soient y chaque partie de ER, À la longueur totale de cette 
droite, b celle de A'G, et 2, à’, e", e", ....., les parties de 
diamètres interceptées par les parallèles de EG. En invoquant le 
principe 313, nous trouverons, comme dans le n° 360, 

3 


AGE = È ((1)°+ BY (5) (peau (an) = À 
. + 3P | 3p° 





et parce que — = A'G= b, 


AGE — z bh — 3 A'GEO. 
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Nous aurions aussi ' 


. | AGP = zA/GPQ. 


Conséquemment , 
BA'PB 3 EPQ0,. 


ce qui démontre que le segment parabolique limiti par une corde 
oblique à laze, est les deux tiers du parallélogramme formé avec 
cette corde, des parallèles au diamètre tiré du milieu, et la tangente 
à Porigine de ce diamètre (322). 


563. Tout segment parabolique limité par une portion A'G de 
diamètre (P. vi. F. 24) et la demi-corde Torrespondante EG, vaut 
les quatre tiers du triangle que forme, avec ces droites, la corde 
A'E de l'arc intercepté. | 

Le segment A'GEK — 3A'GEO, et le parallélogramme A’GEO 
est double du triangle A'EG qu'en retranche sa diagonale. Par 
conséquent, 


AICEK = „x 24'8G = Large. | 
Comme on a aussi © 
| A'GPS = è We, 
il est clair que . 
A'GEK-A'GPS = BEA'SPR = S(A'BO+-A'GP) = À RAP: 


Ainsi, tout segment parabolique limité par une corde oblique à 
Paze, vaut les quatre tiers du triangle que forme cette corde avec 
celles qui joignent ses extrémités à l'origine du diamètre tiré de 
son eu, 


564. L'espace compris entre un are de parabole ci les langentes 
de ses extrémités est le tiers du triangle que forment ces tangentes 
avec la corde des contacts. 

L'espace dont il s’agit est l'excès du triangle ETP sur le segment 
perabolique que limite la corde EP des contacts (P. VII, F. 24) ; ainsi 
EA'PTE == ETP — EKA'SPE. 

Or (363) EKA'SPE = $EA'P; EA'P — $ETP, puisque ces 
triangles ont même base EP et que la hauteur du premier est la 
moitié de celle du second, comme A'G est la moitié de TG (334). 
Par conséquent, 


4: — - = = 
EA'PTE = EIP— X-ETP = (1-3) ETP = „ETP. 
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Prost. (a) : Mesurer un segment parabolique .limité par une 
portion dare et la demi-corde correspondante. . 

‘ —Mesurez, en mètres, la portion d’axe AG (P. VII, F. 23)get la 

demi-corde EG. Les deux tiers du produit des longueurs obtenues 

donneront, en mètres carrés, la superficie du segment EKAG (360). 


Prost. (b): Mesurer uh segment parabolique limité par une 
corde d'équerre sur Dare. 000” 

Mésurez, en mètres, la cord& EP (P. VII, F. 23) et la portion 
d’axe AG quelle intercepte. Les deux tiers du produit dés longueurs 
obteriues dorinetorit, en imätres carrés, la superficie du segment 
EKAP (360). 


PadeL. (c): Mesurer un segment paraböligie que Limité une por 
tion Ware et une portion d'une corde oblique kur vèt ace. 

Du point K, commun à la courbe et à la portion de corde KM 
(P. VII, F. 23), abaissez une perpendiculaire KL sur l'axe ; me- 
surez, en mètres, AL, LM, KL; prenez le sixième du produit 
fait avec la première longueur et la troisième, puis la moitié du 
produit fait avec cette troisitme et la somme des deux autres. 
L'addition des deux résultats vous donnera, en metres carrés, la 
superficie du segment AMK (361). 


Paopı. (d): Mesurer un segment parabolique limité par une 
corde oblique sur Paxe. 

Solution 1: Abaissez, de chaque extrémité de la corde KR 
(P. VII, F. 23), une perpendiculaire sur l’axe; mesurez, en mètres 
par exemple, les longueurs AL, LM, MS, KL et RS; prenez lo 
sixième du produit de la première et de la quétriènte, lé sixième 
da produit fait avec la somme des trois premières et la cinquième, 
la moitié du produit de la somme des deux premiètes pat la somme 
des deux dernières; puis additionnez les trois résultats; leur total 
sera; en mètres catrés, la superlitie da segment KAR (361). 

Solution 2: Tracez le diamètre A'G (F. 24) qui divise en deux 
parties égales la corde donnée EP; abaissez, d'une extrémité de 

s une perpendiculaire ER sur A’G; mesurez; en nittres, les 
longaeurs A'G, ER; les deux tiers du produit fait avee la pre- 
mière et le double de la seconde dontieromt ; en mètres carrés, 
la superfitie di segment EKA'SP (63): 

Solution 53 Tricez le diamètre A'G qui divise en deux parties 
égales la corde donnée KP ; abaissez de l'origine une perpendiculaire 
A'U sur EP; mesurer, en mètres, ces deux longueurs; les deux 
tiers de leilr produit sera, en mêtres carrés , la superficie du seg- 
ment EKA'SP (362 ou 363). 


Paosr. (e): Mesurer un segment parabolique limité par une 
portion de diamètre el la demi-corde correspondante. 
Solution 1 : Abaissez, de l'extrémité de la demi-corde EG (P. VII, 
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F. 24), une perpendiculaire ER sur le diamètre donné A'G; me- 
surez, en mètres, ces deux longueurs; les deux tiers de leur 
produit sera, en mètres carrés, la superficie du segment EKA'G 
(362 ou 363). | 

Solution 2: Abaissez, de l'origine du diamètre; une perpendi- 
culaire A'U sur la demi-corde EG; mesurez, en mètres, ces deux 
longueurs ; les deux tiers de leur produit seront, en mètres carrés, 
la superficie du segment EKA'G (362 ou 363). 

Solution 3: Joignez l'origine A’ du diamètre à l'extrémité E 
de la demi-corde; mesurez la superficie du segment parabolique 
A'KEA', et ajoutez-y celle du triangle A'GE. 


Prost. (f): Mesurer un segment parabolique EGHI (P. VII, 
F. 25), limité par deux cordes quelconques EG, HI. 

Mesurez la superficie du segment HKI, que limite la plus grande 
corde, et retrarichez-en celle du segment EKG, que limite la plus 
petite corde. 


Prost. (9): Mesurer un polygone mixtiligne EKGLMN (P. VII, 
F. 25), formé par des droites quelconques et un arc EKG de para- 
Bole, concave à l'intérieur. 

Mesurez la superficie du segmapt parabolique EGKE, que limite 
la corde de l’arc, et ajoutez-y celf du polygone rectiligno EGLMN. 


Prosi. (A) : Mesurer l'espace ETPSA'KE (P. VII; F: 24), com- 
pris entre un arc EKA'SP de parabole et les tangentes TE, TP 
des extrémités de cet arc. 

Mesurez la superficie du triangle ETP, formé par les tangentes 
et la corde dé leurs contacts; puis, prenez-en le tiers (364). 


- Prost; (î): Mesurer un polygone miztiligne EKGHOPJE 
(P. VII, F. 25), formé par des droites quelconques et un arc EKGH 
de parabole, convexe à Pintéricur. 

Tracez les tangentes ER, HR des extrémités de l'arc; mesure 
la superficie de l'espace EKGHRE, que limitent ces trois lignes; 
tetranchez-en les parties rectilignes RST, etc. qui se trouvent hors 
du polygone mixtiligne donné, et ajoutez au reste les parties rec- 
t;lignes EOS, TPOH, etc. de te polygone, situées hors de l'angle 
des tängentes. 


PARABOLOIDE. 

565. On appelle paraboloïde de révolution, ou simplement para- 
boloide, le corps indéfini que renferme la sürfacè tourbe due à la 
révolution d’une demi-parabole autour de son ate. 

Les plans imeridiens d'un paraboloïde coupent sa surface selon 
des paraboles égales à la génératrice. 
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Les plans méridiens sont ceux qui contiennent l'axe de révolution. 
Chacune des positions que prend la parabole génératrice, pendant 
son mouvement circulaire, constitue donc un plan méridien, et cette 
courbe, se trouvant à la fois sur le plan et sur la surface parabo- 
. loidale, forme nécessairement leur intersection. 


566. Le paraboloïde a pour axe, pour pôle et pour foyer, l'axe, 
le sommet et le foyer de la parabole génératrice. 

En premier lieu, l'axe de révolution coupe d'équerre les cordes 
de toutes les paraboles génératrices qu’il divise en deux parties égales, 
et ces cordes appartiennent aussi au paraboloïde (5). 

Il suit de là que les plans méridiens d’un paraboloide sont des 
plans de symétrie. 

En second lieu, le pôle et le foyer d’un paraboloide sont évi- 
demment les points dans lesquels se confondent les sommets et les 
foyers de toutes les paraboles méridiennes. 


567. Tout plan sécant perpendiculaire à l'axe dun paraboloide 
coupe la surface selon une circonférence. 

Concevons des cordes de la surface paraboloidale tirées par le 
point où l’axe perce le plan et perpendiculairement à cet axe; elles 
auront toutes la même longueur, comme cordes correspondantes 
des paraboles méridiennes (565); toutes aussi seront divisées par 
l'axe en deux parties égales (366). Or, ces cordes , se trouvant dans 
le plan coupant, appartiennent à la section. Par conséquent, cette 
section est une circonférence qui a pour centre la trace de l'axe 
sur le plan. 

On peut dire aussi que les divers points de la parabole génératrice 
décrivent autour de l'axe des cercles dont les plans sont perpen- 
. diculaires à cette droite, et qu’en conséquence, tout plan d’équerre 
sur l'axe du paraboloïde doit contenir un de ces cercles. 


.  ProsièmE: Déterminer lo pôle d'une calotte de paraboleide 
limitée par un cercle. 

De deux points E, G de la circonférence limite (P. VIII, F. 1), 
décrivez sur la surface paraboloïdale, avec le même rayon, deux 
‘ arcs qui se coupent en un point N, et avec un autre rayon, deux 
arcs qui se coupent en un point O; puis unissez N à O par un 
arc tracé au moyen d'une règle flexible. Répétez les mêmes opéra- 
tions aux extrémités d’une seconde corde du cercle limite, prise 
à peu près d'équerre sur EG. Vous obtiendrez un nouvel arc N’O’ 
qui coupera NO précisément au pôle P. 

Démonstration : Les points N, O, étant chaeun à la mème distance 
des extrémités de la corde EG, appartiennent au plan de symétrie 
qui coupe cette corde d’équerre et par le milieu. L’arc NO fait 

onc partie d’une parabole méridienne (365 et 366). Il en est de 
même de l'arc N'O', et par conséquent, l'intersection des deux arcs 
se fait au pôle du paraboloïde. 
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#68. Tout plan sécant oblique à lare d'un parabolotde coupe 
la surface selon une ellipse. 

Supposons vertical l'axe A(B) du corps (P. VIII, F.2), et 
prenons, pour plan de projection, le plan méridien vertical qui 
contient une ligne de plus grande pente du plan sécant incliné, 
Ce plan, alors perpendiculaire au plan de projection, s’y projettera 
tout entier selon une droite EG ; les cercles horizontaux du para- 
boloïde seront projetés sur les droites HI, KL, etc., perpendiculaires 
à A(B); les croisements M, N, etc., formeront les projections 
verticales de demi- cordes communes aux cercles et à la section 
du plan EG, demi-cordes qui se trouveront évidemment d'équerre 
sur les diamètres HI, KL, etc., et sur la droite EG. En consé- 
quence , la coupe due au plan sécant est une ellipse qui a EG-pour 
grand axe (47), si M°° N°: ME X MG : NE X NG. 

Or, puisque M, N sont demi-cordes de cercle, perpendiculaires 
aux diamètres, 

M° * N° °° MHXMI : NKXNL, 
et parce que HI, KL, cordes d'une parabole méridienne , perpen- 
diculaires à l'axe, forment les projections coniques de cordes qui 
leur sont parallèles, dans le certle projeté sur la courbe (303), 
MHXMI è NKX<NL :: MEX MG : NEXNG (29). 

569. Tout plan sécant E'(G), parallèle à l'axe A(B) d'un para- 
boloïde, coupe la surface selon une parabole (P. VIII, F. 2). | 

Avec une préparation analogue à celle du numéro précédent, 
nous verrons que 1a section du plan E’(G) est une parabole (311), 
si M° | N°" +! ME’: N'E'. Mais M(G), N’(G), étant des longueurs 
infiniment grandes, sont égales, et ka proportion à démontrer peut 
être changée en cette autre: 

M2 * N'2 °° ME'X M(G) : N'E' X N'(G). 
Imitant ce qui a été fait dans le n° 292, nous arriverons aisément 
à la relation | 

MH Xx MI * NK x NL °° ME' X M(G) : NE X N(G); 

puis, en vertu de ce que M: N°°:MHXM : NKXNL, 
nous trouverons qu'en effet 

M2 ° Nî3 °° ME XM'(G) © NE XN(G) 
ou que 

M2 : N2 °° ME' © NE. 


Paonièms : Tracer l'arc de parabole propre à engendrer une 
calotte de paraboloide donnée et terminée par une circonférence. 
Agissez comme dans le problème de la page 182. 


AepuicaTIONS : I. Il résulte du principe 367 que le paraboloïde 
peut être faconné sur le tour. Si un modèle est donné, on trace, 
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sur une planche, le demi-arc de parabole dont la révolution peut 
l’engendrer, et l’on -enlève le bois qui se trouve entre la courbe 
A'L'TFO et son axe A'P' (P. VITI, F. 2), pour former le gabarit 
ou guide de l'outil. Mais il faut auparavant mesurer avec spin la 
distance O'P' et la noter. Le bloc à tourner est ensuite placé entre 
les pointes horizontales A, P du tour; le gabarit s'établit dans le 
plan horizontal de ces pointes, à une petite distance du bloc, de 
manière que O'P—= O'P' + AA’, et il ne s’agit plus que de faire 
cheminer l'outil de A’ vers 0’, en l’appuyant sur le gabarit, paral- 
lèlement à AA’, pendant que le tour fait pivoter le bloc. Quand, 
dans chacune de ses positions, cet outil a enlevé assez de matière 
pour déborder l'arc A'L'I'O’ d'une longueur LL’, ou II’, ou 00, 
égale à AA’, sa pointe trace sur le bloc une circonférence KL, 
ou HI, ou GO qui appartient au paraboloïde qu'engendrerait l'arc 
de parabole ALIO. Cet arc est effectivement parabolique, car il 
serait couvert tout entier par celui du gabarit, si l'axe A’P’ de ce 
dernier prenait la position AP. 

II. Le meilleur réflecteur qu'on puisse employer pour concentrer 
les rayons solaires, et en général des rayons de lumière ou de 
chaleur a peu près parallèles, est une calotte de paraboloïde ; car 
il est clair, d’après l'application III de la page 232, que ces rayons 
doivent, dans chaque parabole méridienne, se réfléchir vers le foyer 
de la surface courbe (366). 

Pour produire un pareil réflecteur, il faut emboutir une feuille 
métallique, au moyen d'un paraboloïde en bois, façonné sur le tour, 
ou d’une cherche (appl. I, p. 183) qui soit un segment de parabole 
au milieu de l'arc duquel se trouve le sommet de la courbe. 

III. Une personne placée au foyer d’un miroir ellipsoïdal, aurait 
son image à l'autre foyer de -l'ellipsoide complet (appl., p. 123); 
placée au foyer d'un miroir hyperbolpidal, elle verrait son image 
derrière ce miroir , autour du foyer de l'autre nappe (appl.I, p. 183); 
mais, placée au foyer d'un miroir paraholoïdal, elle ne produirait 
aucune image, puisquc les rayons émanés de chacun de ses points, 
ne concouranf pas après s'être réfléchis, ne pourraient rien peindre 
sur le fond de l'œil, ni sur un écran. ” 

IV. Les réflecteurs des lanternes destinées à l'éclairage des cor- 
ridors, des galeries étroites et des rues, doivent être aussi des calottes 
de paraboloide. On leur donne un axe un peu grand, pour en aug- 
menter la puissance de réflexion, et comme le Mc de lumière est 
placé au foyer, toujours assez voisin du sommet, il faut qu'une 
ouverture pratiquée dans la partie supérieure de la calotte, donne 
passage à la cheminée de verre ou à la fumée. 

De pareils réflecteurs n’empèchent point la lumière directe de 
frapper les deux murs de la galerie ou de la rue, et celle qu'ils 
reçoivent est renvoyée au loin, cn faisceau de rayons parallèles ; 
il n'y a aucune perte, si l'axe du paraboloïde est incliné de maniere 
à renconlrer le sol à peu près au milieu de l'intcrvalle de deux 
reverbères consécutifs. 


signaler, pendant la nuit, les abords dangereux , ont des réflecteurs 
paraboloïdes, afin que leurs feux soient apercus de plus loin. Les 
rayons réfléchis, formant alors un cylindre, donnent en effet une lumière 
beaucoup plus intense qu'elle ne le serait, renvoyée par un réflecteur 
qui l'éparpillât sur un grand espace. Il en résulte, à la vérité, que 
le phare est seulement vu de ceux qui traversent le faisceau cylin- . 
drique ; mais, comme la lampe et le réflecteur ont un mouvement de 
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V. Quelques-uns des phares élevés sur les bords de la mer ) pour 


me - 


révolution autour d'un axe vertical, tous les points de l'horizon sont 
successivement frappés d’une vive lumière. Les apparitions et les 
disparitions d'un phare sont d'ailleurs nécessaires, pour que les 
navigateurs ne puissent jamais le confondre avec des feux acciden- 
tellement allumés sur la côte ; elles servent encore à faire distinguer 
les divers phares d'un même pays, car on donne des durées diffé- 
rentes à leurs révolutions, et un livre, à l'usage des miarins, indique 


. le nombre de secondes pendant lequel chaque phare cesse d’être 


visible. 

VI. Les sons de la parole deviennent distincts pour une oreille 
très-endurcie, quand ils lui sont transmis par un cornet façonné 
en paraboloïde de révolution. La parabole génératrice doit, dans ce 
cas, s'éloigner peu de son axe; en d’autres termes, il faut mettre 
le foyer à une très-petite distance du sommet. C’est par ce point 
qu'on fait une section perpendiculaire à l'axe, pour former l’orifice 
qui s'applique contre l'oreille. Comme le son produit à l’autre orifice 
imprime aux particules de l'air renfermées dans l'instrument, des 
mouvements à peu près parallèles, celles qui frappent les parois 
sont réfléchies vers le foyer, et entrant dans le conduit auditif, avec 
celles qui s’y rendent directement, elles contribuent à produire sur 
le tympan un choc assez fort pour faire percevoir les paroles. 

VII. Enfin, les porte-voix ont besoin intérieurement de la forme 
paraboloïdale ; mais elle ne suffit pas: pour qu'il n’y ait aucune 
divergence nuisible entre les directions des mouvements qu'imprime 
la bouche aux particules de l’air, il faut que le paraboloïde ABCDE 
(P. VII, F. 3) soit précédé d'un ellipsoide BEGII qui ait l'un de 
ses foyers au foyer F des paraboles méridiennes, et l’autre au centre 
F' de l'embouchure GH. Par suite d’une telle disposition, effecti- 
vement, presque tous les sons formés en F’ vont se réfléchir sur 
l'ellipsoïde, passent par le foyer commun F, s’y croisent pour aller 
frapper la surface paraboloïdale, puis se réfléchissent de nouveau, 
mais parallèlement à l'axe du porte-voix, ce qui fait que les paroles 
sont transmises à une fort grande distance. 

‘ Si Ton employait le paraboloïde seul, les sons, formés en F, : 
qui n’en frapperaient point la surface, s'écarteraient beaucoup des 
sons réfléchis et sortiraient en cône CFD. L’auditeur, ‚place sur le 
prolongement de l’axe, perdrait donc tous ceux qui, avant d'arriver 
à sa bauteur, croiseraient les génératrices du cylindre CDIK. 
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Mesurages du paraboloïde. 


370. Pour avoir la surface courbe d’une calotte de paraboloïde 
que termine un cercle, 1l faut diviser, par le seziuple du paramètre 
de la parabole génératrice, le volume d'un cylindre circulaire dont 
la hauteur et le rayon égalent chacun l'hypothénuse du triangle rec- 
tangle construit avec le paramètre et le diamètre du cercle limite, 
puis retrancher du quotient le sirième de la superficie d'un cerele 
qui ait le paramètre pour rayon 

Soit la calotte de paraboloide EPG (P. VIII, F. ı), terminée par 
un cercle EG. L'axe PH est perpendiculaire au plan de ce cercle 
(367), et par suite au milieu du diamètre EG, contenu dans le 
plan de la parabole génératrice EPG. Partageons le rayon EH en 
un très-grand nombre n de parties égales d ; menons, par les points 
de division, des parallèles à l'axe PH de Ta parabole ; abaissons, 
des origines I, K, L de ces diamètres, des perpendfialire sur 
PH; désignons respectivement par y, y, A y", ordonnées 
EH, IM, KN, LO, et par x, æ', e", «"", les es dbscisses corres- 
pondantes PH, PM, PN, PO. Les arcs EI, IK, KL, LP pourront 
être regardés comme des droites, et les segments de paraboloïde 
EGQI, IQRK, KRSL, LSP, comme des trones de cône. 

La surface courbe du premier tronc vaut 


IF vent = (9 +) 


Or IM — HT = _EH_Er ou y=y—d; le mangio rectuagie 
ETI donne 


RI = Vle— rd, 
et le principe 312, 
„ap où (y-d) = pr—p(z—x), 
où y°—2yd4d? = pa—p(2—2'), cu ada 
Donc i 


242 — kyd3 + dé d 
FI — VAE +2) = pV (9° 4yd+-d?-+-2°) 


2yd— die 


d. Jemen 
= vl)’ +. 


. Mais, en opérant l'extraction de racine, ou, ce qui est absolument 
la même chose, en développant la puissance 4 de (1y—d)* + p’, 
on trouve  : 


_d p° p* 
= (+ ap te). 


Par conséquent, si nous prenons seulement les deux premiers termes, 
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nous aurons une valeur approximative de l’arc El, qui sera un peu 
trop grande, et la surface courbe du premier tronc de cône vaudra 


[y +r(y- a (== +) = Fora(» 9 + =) 


ed 
= (er-2+2) = 5 (++) 
o =; len). | 


La mème marche fait trouver, pour la surface courbe du second 
tronc de cône IQRK, 


| 3 (ira-4x et), 

pour celle du 3°, KRSL, | 
(6 2d— 4X 5yd? 62a ) ’ 
p y y np» 

pour celle du 4°, 
Zara + qe +) ; 

et pour celle du n° ou dernier, c'est-à-dire pour celle du cône LSP 

sie anna en a). 


Ainsi, la somme de toutes ces surfaces, ou la surface courbe de 
la calotte, vaut 
roro (net | 
P 


+++ + ya + 


| 


Mais nd==y; les n termes de la progression par difference 1, 3, 
| 5... 2n—1, font en totalité (1 +an—i) ="; nous avons 
| vu (360) que la suite des quarrés qui multiplient d’ a pour somme 
ee > et la première puissance du très-grand nombre n peut 


être négligée devant la troisième , ce qui n’augmente que de bien peu 
le résultat final. Conséquemment, la surface courbe cherchée vaut 
approximativement, 


i (49 — pd’ + ind + ipy) = © SUP — +iy +39) 


+ Spy) = = + 3p°y). 


“ 
pi 


-— —- 
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x 
Augmentons encore, en ajoutant le terme a x a ; nous obtien— 
pP y 


drons, pour autre expression moins approchée, . 


a (a +3p°y + L= Ab + 2p°y +-p° :+) 
= (te +p’ PE) = = = (0 +?2) (+ 


Comme, d'après ce qui a été dit plus haut, 27 + —V4y+p", 


la surface courbe cherchée peut aussi être exprimée par 
5 (49°-+-p°)V 4y°+-p?. 


Or, quand y= 0, la calotte n’existe plus et sa surface est nulle. 
Cependant la valeur à laquelle nous sommes parvenus devient alors 


es p° Vpî p° = 2. C'est donc de cette quantité que nous l'avons 
rendue trop grande, en négligeant le troisième terme du develop- 
pement de chaque radical, en supprimant le facteur -; de d?, 


pi 
et en ajoutant — xÉ. Donc enfin, la vraie valeur de la surface 


y 
courbe d'une calotte de paraboloide, que termine un cercle de 
rayon y, est 


+2, 


et pour quarrer cette surface, il faut effectivement diviser par le 
sextuple du paramètre p, le volume x(4y*-+p°) V 4y°<+-p° d'un 
cylindre qui a V 4y°+ p* ou V(EG + p°) pour rayon et pour 
hauteur, puis retrancher du quotient le sixième de #p°, c'est-à-dire 
le sixième de la superficie d’un cercle dont le rayon est p. 


Prosr. (a): Mesurer la surface courbe d'une calotte de parabo- 
loide terminée par un cercle. 

Solution 1: Tracez (369, probl.) l'arc EPG de parabole Zapable 
d’engendrer la calotte | P. VIII, F. 1); déterminez le foyer F et 
le paramètre UV; mesurez ce paramètre et la corde EG perpendi- 
culaire à l’axe PH; élevez au quarré chacune des longueurs obtenues; 
faites le produit de la somme des quarrés, de la racine quarrée de 
cette somme et de 3,1416; divisez-le par six fois UV ; puis retranchez 
du quotient le sixième de 3,1416UV-. 

Solution 2: Marquez le centre H du cercle limite EG, et le pöle 
P du paraboloïde (367, probl.) ; divisez le quarré du rayon EH per 


? 





Me ML mass. ». 
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la hauteur PH du corps; vous obtiendrez, pour quotient, le para- 
mètre UV de la parabole génératrice EPG (312), et vous pourrez 
achever comme dans la solution précédente. 


PaosL. (b): Mesurer la surface courbe d’un segment de parabo- 
loide terminé par deux cercles. 

Mesurez les rayons EH, IM des deux cercles extrèmes (P. VIII, 
F. 1) et l'épaisseur HM ou IT du segment; divisez par cette 
épaissear l'excès du quarré de EH sur le quarré de IM; le quotient 
sera la longueur du paramètre. Vous pourrez donc calculer, comme 
dans le problème précédent, les surfaces courbes des calottes qui 
auraient pour bases les cercles EG, IQ. Retranchant la plus petite 
de la plus grande, vous aurez la surface courbe du segment EGQI. 

Démonstration : Supposons tracée la parabole génératrice EPG du 
paraboloïde auquel appartient le segment donné. En vertu du prin- 


cipe 312, EH — UV x PH, IM — UV X PM. Par conséquent, 
UV XPH—UVXPM—EH—IM, UV(PH—PM)=—EH —IM;, 
et | +” 

. EX —_IM 


UV = 
HM 





574. Le volume d’une calotte de paraboloide, terminée par un 
cerele, égale celui du cylindre qui a pour rayon lare de la calotte, 
et pour hauteur la moitié du paramètre de la parabole génératrice. 

L'axe PH de la calotte EPG :(P. VIII, F. 4) est perpendieulaire 
sur le cercle limite, au centre même (367); il est donc d'équerre 
au milieu du diamètre EG, corde de la parabole méridienne EPG. 

Partageons PH en un fort grand nombre n de parties égales d, 
et, par les points de division I, K, L, concevons des plans paral- 
lèles au cercle EG. Ils diviseront le paraboloïde en troncs de cône 
extrèmement peu épais, et couperont le plan méridien selon des 
parallèles au diamètre EG. 

Le premier tronc EGMN, différant très-peu du cylindre EGOQ, 
a pour volume 

«EH xd ou apxPHXd, 
si p représente le paramètre de la parabole génératrice (312). Dési- 
gnons respectivement par x, a’, =”, a’, ete., les abscisses PH, 
PI, PK, PL, etc.; nous aurons 
. EGMN = sprd, 

et pour les mêmes raisons, 

MNBS — mz’d= np(x-d)d = spad —spd', 

RSTU = spad =.sp(x-2d)d = rprd—2rpd1, 
le 4° tronc de cône vaydra spx"/d = #p(x-3d)d = sprd— 3rpd1, 
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Par conséquent, la somme de tous est 
A eur os... a 
PI 414-449 + (n—1)?]d? | 


Or, nd = «; le total des termes qui multiplie xd* vaut 
[0+2(e—1)]-=a?°—a, ou simplement ni, 


parce qu’on peut négliger la première puissance du nombre infinime.ıt 
grand n; et nous avons trouvé (360), pour lc total des n—1 
an>— 3n2 -+-n 
6 
Ainsi, la somme des moments partiels est, en definitive, 


tap (3-2 452) = pipa), 


| 3 
quarrés qui multiplient d?, s quon peut réduire è re 





- et l'on a 
sm? x PV = + drpri, 
ce qui donne . 
i sapa 
PVv=! 7 —2z—}3PpH, 
3 aps 


comme nous l'avons annoncé. 


un — 
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574. La ligne droite peut être regardée comme engendrée par 
un point qui $e meut constamment dans la même direction ; elle 
résulte donc d'un seul mouvement assujetti à l'unique condition de 
porter le point générateur, par le chemin le plus court, vers un 
‘autre point assigné. 

Pour produire une courbe plane, au contraire, le point générateur 
doit changer de direction à chaque instant, d'une position à la 
position contiguë (1), et cela exige, en général, deux mouvements 
simultanés : un mouvement du point générateur sur un certain 
véhicule, avec un mouvement différent exécuté par le véhicule, dans 
un plan invariable; le point est alors, en effet, dans le cas d'un 
homme qui marcherait sur un vaisseau poussé par les vents, et il 
parcourt une courbe, si les vitesses ont des relations convenables 
de direction et de grandeur. 

De là deux grandes classes de courbes planes : celle où le véhicule 
est droit, celle où il est courbe. Chaque classe comprend trois ordres, 
parce que le véhicule peut tourner autour d’un point fixe, ou che- 
miner sur une directrice droite, ou se mouvoir le long d’une direc- 
trice courbe. Les conditions auxquelles doivent satisfaire les de 
mouvements diversifient les divers genres d’un même ordre, les° 
| espèces d’un même genre, les variétés d'une mème espèce, et éer- 
|  taines dimensions données, telles que la longueur du paramètre pour 

une section conique, distinguent les individus de chaque variété. 

Cette classification embrasse non-seulement toutes les courbes ima- 

ginées jusqu'à présent, mais encore toutes cell.s qu'on pourra 

inventer par la suite. 

Ainsi, le cercle, l’ellipse, l’hyperbole et la parabole appartiennent 
au premier ordre de la première classe, parce qu'elles peuvent être 
engendrées par un peint mobile sur une droite qui tourne autour 
du centre, dans les trois premières espèces, et autour du foyer, 
dans la dernière. Pour celle-ci, la distance du point générateur au 
point fixe doit toujours égaler la distance du même point à une 

: droite donnée (318); pour l'hyperbole, 1a différence des distances 
® du point générateur aux foyers est constante (246); il en est de 
même de la somme de ces distances pour l'ellipse (52); enfia, le 
point générateur du cercle a une vitesse nulle sur le véhicule, ou 
bien cette courbe résulte d'un mouvement unique, et elle est la seule 
qui soit dans ce cas, parmi les courbes planes. 


- 
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Voici, d'après notre classification, le tableau des eourbes planes 
déjà connues et de celles que nous avons encore à étudier. 








ESPÈCES. VARIÉTÉS. 






ORDRESe 


| cLasses 


Cned 









meme nd 






Circouférence. 

Ellipse. 

Ovale de Cassini. 

Hyperboles....... | Hyperbole symétrique. ..... | Deux variétés, 

Paraboles, 1000000 | Parabole du còoe. 

Cassinoïdes ..:+.° | Cessinoïde symétrique. 

Développantes. +.» | Développantes de caustiques. 
7f Leraniscate de Cassini. 

Lemoiscate hyperboliqua 

‘ | Lemniscates.. +... € Lemniscate des pistons, 

fl Vesicoide. 

Meridienne du temps moyen. 

Spirale d’'Archimède. 

Spirale hyperbolique. 

Conchoide, 

Cameroide, 0000100000000, | Quatre variétés, 

nio s000000 | Sinusolde, 


Circonférence 0000 





Ovales.. 00000000 


A point firo.. 00000 


Spirales.... 0.0.0. 


Conchoides. .. 0000 


Véhicule | droit. 


A älrectrice droite... { Logaritbmiques. .. | Logarithmiques usuelles, ... Décimsle. 


Chaînette. 0.0... | Chaînette. ‘ 

Developpantes.... | Développanta du cercle. 

Sur la ligne droite. 
Sur le cercle. 


Déreloppées.... 000 lime drohe. 
. Caustique de réfraction. sense sui n 2 


‘À directrice courbe. Caustique de réfléion. 010000 


A point fize....00s. | Chemins du contact | Chemin du contact d’une can 
des cammes, me et d’un meutonnet"- 


A dircetrice droite.. | Cycloides.-.. 00... | Cycloide. 
A directrice courbe. | Epicycloides...... | Epicycloïde, 
{ 


OVALES. 


375. Les ovales sont des courbes fermées et oblongues ; leur nom 
vient de l'analogie qu'elles ont avec le profil d'un œuf. n yena 
d'irrégulières comme ce profil et de régulières comme l’ellipse; ces 
dernières ont des ayes de symétrie qui se croisent au point fixe du 
véhicule, de sorte que ce point est pour elles un centre. 

Nous n'avons pas à nous occuper des ovales, régulières ou irrégu- 


lieres, formées d’arcs de cercle raccordés , ni de l’ovale qui renferme @ 


quatre arcs de parabole (p. 226, appl. Il): leurs propriétés ne sont 





* Cité seulement comme exemple. 
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pes autres que celles des courbes dont elles se trouvent compasees. 
Quant à l’ovale décrite dans le problème i du n° 53, à l'effet d’imiter 
l'elipse , elle n’a pas assez d'importance pour qu'on s'y arrète. 


. 
OVALE DE CASSINI. 


576. L’astronome Cassini, qui crut voir que l'orbite elliptique. 
atribuée à la Terre ne s'accordait pas tout-à-fait avec le mouvement 
réel de cette planète autour du Soleil, chercha une ovale propre 
à représenter ce mouvement avec exactitude, et son erreur dota la 
science de trois espèces de courbes, dont l’une, celle que nous allons 
éudier d’abord, est susceptible de quelques applications utiles. 

Le mouvement du point générateur sur le véhicule est réglé, 
dans l’ovale de Cassini, par deux points R, R' analogues aux foyers 
de l'ellipse (P. VIII, F. 5), et le pivot O du véhicule droit se 
trouve au milieu de la droite RR’. Nous appellerons régulateurs 
les points R, R', et excentricité la distance OR. 

Un point E, mobile sur le véhicule OE, engendre l'ovale de 
Cassini, lorsque le produit de ses distances ER, ER! aux régulateurs 
est constant, et au moins égal au. double du quarré numérique de 
lexcentricité. | 

Nous démontrerons d'abord que le point E, ne pouvant évidem- 
ment suivre une droite, engendre une courbe ACBD analogue à 
l'ellipse. Cela est vrai, si les ordonnées d'équerre à RR’ vont toujours 
en augmentant de zéro à OC ou à OD, perpendiculaires au milieu 
de la droite des régulateurs. 

Cherchons la valeur d'une ordonnée EF ou y, en fonction de 
Fabscisse correspondante OF ou x et de l'excentricité OR ou e, 
‚ dans l'hypothèse générale rr' = ane”, r, r' rêprésentant les rayons 
, vecteurs ER, ER’, et n un nombre quelconque. Les triangles rec- 
angles EFR, EFR' donnent 


P=y’+FR=y:+(—:), A? =y°+FR" =y°+(0+-2)?. 
Pare conséquent, 
I = quite! D gt + ge 2) +y (ea) (ea) (+23 
= yep ter? sg Heiy? + aexy® + 27 y9 (er — 22)? 
= yiha(ehzt)y2 -$(e? — 22); 
y'+a(e2+-22)y? = inte! — (or 22) ; 
= —(e? +23) + Vl[inte — (e?— 22)? + (e2 + 22)?] 
= (et La) HV (in'ettéezt) = (er) + aeVnleitz:, 
et quand e = 0, | 
y = 0C = — e? +2 Vnie = — e? <ane? = (an—1)e?. 


Le signe + a été mis seul devant les radicaux, parce que le 
signe — répondrait à une valeur ‘imaginaire de y. 
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Supposons maintenant # — 1 au moins, afin que, selon l'énoncé, 
. 2 4 
rr’ égale ou surpasse ae”. Comme y (n° +2) = ne+- — u , 


à fort peu près (370), nous aurons . 


2 4 

yo = +) tane He — 
N x* 

= (an—1)er +(-— e pai 


le coefficient - — 1 de &° sera nul ou négatif, et quelque petit qu'on 


prenne & ou OF, l’ordonnée EF se trouvera nécessairement moindre 
que OC. D'ailleurs, les deux termes négatifs, augmentant avec x, 
font diminuer la valeur de y, à mesure que le point F s’écarte de O. 
Enfin, cette valeur devient nulle, quand e' +e = 2eV' (nez), 
ce qui doune . 

zt 426222 +e! = in?et-»ie?z?, zit 2642 Lei = inte, 

(7° — e?)? = inte, 21—e=anel, (xte)(z—e) = me. 
Ainsi, æ—-e est la distance de R' à l’un des points A,Boüy=o, 
æ—e est celle de R, et comme le produit de ces deux distances 
vaut rr’, les points À, B se trouvent sur la courbe. 

Il reste à faire voir que le chemin ACBD parcouru par le point 
E, sous la condition rr == ane”, ne peut jamais être une circon- 
ference ni mème une ellipse, quel que soit le nombre », pourvu 
qu'il ne varie pas pendant le mouvement. 
__La relation &* — e = ane”, qui a lieu en A et en B, donne 
0A’ = (an + re, gt nous avons trouvé que OC = (an — ı)e. 
Or, pour qu'un cercle püt passer par les quatre points A, C,B,D, 
il faudrait avoir OA = OC, ou 2n—+1—2n—1, ce qui est 
impossible. 

La courbe ACBD ne peut pas non plus coMcider avec uns ellipse, 
car de la coïncidence résulterait (47) la proportion 


EF’ : OC :° AFXBF : AO XBO, " © 
où EF: (an—r)e? :: (AO—FO)(AO + OM 40°, 
ou EP’: (an— 1)et :: AO°— FO" : 40°, 
ou y? © (n—ı)e di (antbi)e? — 223 * (an-F 1) e?, 
qui donnerait 
„ren _ (inter (anna? 
(an + ı)e? an +1 


et en égalant cette dernière expression à — (ex) ae V n°02", 
valeur générale de y”, on formerait une équation qui conduirait à 


x e? 0g? e 
an == = —, quantité variable. 


— em 


5 
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377. La droite des régulateurs, prolongée jusqu’à la courbe, 
est le grand axe dune ovale de Cassini, et la perpendiculaire au 
milieu de cette droite est le petit axe. 

L'expression de FA montre qu'une valeur FO ou GO attribuée 
àz (P. VIH, F.5), donne la mème longueur pour EF et pour 
EF, ou pour GH et GH’. Ainsi, les cordes EE’, HH’, perpen- 
diculaires à AB, sont coupées au milieu par cette droite (5). 

De même, CD divise en deux parties égales les cordes qui lui 
sont d'équerre, car (376) la valeur de r’r'” conduit à 


2 = — (9-0) + Vfmter — (y +-01)7], 
relation qui montre qu'une valeur OI attribuée À y donne la mème 
longueur pour IH’ et pour IH”. 

Enfin, AB est plus grand que CD, puisque 0A’ = (an+i)e, 
tandis que OÙ = (an — ı)e” seulement. 

578. Le demi-petit are d’une ovale de Cassini vaut au moins 
la moyenne proportionnelle entre la moitié du grand axe et le tiers 


de cette moitié (P. VIII, F. 5). 
D'après le n° 376, 
_(n— 1) 


OC (n—1)e? ung 
=:  Gntı)e’ ce qui donne OC = ni) VA: 
Si n=1, c'est-à-dire si le produit rr' des rayons vecteurs est 26’, 


— 04° — 
OC =, et OA : OC :: OC : OA. Quand n> 1, —_— 


er 
surpasse 5, et par conséquent OC’ > — 


379. Le demi-petit axe d’une ovale de Cassini surpasse toujours 
les deux septièmes du grand axe, sans en atteindre la moitié. 
Nous avons vu (376) que OC ne peut jamais égaler OA (P. VIII , 


F. 5), et il résulte du principe précédent que OC = 0A|/! 
; 1 0c=— "204 = A 
au moins. Comme VI = a OC=— 5 = 3 AB. 


— a un léger excès sur =. 


»3,464 


580. L’excentricité d'une ovale de Cassini vaut au plus la moyenne 
proportionnelle entre la moitié du grand axe et le tiers de cette 
moitié (P. VIII, F. 5) 


N a été établi (376) que OA’ =(2n+1)e. Par conséquent, 


OA 
Sn u © u — dd a \ rr’ 
= 5 et sin= ı, c'est-à-dire si le produit constant 





Or, la fraction 
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vu 


0A 
des rayons vecteurs vaut 26°, e° =; ou.bien OA} e:e::0A. 


OA .- 04° 
Mais lorsque n > 1, —— devient moindre que —— . 
1 > 1 2n+ 1 3 


381. L’excentricité d'une ovale de Cassini est Pun des petits cûtés 
du triangle rectangle dont la moitié du grand axe forme l'hypo- 
thénuse, et dont le troisième côté égale la distance d’un régulateur 
à Pune des extrémités du petit axe. 

Ainsi (P. VIII, F. 5), 


OR’ == Au" — CR’. 
En effet (376), AR-AR'— CR-CR', ou bien (377) AR-BR — CR’, 
et BR = 240 — AR; par suite, 
AR (240 — AR) = CR,  240XAR—AË = CR, 
AR —2A0xAR = —CR, ART-A0+V(40°—CR'). 
Mais, , 
OR — AO— AR — A0— A0 \/(40"- CR’) =74/(40"-CR). 
Donc, | | 
OR’ Ps 10 — CR. 
582. L’excentricité d’une ovale de Cassini égale la moitié de. 
petit are, quand celte moitié est moyenne proportionnelle entre 
celle du grand axe et le tiers de la méme longueur. 


Soient OE le tiers de AO (P. VIII, F. 6) et OG la moyenne. 
proportionnelle de AO et de OE; on a 


. 0G —='4A0, ‘ou AO’ = 306, 
et comme OR — AO — GR, si OG est le petit axe (381), 
OR = 30G — GR = 206 + 0G —GR = 206 — (CR — 06). 
= 20G — OR. 
Par conséquent, 
20R° = 206 et OR = 06. 
383. Lorsque l'excentricité d'une ovale de Cassini égale le petit 


axe, le produit constant des rayons vecteurs vaut le double du 
quarré numérique de cette excentricité. 


Le produit des rayons vecteurs vaut toujours CR x CR’ ou CR” 
(P. VII, F. 5). Or, si OR — OC, 


CR’ — OR +0C — 208°. 


y 
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384. L'ovale de Cassini enveloppe totalement Vellipse qui a les 
mêmes axes. 

Cela est vrai, si une certaine abscisse OG (P. VIII, F. 5) ré- 
pond, dans l'ovale, à une ordonnée GH > GK, ordunnée corres- 
pondante de l’ellipse, tar alors le quart BC de la première courbe 
est tout entier en dehors du quart de la seconde. | 

Nous avons trouvé (376) que GH’ —— (e? +2?) 2eV next 
et ® GK’ … (4n?— ı)e —(an— ı)r? 

que ae an + I 
à la moitié de OB. Comme OA cu OB = (an + 1)e", il en résultera 

__ OB’ on À ı 
4 4 


GH — — (+22) +e V(me+ e) 
= — e — x +aeV[e?(n°+in+-i)], 
GH'>-e?-r?2-j-2e? V(n2-+in4+), GH'> -e2- 224 20 V(n+j)?: 
GH'> — e2— x? Le (n4+-1), Gl'> je n ae? 


È | «= —— , 


4 4 


GH>(m— 1)e? 78, GH > (n 1)e?. 


. Supposons OG ou x égale 





2 
€‘) 





Or, 


GK’ — (an + 1)(an — dE (an 1) e? 


= (n— 1)? —i(m—ı)e = (an — e)e:. 
On a donc enfin 
GH’ > GK°. 


385. Toute corde tirée par le croisement des ares d'une ovale 
de Cassini s’y trouve divisée en deux parties égales; elle forme un 
diamètre, et le croisement est le centre de la courbe. 

Superposons la moitié ADB de l’ovale -(P. VII, F. 7) sur 
l'autre moitié (377), de manière que l'arc BFD couvre l'arc AEC. 
La droite OF prendra la direction de OE, et les points E, F se 
confondront. Donc OF = OE. 

Tirons par D une corde DG parallèle à EF; cette dernière 
droite coupera CG au milieu, et la seconde partie du principe 
sera démontrée (5), si nous faisons voir que EF coupe de la même 
manière toute corde HI parallèle à CG. 

Or, rien n'empêche de prendre EF et KL, parallèle à CG, pour 
axes des coordonnées (6), au licu de AB, (D. Alors, la même 
relation (376) qui existera entre l’abscisse OM et l’ordonnée corres- 
pondante MC, liera l’abscisse ON à l’ordonnée NH. Mg cette relation 


è 
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donne, pour l'abscisse OM, deux ordonnées égales MC, MG. Donc, 
toute autre abscisse ON répond aussi à deux ordonnées égales, 
et NH = NI. 


Prost. (a): Trouver le centre d’une ovale de Cassini tracée. 
Agissez comme pour trouver le centre d'une ellipse (41, probl. a). 


Proc. (b): Déterminer les axes d'une ovale de Cassini donfite. 
Agissez comme pour tracer les axes d’une ellipse (41, probl. c). 


Prost. (c): Trouver les cordes qu’un diamètre donné partage em 
deux parties égales, dans une ovale de Cassini. - 

Tirez, par l'une des cxtrémités d'un axe, une corde DG parallèle 
au diamètre donné EF (P. VIII, F. D s et joignez le point G à 


l’autre extrémité du même axe. La corde CG et toutes ses parallèles 


seront coupées au milieu par EF. 


Pros. (d): ‘Marquer les points régulateurs d'une ovale de 
Cassini donnée. 
Solution 1: Cherchez la moyenne proportionnelle de la demi- 


AO-+C0 
somme OTO des moitiés des axes (P. VIII, F. 5) ei de la 


2 
différence AO — CO des mèmes moitiés ; puis portez-la sur le grand 
axe, du centre O en R et en R'. Les points R, R' seront les régu- 
lateurs demandés. 
Démonstration: On a effectivement 


AO + CO 
2 





* OR °° OR : AO—CO, 


lorsque R, R’ sont les points régulateurs. D'abord, 
dE° = °C", 


ensuite (376), 
CR-CR'= CR” AR-AR'— (A0 —O0R)(AO + 0R) — 40° — OR - 
Par conséquent, 


OR’ = 10° -—0R° -— 00°, 
a0R° = 40° — CO = (AO +CO)(A0— CO), 
et 
OR = !(AO-+CO)(AO— CO), 


ce qui revient à la proportion énoncée. 

Solution 2: Cherchez la moyenne proportionnelle qu'ont entre 
elles l’hypothénuse AC du triangle rectangle formé par les demi- 
axes, et la mgitié de cette hypothénuse ; puis, de l'une € des extré- 
mités du petit axe, avec la longueur trouvée pour rayon, décrire 
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m arc qui coupe le grand axe en deux points; ces points R, R' 
seront les régulateurs demandés, 

Démonstration: Le-tracé est vrai, si AC : CR :: CR : £ AC, 
quand R, R' sont effectivement les régulateurs. Or, alors (381) 
OR’ — AO —CR' et CR" = CO + 0R°. 

Donc | 
CR” = CO'+A0 —CR', CR — C0” +40" = AC’, 
el 


CR’ = AC X AC, 


égalité qui donne la proportion voulue. 
° Solution 3: Si le demi-petit axe OC est moyen proportionnel 
entre la moitié AO du grand et le tiers de cette moitié, portez-le 
sur AB, de chaque côté du milieu O. Les points R, R', ainsi 
marqués, seront les régulateurs (382). 


Prosr. (e): Tracer une ovale de Cassini dont -on connatt les 
axes. 

Il faut d'abord reconnaître si le problème est possible. A cette 
fin, partagez en trois parties égales la moitié BO du grand axe 
(P. VIII, F. 6), puis en deux parties égales la longueur AE, com- 
posée de AO et de OE, tiers de BO. Si la demi-circonférence décrite 
du milieu F de AE, avec FA pour rayon, coupe le petit are CD 
en C ou entre C et O, une ovale de Cassini peut passer par les 
quatre points A, C, B, D; car OC__ OG, et OG est moyenne 
proportionnelle entre la moitié du grand axe et le tiers de cette 
moitié (378). 

Il faut ensuite marquer les régulateurs R, R'; élever, à l’extré- 
mité A du grand axe, une perpendiculaire AH égale à BR; prendre 
-sur AB une longueur AI plus grande que AR et plus petite que AR’; 
‘ tirer par R une parallèle RK à HI; décrite de R et de R', avec 
AI, deux arcs de cercle; décrire des mêmes points, avec AK, deux 
autres arcs qui coupent les premiers, et répéter les trois dernières 
opérations, après avoir pris sur AB des longueurs plus grandes ou 
moindres que AI. Chacune de ces longueurs donne quatre points 
de-la courbe ; car, par exemple, les quatre intersections d’arcs L, 
L', L/, L'", dues à AI, appartiennent à l’ovale de Cassini qui 
contient A, C, B, D. 

Demonstration: D’après la construction, AI : AH °° AR! AK, 
ou bien AÏ x AK = AR x BR; par conséquent, le produit des 
distances de R, R' à chacun des points A, L, L’, B, L", L'", 
est constant, et (376) ces six points appartiennent à la même ovale 
‘ de Cassini. D'ailleurs, la détermination de R, R’ place C, D sur 

Yovale qui passe par À et B. x 
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Pronz. (f): Tracer une orale de Cassini dont les points régu- 
lateurs R, R' sont donnés (P. VII, F. 6). 

Elevez une perpendiculaire au milieu © de RRY; cherchez la 
moyenne proportionnelle de l’excentricité OR et du triple de cotte 
longueur ; prenez OA et OB égaux à la moyenne trouvée, ou plus 
grands, et achevez comme dans le problème précédent. 

ll est bon de marquer exactement les extrémités du petit axe. 
Pour. cela, cherchez la moyenne proportionnelle de AR et de BR; 
puis, décrivez, de l’un des régulateurs , avec cette moyenne, un arc 
qui coupe en deux points la perpendiculaire au milieu de RR’. 


Démonstration : La construction donne AO > 30R x OR. 


Conséquemment, OR’ < {AO ‚relation conforme au principe 380. 
Ainsi, une ovale de Cassini qui a R, R' pour régulateurs, peut 
avoir les points A, B pour sommets. 

La courbe passera aussi par les extrémités C, D de la perpen- 
diculaire au milieu de RR’; car il résulte de leur détermination 
CR°—AR-BR, et comme CR=CR', CR°= CR-CR'—AR-BR, 
ce qui signifie que le produit des distances de C ou de D aux 
régulateurs égale celui des distances de A, ou de L, ou de L', «te. , 


anx mèmes points (376). 


Psosz. (g): Tracer une ovale de Cassini dont on connaît les 
régulateurs B, R' et le petit axe CD (P. VIII, P. 6). 

Elevez une perpendiculaire à l'une des extrémités de CR; prenez 
RM = RO, ct portez CM sur la droite des régulateurs, du milien 
O en A et en B. Les points A, B seront les extrémités du grand 
arc, et vous pourrez achever comme dans le problème {e). 

Démonstration: La construction donne AD = CR +OR on 
OR’ = AO — CR, relation conforme au principe 381. 





Prost. (h): Tracer une ovale de Cassini dont on connaît les 
régulateurs R, R' et le grand are AB (P. VIII, F. 6). ° 
Voyez d'abord si le problème est possible, et à cette fin, apérez 
comme dans le problème (e). La moyenne proportionnelle OG de 
AO et de OE, tiers de BO, devra égaler au moins l'excentricité 

OR (380). | 

ll reste ensuite à imiter ce qui a été fait dans le même pro- 
blöme (e), pour trouver les points L, L/, L", L'", etc., de la 
courbe, et à détermincr les extrémités C, D du petit axe comme 
dans le problème (f). 


Pnost. (i): Mener une tangente à locale de Cassini, par un 
point donné sur cette courbe. 

Solution 1: Tirez le diamètre EF qui aboutit au point donné 
E (P. VII, F. 7); cherchez une des cordes que ce diamètre 
an milieu, et menez par E une parallèle FP À cette corde CG. 
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Demonstration: La tangente EP est le prolongement de l'élément 
E de la courbe, et cet élément, dont le point donné E forme le 
milieu, fait partie du système des cordes que te diamètre EF divise 
en deux parties égales. Or, toutes ces cordes sont parallèles entre 
elles (385). } 

Solution 2: Tracez les rayons vecteurs du point donné E (F. 8); 
portez l’un R'E de ces rayons sur son prolongement, de E en F; 
élevez des perpendiculaires aux mêmes rayons, l'une en F, l’autre 
en R; puis joignez E à l'mtersection G des deux perpendiculaires. 

Démonstration: La droite EG est tangente à l'ovale, si elle à 
la mème direction que l'élément E de cette courbe, ou si l'angle 
FEG égale l'angle HEK que le très-petit arc EH forme sur EF. 

Décrivons, de R et de R’, les très-petits arcs HI ; HK, avec 
les rayons RH, R'H. Ils seront d’equerre sur RE, RE, et pour- 
ront être regardés comme parallèles à RG, FG; les angles du 
quadrilatère EIHK égaleront les angles correspondants du quadri- 
latère ERGF, et de plus on aura 

EK : EF °C EI © ER. 
R effet, R'H— R'E+EK, RH— RE —EI, ce qui donne 
R'H-RH — RE: RE-LEK-RE-—R'E - EI— ER : EI. 


Le produit des deux quantités infiniment petites EK, EI peut être 
négligé, et (376), 
R'H-RH = RE-RE. 
Par conséquent, 
EK-RE—NE-FI — 0, EK-RE=NE-EI, 
ER © RE) FT; ER et EK ; EF ;: FI ER, 

Ainsi, les triangles EIK, ERF sont semblables; il en est de 
même des triangies IHK, RGF; il y a similitude aussi entre les 
quadrilatères EIHK, ERGF, entre les triangles rectangles EKH, 
EFG, et l'élément EH se trouve tout entier sur EG... 

Solution 5: Tracez les rayons vecteurs du point donné L; portez 
le plus petit R'L sur le plus grand RL, de L en M; menez la 
parallèle MN de RR’, afin d'avoir la troisième proportionnelle LN 
de RL, R'L; portez LN sur le prolongement de RL, à partir de 

; joignez le point P, qui en résulte, au régulateur R' le plus 
voisin, et abaisscz de L une perpendiculaire L() sur PR’. 

Démonstration: La construction sera justifiée, si nous faisons 
voir qu’en abaissant de R’ une perpendiculaire R'P sur la tangente 
LO, on a | 

LP: RL °° RL © RL. 

Cobsidérons l'élément d'ovale LS, qui, se eonfondant avec LQ, 
se trouve aussi d'équerre sur R'P; décrivons, de R et de R', les 
arcs infiniment petits LT, LU, limités aux rayons ®%ecteurs RS, 
R'S. Ces arcs, étant d'équerre sur leurs rayons, rendent égaux 
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les angles SLT et P, SLU et LR'V; il y'a donc similitude entre 
les triangles rectangles LTS et LVP, LUS et LVR'. Par conséquent, 
LP * LV ‘°° LS: ST, RL°LV:LS°SU, 
LPXST = RLXSU et LP: RL °° SU: ST. 
Or (376), RS X RS=RLXR'L, ce qui donne 
(RIL+-ST)(RL—SU) = RLXEL, 

puis | è 
RL XR'L-+ ST XR'L — RL XSU—STXSU = RLXR'L. 
Négligeant le produit des deux longueurs infiniment petites ST, 
SU, on obtient 

STX RL = BLXSU, et SU : ST :° RL RL. 
Donc enfin, 

LP * RL ‘°° BL: RL. 


ApPpricarions : L’ovale de Cassini est propre, comme l’ellipse , aux 
cintres surbaissés ou surhaussés, car ses tangentes aux extrémités 
des axes sont aussi perpendiculaires à ces droites (probl. i, soli 1). 
Mais, comme pour une largeur et une hauteur de voûte données, la 
. seconde courbe serait totalement enveloppée par la première (384), 
les tangentes les plus inclinées de celle-ci font, avec la ligne de nais- 
sance, des angles moindres que les angles formés par les tangentes 
qui ont, sur l’ellipse, des contacts de mème abscisse horizontale, et il 
s'ensuit (page 231) qu’un cintre de Cassini exerce sur ses piédroits 
une poussée supérieure à celle d'un cintre elliptique. 

Néanmoins, l’ovale convient mieux que l'ellipse aux arches de 
pont qu'on veut rendre tangentes aux piles, sans leur donner un 
cintre plein; car un pont gênant toujours l'écoulement de l'eau, il 
importe d'adopter pour ses voûtes la courbe qui laisse le plus d'espace 
entre elle et la ligne de naissance. 


CASSINOÏDES. 


586. Les cassinoïdes sont des courbes planes, fermées, à quatre 
inflexions (8) , sans points multiples, qui ont une génération analogue 
à celle de l'ovale de Cassini; de là vient leur nom. Comme elles 
ont fort peu d'importance, nous dirons seulement quelques mots de 
la cassinoïde régulière ou symétrique. 


CASSINOIDE SY MÉTRIQUE. 


587. Un point E, mobile sur le véhicule OE (P. VIE, F. 9}, 
engendre une cassinoide symétrique, lorsque le produit de ses dis- 
tances ER, ER' aux régulateurs est constant, moindre que le double 
du quarré numérique de l'excentricité OR, et plus grand ‘que ce 
meme quarré.* 


Il faut, pour ce cas, que, dans la relation générale (376) 


— ew - 
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rr = one", n soit au-dessous de 1 et au-dessus de 4. Ce nombre 
n est donc une fraction comprise entre 1 et i. Par conséquent, 
la moitié OC du petit axe, dont le quarr a pour valeur (an — 1) e*, 
surpasse toujours zéro. | 
» ’ . I 
Mais, dans l'équation y = (2n — 1)e + (- — je 
le coefficient de x? est constamment positif. De là résulte que 


y? = (on—1)e? etque y = OC, 





1 z* 
soit quand z= 0, soit quand à fort peu près (-- 1)z:- ms 


An°e? —% 


ce qui répond dx = + aneV 1 —n. Il est d’ailleurs évident qu'entre 


‘ces deux valeurs de +, l’ordonnee y surpasse OC ; qu’au-delä de la 


seconde, elle est inférieure à cette moitié du petit axe, et quelle 
décroît sans cesse, pour devenir nulle lorsque 


e = OA = EV (an-+ı)e. 


Ainsi, c’est seulement aux sommets À, B que les deux valeurs 
de y conviennent au même point de la courbe; cette courbe s'écarte 
ensuite de son grand axe, pour s’en rapprocher, sans l’atteindre 
en coupant le petit axe; par conséquent, elle est fermée, comme 
les ovales, forme quatre inflexions symétriquement placées, et n'a 
aucun point multiple. 


DÉVELOPPANTES DE CAUSTIQUES. 


588. On appelle caustiques des courbes tangentes à des rayons 
lumineux réfléchis ou réfractés, tous émanés d'un mème point situé 
dans leur plan. Il existe donc des caustiques par réflexion et des 
caustiques par réfraction: chacune de ces espèces a des variétés 
que distinguent la forme du miroir ou du milieu, et il en est de. 
même des développantes (12). . 


DÉVELOPPANTES DE CAUSTIQUES PAR RÉFLEXION. 


389. Lorsque le miroir est plan, la développante de la caustique 
est un cercle. 

Soit AB un miroir plan vertical (P. VIII, F. 10), et L le point 
lumineux. La réflexion d’un rayon horizontal quelconque LA se fait 
de manière qu’il y a égalité entre les angles LAN, RAN, formés 
par la normale AN avec le rayon incident et le rayon réfléchi AR. 

es prolongements de NA, RA rendent donc égaux les angles 
L'AN', LAN, et par suite, les angles BAL, BAL'; la normale LL' 
produit deux triangles rectangles égaux LCA, L'CA ; tous les rayons 
réfléchis dans le plan horizontal de la figure vont concourir, par 
leurs prolongements ‚en un point L' situé derrière le miroir, à une 
distance CL’ égale à celle du point lumineux, et la caustique se 
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réduit au point idéal L', dont la développante est un cercle décrit 
de L' avee un rayon quelconque (14). 


390. Lorsque la distance d'un point lumineux À au centre € 
dun miroir circulaire (P. VIII, F. 11) se trouve moindre que le 
rayon CD du cercle, la developpante de la caustique peut dire 
engendrée pur un point E mobile sur un véhicule droit, à point fire 
situé au milieu O de la droite AB de deux régulateurs. 

L'un des deux régulateurs est le point lumineux À ; l'autre B 
appartient à la droite AC, qui joint le premier au centre du miroir ; 
CB: CD :: CD : CA, et le point générateur se meut de maitré 


C 
que toujours © EA — EB == AB. 


Considérons, ‚sur le plan horizontal, le rayon incident AF, qui 
se réfléchit selon FG, en faisant l'angle CFG égal à l'angle CFA; 
élevons une perpendiculaire au milieu de AF et une autre à l'extré- 
mité F de CF; leur concours H sera le centre d’un cercle qui 
passera par A, F, touchera le rayon CF en F, et coupera le pro- 
ongement de CA en un point B tel qu'on aura CB: CF :: CF: CA. 
L’intersection B est donc le second régulateur. ‘ 

Je dis maintenant que l'intersection E de la mème circonference 


CD 
et du prolongement de GF satisfait à l'égalité ci EA — EB — AB. 


Soit EBI une quatrième proportionnelle à AF, BF, AE. L'égalité 
des angles inscrits AFB, AEB rend semblables les triangles ABF, 
IE; | 


EA : AF°°EI°BF; BF-EA= AF-EI = AF(EB+BI), 
et 


BF 
ag FA — BB = BI. 


Mais Far co, car les triangles CAF, CFB sont sem- 
blables, attendu que les angles AFC, ABF ont chacun ia moitié 
de l'arc AF pour indication. D’ailleurs, puisque l’angle BAF — EAI, 
l'angle EAF = BAI, et comme les angles AFE, ABI ont chacun 
pour indication la moitié de l'arc ABE, il y a similitude entre les 

triangles AEF, AIB. Enfin, AEF est symétrique, car l'angle 
AFG = 2AFC — AEF + EAF, et AFC — ÄEF. Dont, BI= AB, 


de même que EF == AF, et en cffet 2 EA — EB — AB. 


La méme construction, faite pour un autre rayon incident AF, 
donnerait évidemment un poigt E' tel qu'on aurait E'F' = AF' et 


CD 
cali EB = AB. 
Reste à démontrer que la ligne EF'..... a pour norinales lee 
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rayons réfléchis FG, F'G, etc. (13). Cela est vrai, si EK, 
perpendiculaire à GFE, est tangente à la courbe, c’est-à-dire 
si aucun point de cette courbe, autre que E, ne peut se trouver 
sur EK. 

Considérons le point E', relatif à l'incidence F'. Les tangentes 
FH, F'H' du cercle C sont bissectrices des angles AFE, AF'E', par 
suite de la loi de réflexion, et AF=EF, AF —E'F'. L’intersec- 
tion L des deux tangentes donne donc AFL = EFL, AFL=E'F'L, 
puis LE — LA — LE’, ce qui montre que E, E’, A sont sur ne 
circonférence décrite de L. Or, si E’ se trouvait sur EK, l'angle 
droit E/EF serait inscrit au cercle L, et la droite E’LP formerait 
un diamètre, de sorte que l'angle .EPE’ vaudrait EAE’. On aurait 
donc aussi EPE' — FCF', car EAE’ — FCF’, puisque AE, AE’ 
sont perpendiculaires aux tangentes FH, F'H', comme CF, CF’. Il 
faudrait, par conséquent, que les prolongements de FP, LP inter- 
ceptassent ; sur la circonférence C, un arc qui füt seulement égal 
à la différence F'Q des arcs FF’, FQ. Mais, pour que cela eût lieu, 
la parallèle de QP, tirée de F', devrait aller couper une seconde 
fois le cercle C au mème point que FG, ce qui est impossible, 
puisque cette parallèle passe nécessairement entre P et l'intersection 
G des rayons réfléchis FG, F'G, intersection qui se rapproche de 
F, à mesure que E’ se rapproche de E. 

On verrait de mème qu'un point pris sur EE’...., à l’opposite 
de RL par rapport à E, ne peut se trouver sur le prolongement 
de KE. 


Pnontime : Tracer une développante de la caustique due à un 
miroir circulaire et à un point lumineux moins écarté du centre 
que la circonférence. 

Elevez des perpendiculaires au milieu d’un rayon incident AF 
(P. VII, F. 11) et à l'extrémité du rayon CF du miroir ; décriveg, 
du concours H, une circonférence qui passe par À, F, et faites les 
arcs FE, fe égaux respectivement aux arcs FA, fA ; les points E, e 
appartiendront à la courbe cherchée, et l'intersectiôn B de la cir- 
conférence H avec le prolongement de CA sera le second régulateur. 

Abaissez ensuite une perpendiculaire de H au milieu de AB; 
décrivez, de différents points H’, H", pris sur cette perpendiculaire, 
des arcs qui passent par À et B ; puis, coupez ces arcs par d’autres, 
décrits des points F’, f’, F” où les premiers rencontrent le miroir, 
avec les rayons F'A, Ä » FA ; les intersections E’, e’, E” seront 
sur l’une des développantes de la caustique par réflexion (12). 

Pour avoir le point M, où la courbe coupe son axe de symétrie 
AB, il suffit de prendre la distance DM égale à AD, et pour mar- 
quer les points N, N’, qui se trouvent sur la perpendiculaire OH 
au milieu de la droite AB ‘des régulateurs, il faut décrire de À un 
arc dont le rayon vaille CD + CA. 

Démonstration : Les deux premières parties de la construction 
sont évidemment justifiées par le n° 390. 
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Le point M doit donner 
CD 


ça MA — MB = AB... 


Il en résulte 

CD CD 

ca MA—(AB—MA)= AB, MAMA = 248, 

MA (CD + CA) = 2AB X CA, 
MA (CD 4 CA) = 2(CB — CA) CA = (CB X CA — CA”). 
CF CD 
Mais CB = CA = Ci Par conséquent, 
(cn'—ca”) 
CD + CA 

Pour les points N, N’, on a 


MA = 5 = 2(CD— CA) =2AD et DM DA. 


. CA ? 
car NB = NA. En conséquence, | 
- NA(CD—CA) = ABX CA = (CB— CA)CA = ID — €}, 
et NA — CD + CA. 


391. Lorsque la distance d'un point lumineux A au centre € 
d’un miroir circulaire et concave (P. VIII, F. 12) surpasse le rayon 
CD du cercle, la développante de la caustique peut ètre engendrée 
par un point E mobile sur un véhicule droit, à point fire situé au 
milieu O de la droite AB de deux régulateurs. 

L'un des deux régulateurs est le point lumineux A; l'autre B 
appartient à la droite AC, qui joint le premier au centre du miroir; 
CB : CD :: CD: CA, et le point générateur se meut de manière 


« CD 
que EB — EA = AB. 


On voit, ‚comme dans le n° 390, que BF x EA = AF x EI. 
Mais ici EI — EB—BI. Par conséquent, 


BF BF 
. BF CD 
D'ailleurs, les ‘relations wo BI = AB ont encore lieu, et 


EK, perpendiculaire à EG, est tangente à la courbe EE’N. 


Proprime : Tracer une développante de la caustique due à un 
miroir circulaire concare et à un point lumineux plus écarté du 
centre que la circonférence. 


Agissez comme dans le problème précédent (390), soit pour 


nn  — sa 
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trouver les points E, E', etc. (P. VII, F. 12), soit pour marquer 
le point M où la courbe coupe son axe de symétrie AB, et les 
points N, N’ situés sur la perpendiculaire OH au milieu de la 
droite des regulateurs. 


392. La développante d’une caustique due à un miroir circulaire 
el convexe peut étre engendrée par un point E mobile sur un véhicule 
droit "à point fixe situé au milieu O de la droite AB de deux régu- 
lateurs (P. VII, F. 13). 

L'an des deux régulateurs est le point lumineux A; l’autre B 
appartient à la droite AC, qui joint le premier au centre du miroir ; ; 
CB : CD':° CD: CA, et le point générateur se meut de manière 


que DEA +EB = AB. 
On + a, comme dans le n° 390, BF XEA = AF X EI. Mais 


ici EI — BI— EB. Conséquemment, 


TRA = BI—EB, ct 22 BA+-EB = = BI. 
| . BF CD | 
D'ailleurs, la relation =? encore lieu; BI = AB, parce 


que l'angle AFG=2AFC' = AEF-EAF, et que AEF — AFC'; 
enfin, un raisonnement qu'il est facile de faire s d'après celui qui 


termine le n° 390, démontrerait que EK, perpendiculaire à EFG, 


ne peut couper la courbe EE'.... ni à droite , ni à gauche de E, 

et que, par conséquent, les rayons réfléchis EFG, etc., sont les 
normales de cette courbe. . 

| Prosrime: Tracer une développante de la caustique due à un 
miroir circulaire et convexe. 

Agissez comme dans le problème du’ n° 390 , soit pour trouver 
les points E, e, E', e', etc. (P. VIII, F. 13), soit pour marquer 
le point M où la courbe a une, intersection simple avec son axe 
de symétrie AB. Les points N, N’, situés sur la perpendiculaire 


OH au milieu de la droite des régulateurs, sont éloignés de A 


d'une quantité égale à AD. Enfin, la développante a en À une 
intersection, double avec son axe de symétrie. 
Démonstration : Chacun des points N, N’ donne la relation 


ODI NA-+-NA = AB. 


I s'ensuit | 
(CD + CA)NA = AB X CA = (CA—CB)CA = CA — CD’, 
‘et e 
«| NA = CA—CD = AD. 
Parmi tous les rayons incidents, il en est deux AP, AP’ qui sont 
| 35 
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tangents au miroir. Le triangle APC est rectangle; son côté CP 
égale la moyenne proportionnelle entre l'hypothénuse CA et la dis- 
tence du point C au pied de la perpendiculaire abaissée de P sur 
CA. Or CP est aussi une moyenne proportionnelle entre CA et CB, 
puisque le régulateur B dépend de la proportion CB:CD::CD'CA. 
Done, le point B forme le pied de la perpendiculaire abaissée de 
P sur CA; OH, parallèle à BP, coupe AP conime AB, ep deux 
parties égales; AP est diamètre du cercle qu passe par A, P, B; 
la corde AP ne peut être portée que sur elle-mème, pour déter- 
miner le point de la courbe situé sur la circonférence APB, et A 
est un point qui répond sur cette courbe soit à l'incidence P, soit 
à l'incidence P'. . 

On peut dire aussi que les rayons lumineux AP, AP’ se réfié- 
chissent selon leurs prolongements, et que ces prolongements ne 
peuvent couper, pour la seconde fois, qu'en A, les circonférences 
APB, AP'B. Au reste, le point À satisfait à la condition qui règle 


CD 
le mouvement du point générateur, car a AA + AB = AB, puis 
que la distance AA est nulle. 
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393. Lorsqu'un plan sépare les milieux, et que c rayon 
lumineux se réfracte en se rapprochant de la normale au point d'ia- 
cidence , la caustique a pour développante une branche d’hyperbole. 

Soient A le point lumineux (P. VIII, F. 14), DD’ la trace du 
| plan vertical qui sépare les milieux, AF un rayon incident horizontal, 
CFK perpendiculaire à DD’, et FG le rayen réfracté. La perpen- 
diculaire élevée au milieu de AF coupe DD’ en un point H, centre 
d'un cercle qui touche CK au point F, passe par A, et rencontre AO, 
parallèle à CK, en un point B tel qu'on a AO—BO, AF—BF. 
Prolongeons le rayon réfracté GF, jusqu'à ce qu'il coupe le cercle 
une seconde fois en E; tirons les cordes AE, BE, et portons la 
première sur la seconde, de E en I. 

L'égalité des angles inscrits AEI, AFB rend semblables les trian- 
gles symétriques AEI, AFB, et égaux les angles EAI, BAF. Il 
y a done aussi égalité entre les angles EAF, BAI, et similitude 
entre les triangles KAK, BAI; 

a L 
AB:BISSAFCER, et Blz BR—AR == AB — ABI, 
AF +AF 


Or, EF est, pour HE, le sinus de l'angle EHF — CFE — GFK ; 
5 AF est le sinus de l'angle AHF = CFA. Si donc nous prenons 
FG = AF, et que nous abaissions sur CK les perpendiculaires 


- AC, GK, sinus pour AF, nous aurons 


EF GK 


GK 
Tar AC' BE -AE = AB. 
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Un autre rayon incident AF' donnerait 
IR? 
BR' — AE — ABI ‚ 


. . GE GK | 
et d'après la loi de la réfraction, 10 = 10° En conséquence, 
BE' AE' — BE— AE, 


f° qui montre que les points E, E’, etc., sont sur l’une des hyper- 
oles qui ont A, B pour foyers (246). Tous, d'ailleurs, se trouvent 
évidemment du mème côté de l’axe déclinant DD’. N 
Enfin, les rayons réfractés EG, E'G' sont des normales de la 
Branche d’hyperbole ER’... ; car (267) l'angle BEG a pour indication 
la moitié de l'arc BF; langle GEL, formé par le prolongement de 
de AE, a pour indication la moitié de AE-EF, et AE+- EF = BF. 


Paoautar: Tracer la branche d'hyperbole développante dune 
caustique due à la réfraction qui se fait sur un plan et rapproche 
le rayon de la normale. 

Abaissez, du point lumineux A, une perpendiculaire AB sur le 
plan DD’ de séparation (P. VII, F. 14); prenez OB = OA; les 
points A, B seront les foyers de Ihyperbole, et O en formera 
e centre. 

Tirez, par A, une droite quelconque AM ; prehez sur AB une 
longueur AN, et sur AM une longueur AP qui soient entre elles 
comme le sinus de l'angle d'incidence est au sinus de l'angle de 
réfraction ; puis menez BM parallèlement à NP ; AM sera l'axe trans- 
verse, et vous pourrez appliquer les solutions du problème d (248). 


Démonstration: Soit - le rapport du sinus de l'angle d'incidence 


au sinus de langle de réfraction, r étant un nombre moindre que 
i. On aura 
AB : AM SL AN © AP ir} AC: GK, 
et 
GE 


AM = AB-T = BE — AE. 


Donc AM est bien l'axe transverse de l'hyperbole EE'.... (246). 


594. Lorsqu'un plan sépare les milieux, et que chaque rayon 
se réfracte en vécartant de la normale au point incidence, la 
caustique a pour développante une demi-ellipse. 

Le point E se détermine comme dans le cas précédent (P. VIII, 
F. 15); mais en raison de ce que l'angle de réfraction GFK ou 
CFE surpasse l'angle d'incidence AFC, ce point E se trouve au-delà 
de AB, au lieu d'être en-deça, comme dans la figure 14. 

Prolongeons la corde BE d'une quantité EI égale à la corde AE; 
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nous verrons (393) que 


EF GK 
BI = BE-HAR = AB = AB. 
Un autre rayon incident AF’ donnerait 
I+AE = AB 
BE' + AE = AB. 
Par conséquent, 
BE + AE = BE'+ AE, . 


ce qui prouve (52) que les points E, E' sont sur l’une des ellipses qui 
ont A, B pour foyers, et comme l'angle BEF = AEF, les rayons 
réfractés EFG, E'F' forment des normales de cette courbe (70). 

Enfin, la développante de la caustique est seulement la demi- 
ellipse DEE'D'.;; car les rayons réfractés extrêmes se confondent 
“ nécessairement avec DD’, et cet axe est en conséquence la dernière 
normale de la développante. 


ProsLime: Tracer la demi-ellipse developpante d'une caustique 
due à la réfraction qui se fait sur un plan et écarte le rayon de 
la normale. 

Le foyer B, le centre O et la longueur AM du grand axe (P. VII, 
F. 15) se déterminent comme leurs analogues du problème précédent, 
et il ne reste plus qu’à faire l’application du problème e (53). 


395. Lorsque la ligne séparatrice des milieux est une circonférence 
C (P. VIII, F. 16), dans l'intérieur de laquelle se trouve le point 
Iumineun A,.et que la distance AC de ce point au centre contient 
le rayon CD comme le sinus d’incidence contient le sinus de réfrac- 
tion, la caustique due au plus grand des arcs formés par la corde 
déquerre en A sur AC, a pour développante un cercle. 


concours H de la perpendiculaire FH à l’extrémité de CF et. 


de la perpendiculaire au milieu du rayon incident AF, est le centre 
d'une eirconférence qui passe par A‘, touche CF en F, et coupe 
le prolongement de CA en un point B, tel que 
CB © CF °° CF * CA. 2 
Les triangles ACF, FCB sont donc semblables ; 
AF:BF::.CA:CF; +AF.° (BF °° CA : CD; 

sin AFC ! sinBFC ** CA ! CD. 
Mais, par hypothèse, le rayon réfracté FG donne 

sin AFC ° sinGFC' °° CA * CD, 
et l'angle GFC' est aigu comme AFC. Conséquemment, GFC'— BFC; 
tout rayon réfracté se dirige au point B; ce point est la caustique, et 
un cercle quelconque, décrit de B, en forme la développante (14). 


596. Lorsque la ligne séparatrice des milieux est une circonfe- 
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rence C (P. VIII, F. 17), à l'extérieur de laquelle se trouve le point 
lumineux À, et que la distance AC de ce point au centre contient 
le rayon CD comme le sinus d'incidence contient le sinus de réfrac- 
ton, la caustique due au plus grand des deux arcs compris entre 
les tangentes issues de À, a pour développante un cercle. 

La démonstration précédente s'applique entièrement à ce principe. 


597. Dans toutes les autres circonstances où la ligne séparatrice 
des milieux est une circonférence, la développante de la caustique 
west. plus un cercle; mais elle peut toujours étre engendrée par un 
point mobile sur un véhicule droit, à point fire situé au milieu de 
la droite de deux régulateurs. 

L'un des régulateurs est le point lumineux A (P. VIII, F. 18, 
19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26); l’autre B appartient à la droite 
AC, qui joint le premier au centre du cercle ; CB : CD : ; CD : CA; 
et le point générateur E se meut de manière que toujours 


CD r 
+ — — , 


s étant le sinus de l'angle d’incidenee, r celui de l’angle de ré- 
fraction. Cette condition du mouvement ne présente pourtant que 
trois cas, car les deux signes — du premier membre ne peuvent 
saccorder avec le signe + du second. 

* . Premier cas. La développante de la caustique a pour équation 


. 


CD r 
ca FA — EB = „AB, 


quand le point Iumineuz À est dans le cercle C (F. 18), que la 
réfraction se fuit seulement sur le plus grand des arcs formés par 


la corde KAL d'équerre sur AC, et qu'on ar>i, "> Ti: ou 


bien quand le point lumineux est extérieur, que la réfraction se fait 
seulement sur le plus grand des arcs compris entre les tangentes 
issues de ce point, et qu’on a r<i, <a. 

Considérons le rayon incident AF; élevons une perpendiculaire 
au milieu de AF,'et une autre à l'extrémité F de CF; leur con- 
cours H sera le centre d’un cercle qui passera par A, F, touchera 
le rayon CF en F, et coupera le prolongement de CA en un point 
B, tel qu'on aura CB : CF :: CF : CA. L'intersection B est donc 
le second régulateur. - —.. . 

Prenons, pour le rayon réfracté, une droite FG qui donne r > 1, 
EF > BF. Il en résultera O 


r CD : 
i? TA: 


Effectivement, l’égalité des angles AFC, ABF rend semblables les 
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triangles ACF, FCB; 


e- eo eo BF __ CF 
ARIBEIC!C et = 
EF 
Mais, sin AFC =+AF, sinC'FG ou sinEFC =: 1EF; = 
EF BF 
Ar > ap; Par conséquent , 
| r CB 
i” ©’ 


puisque CF = CD. 
Je dis maintenant que le point E satisfait à l'égalité 
CD AL 
ça FA — ES = AB. 
Soit EI une quatrième proportionnelle à AF, BF, EA. L'égalité 
des angles inscrits AFB, AEI rend semblables les triangles ABF, 
IE; 
EA, AF CEI) BF;  BFXEA = AF XEl; 
BF BF 


TA = EB+BI, et 73RA—EB cx BI. 


Mais, d’après ce qui précède, LE = = . Puisque l'angle EAI=BAF, 


Yangle BAI = EAF; en outre, les angles ABI, AFE ont chacun 
pour indication la moitié de AB-+-BE. Les triangles BAI, FAE 
sont donc semblables ; 


© ce e . _Er — 7 
BI ; EF AB: AF; BI = AB = AB. 


Conséquemment enfin, © 
CD r 


, La même construction et les mêmes raisonnements faits pour un 
autre rayon incident AF’, montreraient que le point E’ correspon- 
dant donne 

CD 

CA 

Reste à faire voir que le rayon réfracté EFG est normal à la 
coutbe EE'.... D'abord, la relation EF ° AF :* E'F' : AF donne 


EF : AF :: EP—EF : AFP—AF; 


EA-—-EB = = AB. 


d'où il suit que EF et AF éprouvent des accroissements respecti- 
vement proportionnels & leurs longueurs. Or, le point A autour 
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duquel pivote AF peut être considéré comme un cerele infiniment 
petit, par le centre duquel passe toujours le rayon incident. Si donc 
l'arc FF’ est tr&s- petit, EF devra, dans toutes ses positions, passer 
par un certain point a, et appuyer son extrémité E sur l’arc décrit 
de ce point, avec aE pour rayon. Ainsi, cet arc se confondra avee 
EE”, et comme ER, E’F‘ sont ses normales, la courbe coupe d’équerre 
les rayons réfractés. 

On verrait de même que la développante de la caustique due à 
l'arc LD’K (F. 19) a pour équation 
CD 
CA 
quand le point lumineux A est hors du cercle séparateur, et quà 
CD . 


la fois r<i,2< 


EA — EB — TAB, 


CA 
‘ Prost. (a): Tracer la première développante du premier cas 
(P. VIII, F. 18). 

Tirez un rayon incident du point A à l'un de ceux du grand 
arc KD'L; élevez deux perpendiculaites, l'une au milieu de ce 
rayon AF, l'autre à l’extrémité F, sur le rayon CF du cercle sépa- 
rateur; décrivez, de leur concours H, la circonférence BAF ; cherchez 
une droite qui contienne AF comme le sinus de réfraction contient 
le sinus d'incidence; l'arc EAF qu'elle pourra soutendre, dans le 
cercle H, aura son extrémité E sur la courbe demandée. ’ 

Abaissez ensuite une perpendiculaire de H sur AB; décrivez de 
H', un quelconque de ses points, une nouvelle circonférence qui 
passe per À et par B; cherchez une quatrième proportionnelle à 
AF, EF, AF'; portez-la, comme corde, sur la circorfference H', 
à partir de F'; l’autre extrémité E' de l'arc qu'elle y marquera sera 
un nouveau point de la courbe, et vous en trouverez de la même 
manière autant d’autres que vous voudrez. 

Pour obtenir l'intersection M’ de la développante et de son axe 
de symétrie AB, il faut chercher une quatri.me proportionnelle & 
AF, EF— AF, AD', et la porter sur AB, de A vers B. 

Pour trouver le point e où commence la courbe, déterminez la 
quatrième proportionnelle de EF, AF, CD; portez-la, comme corde 
et è partir de C, sur la demi-circonférence dont AC est le diamètre; 
tracea, par le point N qui en résulte, le rayon'incident ANf; menez 
en f une tangente ef au cercle séparateur C; puis decrivez la cir- 
conference BAf; le point e, où elle coupera ef pour la seconde fois, 
sera l’origine de la développante. 

Démonstration: ‘Les deux premières parties de la construction 
sont évidemment fondées sur le n° 397. 

Le point M' doit donner 


CD r 
[mei ? m pron] “ e 
o MA MB = TAB 
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Il en résulte 

CD 
CA 

CD — CA 
CA 


CD r 
M'A—(M'A— AB) = AB, Ex MA—M'A = -AB—AB, 








M'A = — AB = = (BC—CA) = (D ca) 
t , 





teo © — 


pi Du) 
’ CA 


Par conséquent, 
(CD — CA)M'A = — (0° ca°), 
—i o EF — AF 
AD = — 7 
. Le dernier rayon qui puisse passer d’un milieu dans l'autre est 
nécessairement celui que. la réfraction rend tangent au cercle sépa- 
rateur C. La proportion sinAfC : sinefC :° 1! r devient donc 


sinAfC (11117, 


mA = 2 (CD + CA) = AD. 











et donne 

; . 
| sin AfC = = ‘puis CDsinAfC = = ©, 
ce qui montre que, pour le rayon CD, le sinus CN du plus grand 
angle d'incidence est la quatrième proportionnelle de EF, AF, CD. 
‘ Or, l'angle ANC, étant droit, doit avoir son sommet sur la circon- 
férence dont AC est le diamètre. se 
‘ - On peut voir autrement, du reste, que l’extrémité K de l'arc 
KD'L ne saurait répondre, comme incidence, à un point « de la 
développante. En effet, puisque BC : CK :° CK: CA, l'angle 
BKC est droit, comme l'angle BAK, et il s'ensuit 


i i BK CD 
K° AK °° CK ° CA on, 
B u e + € °K 7 CA 
on EF. DO Kr CD 
e. è 0,9 — — . d . e è. — — 
Ainsi, la condition n? mi evient ici xx > Ca? rend 


Kx > BK. Mais BK, étant diamètre de la circonférence BAK, ne 
peut être surpassé par aucune corde de cette courbe. Donc, le point 
.æ, supposé sur la developpante, n'existe pas. 


Proc. (b): Tracer la seconde développante du premier cas 
(P. VIII, io) | COPI u PI 

Vous trouverez les points E, E‘, etc., comme dans le problème 
précédent ; la distance AM’, du point lumineux à l’intersection de 
la courbe et de son axe de symétrie AB, est une quatrième pro- 
portionnelle à AF, AF— EF, AD’, parce quici l’angle d'incidence 
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surpasse l’angle de réfraction ; enfin l'origine e de la développante 
répond, pour la même raison, à l’incidence K, extrémité de l'arc 
séparateur KD'L. 


598. Deuxième cas. Za développante de la caustique a pour 

équation cp 
r . 

quand le point lumineux A est dans le cercle C (P. VII, F. 20) 
et quer <i; quand ‚le point lumineux est extérieur (F. 21), que 
la réfraction se fait seulement sur le plus petit des arcs compris 
entre les tangentes issues de ce point, et qu’on a r<i; quand le 
point lumineux est extérieur (F. 22), que la réfraction a lieu seule- 
ment sur le plus grand arc et qu'on a r > 1. 

La démonstration est absolument, pour les trois figures, la même 
que celle du n° 397. 


Prost. (a): Tracer la première développante du second cas 
(P. VII, F. 20). | 
Opérez comme dans le problème a (397), pour trouver les points 
E, E’, etc. La distance AM est une quatrième proportionnelle à AF, 
AF— EF, AD, et la distance AM’ s'obtient de la même manière, - 
en remplaçant AD par AD’. 


Prost. (b): Trater la seconde développante du second cas 

(P. VII, F. 21). 

E Opirez comme dans le problème a (397), pour trouver les points 
s &, etc. . . | 
Le point M s'obtient au moyen de la distance- AM, quatrième 

proportionnelle de AF, AF— EF, AD. 

Les origines e, e' de la courbe répondent aux incidences K, L, 
extrémités de l'arc séparateur KDL. 


Proc. (c): Tracer la troisième développante du second cas 
(P. VIII, F. 22). 

Opérez comme dans le problème a (397), pour trouver les points 
E, E, etc. 

"Le point M’ provient de AM’, quatrième proportionnelle entre 
AF, EFT— AF, AD’. 
. Les origines e, e’ s’obtiennent comme celles de la courbe du 
problème a (397). 


399. Taoısıkme cas. Za développante de la caustique a pour 
équation 


CD r 


quand le point lumineux A est dans le cercle Ce qu'on a, soil 
36 
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r>i = <e <© 1 P. VII, F. 23), sitr>iet De, la réfrac- 


tion se fiant seulement sur le plus petit arc, dans cette secondè 
circonstance (F. 24. 

L'équation de la. courbe est encore la méme, quand le point 
lumineux se trouve extérieur, et que la réfraction, se faisant seu- 
lement sur le petit arc (F. 25), rend r > 1, ou que la réfraction, 
se faisant seulement sur le grand arc (F. 26), ‚rend à la fois 

r CD 


r<i, 7 à: 


Les raisonnements sont, pour les quatre figures, absolument les 
mêmes que ceux du n° 397. 


Pnosı. (a): Tracer la première développante du troisième cas 
(P. VII, F. 23). 

Opérez comme dans le problème a (397) s pour trouver les points 
E, E', etc. 


Les distances AM, AM’ sont respectivement des oatrièmes p ro 


portionnelles à AF, EF— AF, AD, et à AF, EF— AF, 


Pnosc. (b) : Tracer la seconde dévelappante du troisième cas 
(P. VIII, F. 24). 

Opérez comme dans le problème a (397), pour trouver les points 
E, E, etc. 

La ‘distance AM est la quatrième proportionnelle de AF, EF 
— AF, AD. 

Les origines e, 6 répondent aux incidences K, L. 


Prost. (e): Tracer la troisième développante du troisième cas 
(P. VIII, F. 25). 

Opérez comme dans le problème a (397), pour trouver les 
points E, E’, etc. 

La distance AM est la quatritme proportionnelle de AF, EF 
— AF, AD. 

Les” NATO e; e' s'obtiennent comme celles de la courbe da 
probleme a (397). 


Prost. (d): Tracer la quatrième developpante du troisième cas 
(P. VII, F. 26). 

Opérez comme dans le problème a. (397), pour trouver les 
points E, E', etc. 
aD. distance AM' est quatrième proportionnelle à AF, AF—EF, 

Les origines e, e' répondent aux incidences K, L. 
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LEMNISCATES. 


400. Les lemniscates sont des courbes qui .sessemblent, comme 
l'indique leur nom, au système des deux ganses d'un nœud de ruban; 
elles ont donc à peu près la forme du chiffre 8. 11 y en a de 
régulières et d’irrégulières ; mais nous n'étudierons qu'une seule de. 
ces dernières : la méridienne du temps moyen. 

Toutes les lemniscates régulières ont deux axes de symétrie, Tun 
limité, l’autre illimité, qui se coupent d’&querre au croisement ; de 
sorte que ce point de double inflexion est le centre de chaque courbe, 
en même temps que le point fixe autour duquel pivote le véhicule 
droit du point générateur. . u 


LEMNISCATE DE CASSINI. 


401. Un point E, mobile sur le véhicule OE (P. IX, F. 1), 
engendre la lemniscate de Cassini, lorsque le produit de ses dis- 
tances ER, ER’ aux régulateurs vaut constamment le quarré 

ique de l’ercentricité OR. 

La relation générale rr' = ane’ du n° 376 devient alors rr' = e”, 
ce qui exige que n= i. Or, le petit axe d'une ovale de Cassini 
est toujours tel que son quarré numérique OC = (an — 1)e®. En 
conséquence, ce petit axe est nul dans le cas présent, et ses extré- 
mités se confondent avez le point fixe O ; de sorte que l’ovale de 
Cassini ou la cassinoide symétrique (387) se change en deux ovales 
irrégulières AEOE', BE”OE"", ou en une lemniscate AEOE""BE"OE', 
qui a pour axes de symétrie les droites d’equerre AB, CD, et pour 
centre le croisement O. ° | 


402. Le quarré numérique du demi-axe limité d'une lemniscate 
de Cassini est double du quarré de l’excentricité. 
Les rayons vecteurs du sommet A (P. IX, F. 1) donnent 


AR X AR! — OB. 
Donc, 
(OA-OB)(OA-+OR)—= OR, OA -OR — OA et 0A = 108. 


Prost. fa): Tracer une lemniscate de Cassini dont on connaît 
l'axe limité. 

Partagez l'axe donné AB en deux parties égales OA, OB (P.IX, 
F. 1); cherchez la moyenne proportionnelle de OA, +OB; vous 
aurez OR, puisque OR = OA x £ OA, et vous pourrez marquer 
les régulateurs. . 

Décrivez alors deux arcs, de R et de R', avec un rayon RE > AR 
et < AR'; cherchez la troisième proportionnelle de RE, OR; 
puis, décrivez, avec cette longueur, deux autres arcs : l'un de R' 
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qui coupe l’arc R aux points E, E'; l’autre de R qui coupe le 
premier arc R’ aux points E”, E'”. Les quatre points ainsi obtenus 
seront sur la courbe cherchée,, puisqu'on aura, par exemple, 


ER XER' — UR . 


Prost. (b): Tracer une lemniscate de Cassini dont les régu- 
lateurs sont donnés. | 

Partagez la droite RR’ des régulateurs en deux parties égales 
OR, OR' (P. IX, F. 1); cherchez la moyenne proportionnelle 


de OR, 20R; vous aurez OA, OB (402), et vous pourrez achever — 


comme dans le problème précédent. 


Propr. (c): Tracer une lemniscate de Cassini dont Vare limité 
et les régulateurs sont donnés. 

Assurez-vous si le demi-axe OA (P. IX, F. 1) se trouve 
moyen proportionnelle entre OR, 20R (402). Dans le cas de 
l’affirmative, la solution est possible, et elle s'exécute comme celle 
du problème a. 


Prosz. (d): Mener une tangente à la lemniscate de Cassini, 
par un point donné sur cette courbe. 
._ Opérez comme dans le problème i du n° 385. 


LEMNISCATE HYPERBOLIQUE. 


403. La lemniscate hyperbolique dépend de l'hyperbole équilatère 
qui a même centre, et l’axe limité pour axe transverse : elle est le 
lieu où chaque tangente de Phyperbole coupe sa perpendiculaire 
abaissée du centre. 

Ce lieu forme en effet une courbe en. 8 dont le croisement se 
trouve au centre S de l'hyperbole équilatère (P. IX, F. 2), et 
dont les sommets se confondent avec ceux de la courbe régulatrice. 

D'abord, les sommets A, B de l'hyperbole sont les intersections 
des tangentes en ces points et de leurs perpendiculaires SA, SB (251). 
A mesure que le contact E s'élève, par exemple, sur la moitié 
supérieure de la branche de droite, la tangente EG fait, avec SB, 
un angle de plus en plus aigu, et la perpendiculaire SG forme, au 
contraire, sur la même droite, un angle de plus en plus ouvert. 
Par conséquent, l'intersection G s'éloigne de SB, pendafit un certain 
temps; mais elle s’en rapproche ensuite, et finit mème par tamber 
sur le centre S, car la limite des tangentes à l'arc infini BE est 
l'asymptote SY (233), qui, dans l’hyperbole équilatère, a l’autre 
asymptote SZ pour perpendiculaire (240). Ainsi, le lieu des inter- 
. sections G, pour les deux branches, se compose de quatre lignes 
courbes issues de S et raccordées deux à deux aux points A, B. 


404. La distance du centre S au point générateur G d'une lem- 
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niscate hyperbolique (P. IX, F. 2) égale toujours une troisième 
proportionnelle à la distance SE-du contact correspondant de l’hy- 
perbole régulatrice, et au demi-axe SB. 
Il s'agit de démontrer la proportion 
SE * SB °° SB : SG. | 

Abaissons de E la perpendiculaire EH sur l'axe AB. Les triangles 
rectangles IGS, IHE seront semblables et donneront 


SG : EH :: GI;IH, SG’: EH° :: GI SH. 
Mais (243), EH — De (SH — SB”), et puisque SC = SB dans 
SB 
l'byperbole équilatère (240), 


EH° — SH —SB. 


| SB 
‘ D'un autre côté (253), SI — sn’ qui fournit 


Gi’ — 57° sc _ SB" SG” _ SB'— SE x SH’ 
SH” SH’ 
4 


En troisième lieu (254), IH = ——. Par con- 


séquent, 


_sB*—SC'x SH", EH° 
oe — . 3° 


SH SH 


SG © EH : 


Multipliant les deux termes du second rapport par SH et divisant 
les conséquents par EH , on obtient 
SG” : 1 °° SB’ SC x SH : Ei, 
puis 
SE’x E° — s5-5C'xSH", SG'(60'+5H')= 55), 
SG x SE” = SB", 
et enfin, 


résultat conforme à la proportion du principe. 


PaOBLÈME : Tracer une lemniscate hyperbolique sur une droite 
donnée” pour are, sans employer l'hyperbole régulatrice. | 

Divisez la droite donnée AB en deux parties égales (P. IX, 
F. 2); décrivez une circonférence dont la moitié SB soit diamètre ; 
tirez par S deux droites SK, SK' qui fassent des angles égaux avec 


. SB; prenez l'arc KL égal à BK; rapportez SL sur SB, de S en M; 
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élevez au point M une perpendiculaire sur SB, jusqu'à la rencontre 
N de la circonférence ; enfin, portez SN sur SK, SK' et sur leurs 
prolongements : les quatre points G, G',G", G’", qui en résulteront, 
appartiendront à la courbe demandée, et vous en trouverez d'autres 
en faisant les mêmes opérations pour de nouvelles droites tirées 
comme SK, SK. 


Remarquez toutefois que SP, déterminée par le milieu P de la | 


demi-circonférence, est la limite des droites qui, menées par le 
centre, sent couner la lemniscate ailleurs qu’en S. Il s'ensuit 
que cetfé courbe se trouve renfermée tout entière entre SP, SP’ 
et leurs prolongements ; de sorte quelle touche ces droites à son 
double point d’inflexion (8). 

Démonstration : Il faut faire voir que la longueur SN, déterminée 
comme il a été dit, est la distance de S au point de la lemniscate 
située sur SK. ‘ 

La corde SN étant moyenne proportionnelle entre le diamètre SB 
et la partie SM, donne 


SN = SLx SB. | 
De la similitude des triangles rectangles SLO, SGI, résulte 
| so x SG 
SI 





SE : SG SO: SI, a SL= 


Par conséquent, 


= SG. 
SN SI 





EH 
Nous avons vu ci-dessus que IH = SH’ insi, 


SH © EH: EH : IH, 
ce qui rend semblables les triangles rectangles EHS, EHI, SGI, 
SLO, SKB, BKO. Or, EHS se compose des triangles EHI, EIS; 
SKB se compose des triangles BKO, SOB, placés comme les 
précédents. En conséquence, EIS, SOB sont semblables aussi, et 
| SI * SO °° SE: SB. 
Mais (404), la valeur trouvée pour SG fournit la proportion 
SE : SB °° SB : SG. 
Donc enfin, 
SI © SO **:SB © SG; = 
Quant à la droite SP, aboutissant au milieu P de la demi-cir- 
conférence SPB, elle forme sur SB un angle de 45° et se confond 
avec l’asymptote SZ. Il en cst de mème de SP’ pour l’asymptote 
SY. Or, cette dernière asymptote est la limite des tangentes EG 
à l'arc hyperbolique BE, et l’autre est la limite des perpendiculaires 
SG abaissées sur ces tangentes. Conséquemment, aucun point de 





= SG, SN=SC et SN—-SG. 
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la lemniscate hyperbolique (403) ne peut se trouver dans les angles 
ZSY', YSZ'; le point S de double inflexion doit même être seul 
sur SP, SP’, ce ‘qui revient à dire que ces droites touchent la 
courbe au centre. 


Arpuicatıions: La lemniscate hyperbolique est une des courbes : 
les plus gracieuses ; aussi fait-clle partie des figures de l’ornement : 
on la trouve dans les grilles et les balcons en fer, dans plusieurs 
produits de la bijouterie, et dans les chaînons de plusieurs chaînes; 
elle est surtout d’un bon effet inscrite à un losange, dont ses axes 
font les diagonales, et accompagnée de deux rosaces qui occupent 
les rentrants (P. IX, F. 3). 


LEMNISCATE DES PISTONS. 


405. La lemniscate des pistons est la courbe dont un arc est 
suivi par le point où s'attache la tige du piston, dans la plupart des 
machines à vapeur ; elle a deux régulateurs R, R' (P. IX, F. 4) 
situés aux extrémités de l'hypothénuse d'un triangle rectangle RDR', 
dont le plus petit côté DR’ est le quart du troisième DR. Le véhicule 
droit tourne autour du milieu C de RR’, et le point générateur s’y 
meut de manière à rester constamment au milieu du plus petit côté 
d'un quadrilatère RE'F'R'R dont les angles varient seuls. Le grand côté 
RR’ de ce quadrilatère reste fixe; les deux côtés RE’, R'F' tournent 
autour de R, R’, et valent chacun la moitié de DR; le quatrième 
côté E'F' égale DR’, et c'est au milieu C’ de celui-là que reste 
toujours le point générateur. 

La courbe a pour centre et double point d'inflexion le milieu C 
de RR’, pour axe illimité cette même droite, et pour axe limité la 
perpendiculaire AB élevée sur Pautre. 

Prenons le quadrilatère dans sa position REFR'R, où le petit 
côté EF est perpendiculaire aux côtés égaux RE, R'F. Le milieu 
C de ce petit côté donne deux triangles égaux CER, CFR'; les trois 
points R, C, R' sont en ligne droite, et le point générateur C se 
trouve au milieu de RR’. 

Si maintenant nous faisons. descendre RE, R'F, le point E se 
rapprochera d'abord de la perpendiculaire ACB, et sen écartera 
ensuite, tandis que F commencera par s’en éloigner et s’en éloignera 
de plus en plus. Le milieu C de EF descendra done entre AB et 
la tirconférence R’. Mais un instant arrive où l'angle REF, qui 
souvre de plus en plus, atteint 180°; RE, EF forment alors la 
droite REF", et R'F" ne peut plus descendre. Ce côté remonte 
donc, pendant que RE” et C” continuent leurs mouvements. ll 
s'ensuit que bientôt après le quadrilatère devient le trapèze symé- 
tique RE'"F'’R’, et que le point générateur se trouve de nouveau 
sur AB. 

Mais le point F'”, remontant toujours, continue à se rapprocher 
de AB, tandis que E'” s'en écarte encore davantage. Le point 
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générateur doit dono s'éloigner de cette droite, pour passer entre 
elle et la circonference R; de plus, il se rapproche de RR’ ou 
s'écarte de E’''F'", parce que le quadrilatère, prenant, par rapport 
à AB, une position symétrique de celle qu'il avait avant d'être 
trapèze, ne peut denner que des points situés au-dessus de E'"F'", 
comme ceux qui précèdent B. 

Bientôt, cependant, RE’ cesse de descendre, attendu que 
R'F'"E'", qui n’a cessé de croître depuis le point F’, atteint 180° 
et met en ligne droite R'F'", E'"F'". Tout le quadrilatère remonte 
donc alors, produisant un arc de courbe CC'" évidemment symé- 
trique à l’are CC”, comme BC!” l’est à BC”. I donne de nouveau 
le point C, dans la position RE'F'R’, symétrique de REFR', par 
rapport à RR'; puis, le milieu de son petit côté se meut au-dessus 
de cette droite des régulateurs, comme il s'est mu au-dessous, 
d’où résulte une seconde ganse CC'AC parfaitement égale à la 
première CC"BC'C, et placée comme celle-ci, soit relativement 
à RR’, soit relativement à AB.: , 


406. Une partie de la lemniscate des pistons est à fort peu près 
droite et perpendiculaire à AD (P. IX, F. 4): c'est celle qui se 
trouve comprise entre les positions parallèles RE, R'F des côtés 
égaux du quadrilatére. 

Il en est de mème de la partie égale E'F", pa? rapport à RD”, 
droite symétrique de RD. | 

Pendant que RE va de sa position à celle de RR’, le point 
générateur décrit à très-peu près l'arc CF, et R'F parcourt un arc 
de cercle Ff un peu plus grand que FF". Or, la droite EF, d'équerre 
sur RD, passe entre e et /; ses distances à ces deux points, étant 
fort petites, diffèrent très-peu. Par conséquent, les mêmes distances 
forment avec ef, EF deux triangles rectangles sensiblement égaux ; 
le milieu de ef se trouve, pour ainsi dire, sur EF, et à plus forte 
raison y peut-il être dans les positions que prend le petit côté du 
quadrilatère entre E, e. | 

Faisons monter le système REFR', au lieu de le faire descendre; 
on verrait de même que la droite CE se confond sensiblement avec 
l'are correspondant de la lemniscate. | 

Enfin, le systeme RE’F’R’, manié comme le précédent, montrerait 
que la droite E"F", d'équerre sur R'D', peut être prise pour l'arc 
correspandant de la courbe. 


Prost. (a): Tracer une lemniscate des pistons dont les régu- 
lateurs sont donnés. 

Solution 1 : Cherchez une longueur qui soit contenue dans la 
demi-distance CR des régulateurs R, R’ (P. IX, F. 4) comme 
1 dans V ı7, ou à peu près comme ı dans 4,12; décrivez une 
demi-circonférence dont CR forme le diamètre; portez-y, comme 
corde, de C en E, la longueur trouvée; décrivez, de R et de R, 


avec RE, deux circonférences, puis, d'un point E pris sur l’une, - 


A 


4 
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et avec le double de CE, un arc qui coupe ou touche l'autre ; 
joignez E’ au contact ou aux intersections F’, f’; portez CE sur 
les droites E'F', E'/', à partir de E'; les points C’, c' ainsi mar- 
qués appartiendront à la courbe. 

Opérant de mème pour d'autres points pris sur la circonférence 
R ou sur la circonference R', vous obtiendrez chaque fois un ou 
deux points de la lemniscate, dont C sera le centre. 

Pour trouver les sommets A, B, vous porterez CE sur RR’, de 
C en G et en H; vous menerez, par G, H, des parallèles à AB, 
droite d’équerre en C sur celle des régulateurs; puis, vous joindrez 
les intersections E'", F”’ de ces parallèles et des circonférences 
R, R’. Les points où les droites de jonction couperont AB seront 
les sommets de la lemnistate. 

Démonstration: Il s'agit seulement de justifier la détermination 
de CE, car le reste de la construction découle du n° 405. 

Le parallélisme de CE, R'D donne CE : ER °° RD: DR, 
ce qui montre que CE est le quart de ER. Done 


—— 2 —— = N R 

CE 4 16CE° — CR’, 
17 

vt CE! CR it: 2 Vi iin 24,123. 


D’ailleurs, la situation du point E sur la demi-circonférence dont 
CR est diamètre rend le triangle CER rectangle, comme il doit 
l'être. 

Solution 2: Après avoir décrit les circonférences R, R', appli- 
quez sur CE le bord droit d'une bande de papier, pour y marquer, 
à la suite l'une de l’autre, deux longueurs égales à cette droite ; 
puis, placez la bande ECF dans diverses positions E'F', E"F", etc., 
de manière que ses extrémités E, F soient chacune sur une des 
eirconferences R, R'; son milieu C marquera des points de la 
lemniscate. 


Prost. (db): Tracer une lemniscate des pistons dont l'axe est 
donné. . 

Divisez l'axe AB en deux parties égales (P. IX, F. 4), par la 
perpendiculaire indéfinie RR’; tirez au point B une autre droite 
indéfinie BE'", parallèlement è RR’; cherchez une longueur qui soit 


eontenue dans BC comme 1 dans V(V68—2), ou à fort peu 
près comme 1 dans 2,5; portez-la de B en E”, et avec son qua- 
druple, décrivez, de ce dernier point, un arc qui coupe CR. L'in- 
tersection R sera l’un des régulateurs; CR’ = CR donnera l’autre 
R'; BE’ vaudra CE; les circonférences R, R' auront RE" pour 
rayon, et vous pourrez achever comme dans le problème précédent. 
Demonstration: Le demi-axe BC = E'"G. Done 


BC’ — RE" RG = ı6CE —(CR— CGh 
= 16CE° — CH +206 XCR— CG". 
37 
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Mais CR — 17CE' et CG=CE. En conséquence, 
BC — 16CE — 1708 + aCEV(1CE°)— CE” 


= 2CR'Viz—aCE = CE (VER), 
et 
BC BC 


CR == _————€—4_anm@t= Sie ea , 
V(V68— a) 2,499 


407. La lemniscate des pistons peut étre engendrée par Pun des 
sommets d’un parallélogramme lié à deux régulateurs. 

La distance RR" des régulateurs (P. IX, F. 5) est encore 
thénuse d’un triangle rectangle RD"R” dont le plus petit côté " 
vaut seulement le quart du troisième D"R. Un côté KI du paral- 
ldogramme pivote autour de R, et sa longueur égale IR ou + RE 
ou iD"R; le côté contigu EC = D"R"; des deux sommets situés 
sur le côté parallèle à EI, le plus voisin de R, lié à R’' par une 
droite invariable R"K, pivote autour de ce régulateur ; enfin, c'est 
le quatrième sommet C qui engendre la lemniscate, que 
les deux mouvements circulaires font varier les angles du parali6- 

e et que le véhiculé droit R”C tourne autour de R”. 

Portons RR" sur son prolongement, de R' en R', et EC sur 
te sien, de C'en F; puis, abaissons de R’ une perpendiculaire sur 
RD" prolongée. Nous aurons DR'—{DR, puisque D'’R"— 1 D"R; 
EF = DR’, puisque EC — D"R", et le point C du quadrilatère 
REFR'R engendrera la lemniscate des pistons (405). H faut done 
faire voîr que le sommet C du parallélogramme se meut comme 
le miliea de EF, vu que ces deux points restent -constamment l'un 
sur l'antre, durant les oscillations simultanées des systèmes dont 
Als font partie. | 

Remarquons d'abord que les trois points R, K, F sont en ligne 
droite, puisque IK, parallèle à EF, en est la moitié, comme RI 
est celle de RE. Conséquemment, R"K est parallèle à R'F, et vaut 
la moitié de ce rayon, ou celle de RE, ou le grand côté du 
‘parallélagramme. 

Remargaons ensuite que la figure CEIK, ayant ses quatre côtés 
constants, ne cessera point d'être un paraliétogramme, malgré la 
variation de ses angles, 

Or, si mous mettons RE dans une position possible RE’, R’K 

dra une position R"K', telle que la distance du point K' de 
“arc KK’ au milieu I’ de RE’ vaudra IK, ct le paralilogramme 
CEIK deviendra le parallélogramme C'ETK'. Par conséquent, la 
droite RK’ prolongée rendra E'F' double de I’K’ ou égale à EF. 

Mais on aura aussi RF'— aRK', comme RR'=— aRR”. Ainsi, 
R'F" se trouve parallèle à R"K', et vaut 2R/K', comme RF—=aR"K; 
ainsi, RF'— R'F; le point F’ se trouve sur la circonférence R' ; 
la figure RE’F'R’ reproduit le quadrilatère REFR', aux angles près, 


ee et … met > 
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et le milieu du côté E'F' de ce quadrilatère se confond avg ke 
sommet ( du parallelogramme. 


408. Pendant que le sommet C du parallélogramme CRIK déerit 
une lemniscate (P. IX, F. 5), le sommet K en décrit une autre 
semblable, dont l'axe est moitié de celui de la première. 

Le quadrilatère RIKR"R. satisfait aux mêmes conditions que le 
quadrilatère REFR'R, car D'R"={D"R (407), R"K==!RE==RI, 
et IK == EC = D'R'=LRE — £RI. Bar conséquent (405), 
le sommet K décrit une lemniscate des pistons. 

En second lieu, l'axe a de la courbe produite par K est molte 


de l’axe A de la courbe due à C, car la relation CE sos? 
établie dans le problème è (406), étant générale, donne pour la 


figure 5, 





Arpuicatione: Le quadrilatère REFR'R (P. IX, F. 5) a été 
employé dans les premières machines à vapeur. On l'appelle mé- 
canisme d fléau, parce que les mouvements simultanés de l'un des 
côtés égaux et du plus petit ant de l’analogie avec ceux des deux 
parties de l'instrument qui sert à battre le blé. 

Dans la pratique, DR forme une horizontale; RE est la moitié 
d'un balancier qui oscille autour d’un essieu fixe R, et à l'autre 
extrémité L duquel se trouve articulée une bielle LM destinée à faire 
tourner l'arbre de la machine ouvrière; R’F est un contre-balancier 
qui oscille autour d’un autre essieu fixe R’; enfin, le fléau EF 
est une barre dont les extrémités et le milieu C ont des articulations. 
C'est à celle de € qu’aboutit la tige verticale CP du piston à vapeur. 

Ordinairement RL, RE, R'F ont chacun 4 mètres; la distance 
horizontale DR des centres d’oscillatien a 8 mètres; leur distance 
verticale DR’ est de à mètres ; la même longueur se donne au fléau ; 
la vapeur fait parcourir au balancier un angle d'environ 15°, tant 
au-dessus qu’au-dessous de sa position horizontale. Il en résulte 
que la course verticale du piston est d’à peu près a mètres ; que le 
milieu de cette course se trouve à 0,029 au-dessus du milieu R” 
de la droite RR’ des centres ; que le bout supérieur de la tige, qui 
suit l'arc EF de la lemniscate (F. HE est seulement à 0%,0016 de 
la verticale issue de C, quand s'achève la descente, et que ce hout 
est è 02,0022 de la même verticale, quand se termine l'ascension. 
Or, d'aussi faibles déviations ne peuvent avoir une influence bien 


292 VESICOIDE. , 


nuigible sur le jeu du piston. On est donc fondé à regarder comme 
exacte la verticalité donnée à ce jeu par le mécanisme à fléau (406). 

Le parallélogramme fut inventé pour rendre disponible l'espace 
-qu'exigeait le contre-balancier. Il porte, comme qualificatif, le nom 
de l'anglais Watt, son inventeur. Le balancier LRE auquel on 
l’adapte (F. 5) est le même que celui du fléau, sauf qu'il a une 
articulation de plus en I. Les articulations des deux autres sommets 
C, K sont doubles ou triples, pour recevoir des tiges de pistons, 
en même temps que les barres CE, CK, KI, R’K. Ainsi, nonseu- 
lement le parallélogramme de Watt diminue de beaucoup la place 
nécessaire à la machine motrice, mais encore il a l'avantage de faire 
jouer verticalement une pompe par son sommet K, tandis que san 
sommet C conduit le piston à vapeur (408). 


VÉSICOIDE. 





409. La lemniscate dont nous avons maintenant à nous occuper 
est nommée vésicoide, parce qu'elle rappelle la vessie natatoire d'une - 
carpe. Elle a pour courbe régulatrice la circonférence dont son axe { 
limité AB forme le diamètre (P. IX, F. 6). : 

Le point générateur E d'une vesicoide chemine sur le véhicule 
droit. OF, de manière que sa distance au centre O égale toujours 
le rayon du cercle régulateur diminué du sinus de Parc qui, sur le 
même cercle, se troure compris entre l’axe limité et le véhicule. 

Pour démontrer qu'une telle génération produit effectivement une 
lemniscate, nous prendrons, en fonction du rayon OB, l'expression 
générale de la perpendiculaire EH abaissée sur ce rayon, d'une posi- 
tion quelconque E du point générateur. 

L’arc de cercle BF, compris entre l'axe AB et le véhicule droit 
OEF, a pour sinus la perpendiculaire FG abaissée sur OB, et 

EH : FG °° OE : OF, ou EH° FG °° OF—EF ° OF, - 

ou encore EH © FG °° OB—FG ° OB, 
ce qui donne : 
__ FG(OB—FG) 
TB » 
Soit FG = nx OB, il ey résulte 
__nX 0B(0B—nX OB) 
HS 0 


EH 


— (n—n? 08 __U 
= (n—n1)0B et si = = 
Ainsi, 

Le rayon du cercle régulateur contient chaque ordonnée de la 
vesicoide, comme l'unità contient l'excès du rapport du sinus corres- 
pondant et du rayon sur le quarré de ce méme rapport. 

Placons maintenant le véhicule droit sur OB. L’arc BF devient 
nul, FG=o,n=o et EH= (n—n’)OB==o, ce qui montre 
que le point générateur est alors en B. 

Quand le véhicule prend la position OC perpendiculaire à OB, 
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FG devient CO, n=ı, n—n’= 0, EH= o de nouveau, et 
le point générateur est en 0. _ 

Dans une position intermédiaire OF, le sinus FG devient une 
certaine partie de OB, n est une fraction, n° forme une fraction 
plus petite, EH a une valeur plus grande que zéro, et le point 
générateur est en E, à une certaine distance de OB. Cette distance 
continue de croître ensuite avec FG et n, mais elle atteint son 
maximum lorsque n= ou que le sinus FG’=#0OB; puis elle 
décroit, pour redevenir nulle. 

En effet, n=! döne E'H'=(1—:)0B—=}{0B. Or, si 
nous posons n =-—; 


d’ 
1 I 1 LI I I 1 
Li 
si nz - 4 
t 1 1 I Li 
ER — (tira) OB = (7-3) OB<EH' 


Ainsi, la génération donne, dans le quart de cercle BOC, un 
arc de courbe BEE'O soutendu par OB. Dans le quart de cercle 
AOC, elle produira évidemment un arc soutendu par OA, tout- 
à-fait pareil à BEE'O, et dans l'autre moitié du cercle, elle formera 
deux arcs égaux et symétriques aux deux premiers. La courbe totale 
est donc fermée, composée de deux ganses égales, et tangente à 
son axe illimité CD, puisqu'elle n’a que son centre O sur cette 
droite. Par conséquent, CD coupe et touche la courbe en O, ce 
centre est un point de double inflexion (8), et le mouvement du 
point générateur produit bien une lemniscate (400). 

Il peut être utile de remarquer que la plus grande ordonnée 
E'H' répond à un arc BF’ de 30°. Effectivement, le sinus F'G' 
prolongé jusqu’au point I de la circonférence se double, de sorte 
que FI = OB. En conséquence, l'arc IBF' est de 60° et l'arc 
BF", de 30°. 


f 


ProsLeug: Tracer une vésicoide dont l’axe limité est donné. 

Décrivez une circonférence dont l'axe donné AB soit diamètre 
(P. IX, F. 6); tracez deux autres diamètres FK, F"K" qui fassent 
des angles égaux avec le premier ; abaissez de F une perpendiculaire 
FG sur AB; décrivez, du même point, avec FG, un arc qui coupe 
FK; puis, avec la distance OE du centre à l'intersection, décrivez 
de ce centre un second arc qui coupe OF”, OK, OK”: les trois . 
intersections E", E'", E'”, ainsi que le point E, appartiendront à 
la vésicoide demandée, et chaque couple de diamètres, tirés comme 
FK, F"K", vous donnera de la mème manière quatre autres points 
de cette courbe. 
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Pour marquer les points E’, etc., les plus éloignés de AB, c'est— 
à-dire les contacts des tangentes parallèles à l'axe limité, il faut 
tracer l’axe illimité perpendiculairement à l’autre; y porter la moitié 
du rayon OB, à partir du centre; mener, par les points L, etc., 
qui en résultent, des parallèles à AB, afin d'obtenir les extrémités 
F', etc., des arcs BF’, etc., dont le sinus est moitié de OB; tirer 
les rayons FO, etc., et y porter OL, de F’ en E'. 

Observation : Si l'on prenait, pour courbe régulatrice, l’ellipse 
ou Tovale de Cassini, au lieu de la circonférence, le mode de 
génération relatif à la vésicoïde circulaire produirait évidemment deux 
autres variétés de cette lemniscate. . 
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410. La meridienne du temps moyen est une lemniscate irrégulière 
qu'on trace quelquefois sur les tadrans solaires, afin qu'ils puissent 
toujours suffire au réglement des montres et des horloges. Elle 
n'a point d’axe de symétrie , ni de centre, mais elle coupe en quatre 
points la méridienne du temps vrai, qui est droite, et deux des inter- 
sections sont si rapprochées qu'elles semblent se confondre. Ainsi, 
la méridienne droite passe à bien peu près par le croisement de la. 
méridienne courbe. 


Prosrimz : Tracer la méridienne du temps moyen sur un cadran 
dont on a la méridienne droite et les autres lignes horaires. 

Du centre du trou par lequel les rayons solaires traversent 
plaque, abaisser une perpendiculaire sur le plan du cadran et me- 
surez-la exactement; joignez son pied P au centre O, eoncours 
de toutes les lignes horaires O.X, O.XI, Q.XII, O.I, O.U, etc. 
(P. IX, F. 9); tracer, sur le tadran, la droite PT, iculai 
à OP; portez-y, de P en T, la longueur mesurée; du point T, 
décrivez une circonférence, avec un rayon arbitraire ; tirez, per le 
même point, AD perpendiculaire à TO; au point D, où AD res- 
contre le prolongement de OP, menez DE parallèle à TP, et 
portez de O en H la ligne O.X, de O en H' la ligne O.XI, de 
O en H" la ligne O.XII, de O en H"la ligne O.I, de O en 
H' la ligne O.II. 

Après cette préparation, prenes l'arc AB do 23°; tires BT 
transversale de OH, OH', OH”, etc.; rapportes OF de O en K, 
OF’ de O en K', OF" de O en K/, OF" de Q eu KE”, OF” 
de O en K'", et unisses par une courbe les cing points K, K, 
kK", K'", K'"; cette conrbe sera suivie par le spectre solaire, le 
jour du solstice d'hiver, de dix heures à deux. 

Pour avoir la courbe analogue LL'L"L'"L'" relative au 1% de 
novembre, vous chercheres ce quantième dans une table de l'da- 
uuatre du bureau des longitudes : sur la même ligne, colonne intitulée 
déclinaison du Soleil à midi, on trouve 14° 28', pour l’année 1837; 
mais cette déclinaison peut être employée, sans inconvénient, de 
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10° à ah et dans toute autre année. Vous la porterez sur l'arc AB, 
de À en B', puis tirant la transversale B'T, vous répéterez toutes 
les opérations faites après te tracé de BT. 

Determinez de même les courbes du 24 décembre, du 10 février, 
du 15 avril, du 15 mai, du 15 et du 21 juin, du 27 juillet, du 
1 septembre, mais en ayant soin de porter sur Ja circonférence T, 
à partir de A et à l'opposite de B, les declmaisons marquées comme 
boréales dans l'annuaire. Les intersections de la méridienne droite 
O.XIX avec les courbes du 24 décembre, du 15 avril, du 15 juin 
et du 1° septembre seront des points de la lemniscate ; le croisement 
se fera entre le deuxième et le quatrième. 

Mais il faut encore trouver les points où la méridienne courbe 
touche les courbes du 21 décembre et da 21 juin, ceux où elle 

la courbe ou plutôt la dreite DE des deux équinoxes, ceux 
enfin où elle conpe les courbes du 10 février, du 15 mai, du 
27 juillet et du 1% novembre, points qui sont les contacts de ses 
tangentes parallèles à la méridienne droite. 

Hl est nécessaire, pqur cela, de tracer quelques lignes des minutes 
entre les Hignes horaires O.XI, O.XII, O.I. A cet effet, rapportez 
DT de D en T', sur le prolongement de OP; décrivex de T’ une 
circonférence quelconque; joignez au centre les points XI, XII, 
I, pour marquer deux arts d'heure; partagez chacun de ces arcs 
en douze parties égales, qui représenteront chacune cinq minutes; 
par tes points de division et par T’, tirez des droites qui coupent 
DE, et joigmez les intersections au point O; vous aurez ainsi les 
lignes de 11° 5’, 11° 10°, 12% 15°, ete., nah 5', 12. 10’, etc. 

Alors, recourez de nouveau à l'annuaire ; cherchez, par exemple, 
le 21 décembre, dans la table déjà employée ; vous trouverez, sur la 
même ligne, colonne intitulée temps moyen à midi vrai, 11° hg! 24" 
pour l'heure que doit marquer une horloge, quand, ce jour là } 
le Soleil marque midi. Ainsi, l'horloge retarde de 12% — 11° 58’ 24 
ou de 1” 36" sur le Soleil, et quand elle sonne midi, l’astre doit 
être ‘è 12° 1' 36". Tracez donc, à vue, entre les lignes horaires 
de XII et de I, une diroite qui passe par O et réponde à environ 
125 ı' 36" ; l'intersection de cette droite et de la courbe du 21 dé- 

| sera le contact de la lemniscate. 

Vous trouverez d'une manière analogue les autres points men- 
tionnés ; il ne s'agira plus que de les unir entre eux et avec les 
points déjà obtenus, par une courbe qui les prenne dans l'ordre 
suivant, en commencant par le plus élevé sur la méridienne O.XH: 
a4 décembre, 10 février, 21 mars, 15 avril, 15 mai, 15 juin, 
21 juin, 27 juillet, 1% septembre, 21 septembre, 1° novembre, 
et 21 décembre. 

ation: Le plan qui contient le centre du Soleil et l'axe 
terrestre peut être supposé fixe pendant la rotation de notre globe, 
et fl passe toujours par l'étoile polaire. Les lignes horaires données 
sont Îles diverses intersections de ce plan et du cadran, qui participe 
à in rotation de la Terre. Mais elles sont aussi les intersections du 
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cadran et des plans que déterminent leur concours O, le centre 
de la plaque et le centre du Soleil. Comme ce dernier point et les 
lignes horaires sont communs à ces plans et au plan fixe, tous ren- 
ferment aussi l'axe terrestre et l'étoile polaire. Donc, leur inter- 
section passe par cette étoile; elle se trouve parallèle à l'axe, à 
cause de l’extréme éloignement de la rencontre, et TO, qui est 
cette intersection rabattue sur le cadran, peut remplacer le mème 
axe, quant à la direction. 

Dans chaque jour équinoxial , l'équateur peut être considéré comme 
renfermant, de 16° à 2h, la droite qui joint les centres de la Terre 
et du Soleil. Cette droite se trouve donc alors d'équerre sur l'axe. 
Or, la droite qui joint le centre de la plaque au centre du Soleil 
est toujours parallèle à la précédente , à cause du grand éloignement 
de l’astre; par conséquent, ATD perpendiculaire sur TO, donne, 
dans le plan rabattu, la direction qu'ont les rayons solaires qui 
traversent la plaque à son centre, de 10h à at, un jour d'équinoxe. 
Ainsi, ces rayons forment un plan perpendiculaire à la verge du 
cadran, que représente TO. 

Relevons le plan du triangle TPO et du cercle T, en le faisant 
tourner autour de OP ou OD, droite du cadran; le point D ne 
bougera pas ; il appartient donc à la trace du plan formé par les 
rayons d'équinoxe. Mais ce plan est perpendiculaire au plan DTO, 
et ce dernier l'est au cadran. Conséquemment, l'intersection du 
premier et du troisième se trouve d’equerre sur le second et sur 
OD. Ainsi, DE est la ligne que parcourra le rayon solaire reçu par le 
centre de la plaque, de 10h à 2°, un jour d'équinoxe. 

La verge, chaque ligne horaire et le rayon équinoxial corres- 
pondant forment un triangle rectangle ; l’angle droit de ce triangle 
est déjà rabattu en DTO. Si donc on ramène en H, sur le prolon- 
gement de TD, le sommet X , par exemple, du triangle qui répond 
à la dixième heure d'un équinoxe, HTO sera ce triangle rabattu 
sur le plan du cadran. 

Au solstice d'hiver, la droite qui joint le centre du Soleil à celui 
de la Terre perce la surface du dernier globe sur le tropique du 
capricorne, de 10° à 2}; autrement, elle fait un angle de 23° + 
avec sa position des équinoxes, et ces degrés doivent être complés 
au-dessous de l'équateur, par rapport à nous. La droite BTF est 
donc, en rabattement, le rayon qui tombe au centre de la plaque, 
de 10° à ab, le jour du solstice d'hiver, et puisque OH est la 
ligne horaire O.X rabattue, FTO donne le triangle formé par ce 
rayon, cette ligne et la verge. Mais OK = OF; en conséquence, 

est le point où le mème rayon frappe le cadran à 10°, et la 
courbe KK'K".... est le chemin qu'il suit de 10h à 2°. 

. On verrait de mème que LL'L".... est la courbe tracée par le 
pied du rayon B'T, le premier jour de novembre, et que MM'M".... 
forme le lieu où se trouve le centre du spectre solaire dans la 
journée du 15 avril. À cette époque, le Soleil étant au-dessus de 
l'équateur , il faut que le rayon parte d'un point B” situé au-dessus 
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de A, sur le cercle T, qui est, pour le centre de la plaque, ce 
qu'est un méridien pour le centre de la Terre. 

De mème, le plan congu par AD, perpendiculairement & la verge, 
est, relativement à cette verge, comme l'équateur par rapport à l’axe 
terrestre. Rabattons ce plan sur celui de la figure, en le faisant 
tourner autour de sa trace DE. La droite ATD, qui est dans le 
plan DTO, perpendiculaire à DE, tombe nécessairement sur le pro- 
longement de OD; T vient en un point T’, tel que DT’ = DT, 
et le cercle T' est, dans le rabattement, l'équateur du cadran. Or, 
les 24 heures du jour répondent à des arcs égaux de l'équateur 
terrestre, et les lignes horaires de l'équateur du cadran sont évidem- 
ment les droites X.T", XI.T', XII.T', I.T', etc. Ces droites 
doivent donc partager la circonférence T’ en arcs égaux ; le soixan- 
üème d'un de ces arcs répond à ı', le douzième à 5’; les droites 
tirées de T’ aux points de séparation des douzièmes divisent les 
distances horaires de DE en parties qui répondent à 5’, et les droites 
menées de O aux extrémités de ces parties sont, par conséquent, 
les lignes horaires des douzièmes d'heure, sur le cadran. 

Le reste du tracé de la méridienne courbe dépend des données 
de l'annuaire et n’a pas besoin de démonstration. Nous ajouterons 
seulement qu'on pourrait former de la mème manière, pour chaque 
ligne horaire, une lemniscate , analogue à celle de midi, sur laquelle 
le spectre marquerait chaque heure des horloges. 


Lors DE LA NATURE: Il convient toutefois d'expliquer la différence 
de la marche des horloges et de celle du Soleil. 

La longueur du balancier d'une horloge, ou la tension du ressort 
d'une montre, est telle que la machine accuse vingt-quatre de ses 
heures d'un certain midi solaire au suivant, et quand cette machine 
a un mouvement parfaitement uniforme, la durée de ses deux tours 
de cadran reste constante pendant toute l’année. Or, le temps qui 
s'écoule entre deux passages consécutifs du méridien par le centre 
du Soleil est très-variable : tantôt il est moindre qu'il n’était è un 
jour donné, tantôt il est plus grand. L'horloge, réglée ce jour-là, 
doit donc, dans le reste de l'année, tantôt avancer relativement au 
Soleil et tantôt retarder. | 

La variation de la durée du jour solaire a deux causes. La Terre, . 
décrivant une ellipse autour de l’astre placé à l'un des foyers, est 
plus attirée à son périhélie qu'à son aphélie; de là résulte que sa 
vitesse, sur son orbite, augmente du solstice d'été au solstice d'hiver 
et diminue de la seconde époque à la première. 

Soit donc t (P. IX, F. 8) l'arc d’ellipse parcouru entre midi 
du 21 décembre et midi du 22. Le temps employé pour ce trajet 
se compose du temps qu’exige la rotation de la Terre, qui est com- 
plète quand le méridien ab a pris une position parallèle a'b/, et du 
temps qu'il faut à ce méridien pour parcourir b'és = ts, à l'effet 
de passer encore par le centre du Soleil. Soit aussi d'u rare 
d’ellipse parcouru entre midi du 21 juin et midi du 22: Le temps 
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employé pour ce trajet se compose du temps nécessaire à la rotation 
de la Terre et de celui qu’exige le parcours de l'angle a" 18/7. 
Le jour solaire du solstice d'hiver surpasse donc celui du solstice 
d'été de tout le temps qu'emploie le méridien à parcourir un angle 
égal à tet' — st". Or, l'observation donne 0° 61’ 11” pour le 
premier, et seulement 0° 57’ 11” pour le second; leur différence 
vaut 0° 4’, ainsi que celle des angles d't's, a'"l"s, et cette dernière 
exige 10” d'heure, puisque la rotation s'effectue à raison de 15° 
dans une heure ou 60’. Par conséquent, le jour solaire diminue 
de ı6”, du commencement de l'hiver à la fin du printemps, et il 
eugmente d'autant, du commencement de l'été à la fin de l'automne. 
seconde cause est l'obliquité de l’écliptique par rapport au 
plan de l'équateur. Supposons que l'arc tt", relatif à un jour solaire, 
soit de 1°, ce qui diffère peu de la vérité, et regardons la circon- 
férence # comme l'intersection de la surface terrestre et du pian 
de l'orbite. L’arc b'e de cette courbe sera aussi de 1°. S'il appar- 
tenait à l'équateur, il serait d’équerre sur les méridiens ; la rotation 
le ferait passer constamment en 4’ devant le centre du Soleil, et, 
à part la variation due au mouvement annuel de la Terre, les jours 
solaires seraient tous égaux. Mais ce même arc, étant incliné sur 
l'équateur, passe devant l’astre plus vite qu'un degré. de ce cercle 
quand il en est voisin ; aux solstices , il passe moins vite qu’un degré 
des tropiques, puisqu'il est plus long et de mème direction; un 
degré des tropiques passe dans le même temps qu'un degré de 
l'équateur. L'obliquité de l’écliptique met donc tantôt moins, tantôt 
lus de 4' de différence entre la durée constante de la rotation et 
e jour solaire. 
Les deux causes se secondent dans certaines parties de l'année, 
pour angmenter l'avance ou le retard des horloges par rapport aux 
cadrans; dans d'autres, elles les diminuent en se contrariant , et il 
y a même quatre jours où leur opposition produit l'accord da midi 
moyen avec le midi vrai. 


-  SPIRALES. 


411. Les spirales sont des courbes ouvertes, dont le point géné- 
rateur s'éloigne du point fixe, è mesure que tourne le véhicule droit. 
Elles s'étendent de ce point, qui se nomme pôle, jusqu’à l'infini, et 
n'ont ni axes, ni centre: une droite peut les couper une infinité 
de fois. On nomme spire l'arc de courbe engendré pendant chaque 
révolution complète du véhicule droit. 

Il y a autant d'espèces de spirales qu'on peut employer de lignes 
régulatrices, pour établir le rapport de la vitesse du point géné- 

* rateur à la vitesse du véhicule ; mais nous en bornerons l'étude aux 
deux seules espèces qui aient de l'importance. 


Arruicarions : Les spirales sont fréquemment employées en archi- 
tectare, pour former les volutes des chapiteaux, pour terminer soit 
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Bes consoles , soit les contre-forts, et pour cintrer les ares rempants , 
dans quelques cas où toute autre courbe ne produirait pas un aussi, 
bon effet. 

Les serruriers s’en servent, coînme d’un moyen d’ornement, dans 
plusieurs de leurs produits et surtout dans les potences de reverbère. 

Les charpentiers et les tailleurs de pierres forment des arêtes en 
spirales sur le dessus et le dessous de la pièce appelée colimagon , 
par laquelle ils terminent les limons des escaliers soignés. 

C'est aussi en spirale que se trouvent roulés le ressort visible 
du balancier d'une montre et celui qui, renfermé dans le barillet, 
force à s'enrouler sur cette pièce la chaîne dont la fusée est 
entourée. 

Enfin, la nature forme en spirale certains coquillages et les cornes 
de quelques animaux. 

La plupart des artistes tracent ces courbes à vue, et il leur suffit 
qu'elles plaisent aux yeux; les ouvriers emploient des arcs de cercle 


* raccordés; mais les uns et les autres parviendraient plus sûrement 


à les rendre agréables, s'ils employaient les moyens que nous allons 
enseigner, car ils en obtiendraient des contours qui, soumis à une 
loi constante dans toute leur étendue, seraient plus satisfaisants que 
ceux auxquels conduit la seule adresse de.la main ou l'emploi de 
lignes circulaires, la génération de ces derniers n'étant jamais 
uniforme. . 


SPIRALE D'ARCHIMEDE. 


412. La spirale dont le geometre Archimède découvrit les prin- 
cipales propriétés est la plus importante du genre et en mème temps 
la plus simple. Elle a pour ligne régulatrice une droite qui forme 
un angle de 45° sur l’axe de ses abscisses, et dont chaque ordonnée 
égale, par conséquent, l'abscisse correspondante. 

La loi de la génération est que le chemin droit du point générateur 
vaut une ordonnée de la droite régulatrice, pour laquelle l'abscisse 
se trouve contenue dans le rayon d'un cercle quelconque, décrit du 
pôle, comme est contenu dans la circonférence l'arc qu'un point du. 
véhicule y a parcouru; ou bien, puisque l’ordonnée égale l'abscisse, 

Le chemin droit du point générateur de la spirale d’Archimöde 
est au rayon d’un cercle quelconque, décrit du pôle, comme est à 
la circonférence l'arc qu'un point du véhicule y a parcouru dans 
le méme temps, et toutes les spires sont soutendues par des cordes 
égales au rayon. 

Cette loi produit en effet une spirale. SoitP le pôle, où se trouve 
le point générateur, et prenons le véhicule dans sa position PD 
(P. IX, F. 9). Quand son point D aura parcouru le quart de la 
circonférence décrite de P, avec le riyon PD, le point générateur 
sera en E’, au quart de PD’; après une” mojtié de révolution, il 
sera en E”, au milieu de PD"; après les trois quarts d'une révolution, 
il sera en E”, aux trois quarts de PD’; une révolution entière 
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l'amènera en D, et donnera une première spire PE'E”E”"D, sou— 
tendue par la corde PD. 

Mais, il n’y a pas de raison pour que le véhicule s’arräte, après 
son retour à la position du départ. Cette droite continuera donc 
de tourner autour de P, et le point générateur sortira du cercle, 
pour cheminer sur le prolongement de PD. Après © de tour, il 
se trouvera en e’ et aura parcouru, hors du cercle, D'e = :PD’; 
puis il arrivera successivement en e”. où De” —+PD", en e’ 
où De" — 3 PD'", en e'" où De'" = PD, et l'on aura une seconde 
spire De’e''e'''e'", soutendue par la corde De'”. 

Alors, commencera une troisième révolution, à laquelle succ&- 
deront une quatrième, une cinquième, etc., pendant chacune 
desquelles le point générateur augmentera toujours de PD sa distance 
au pôle. Or, cette augmentation est évidemment. la corde qui 
soutend la spire produite. 


PnosLEwr : Tracer une spirale d’Archimede dont chaque spire 
soit soutendue par une corde donnée. 

Décrivez une circonférence avec la corde connue PD (P. IX, 
F. 9); divisez cette courbe en un certain nombre d'arcs égaux, 
douze, par exemple, et numérotez les points de division, à partir 
d'un quelconque; faites la mème opération sur le rayon PD qui 
aboutit au point XII, et numérotez en allant de P vers D; enfin, 
décrivez de P, avec les rayons P.1, P.2, P.3, etc. , des arcs qui 
coupent, le premier la droite P.I, le second la droite P.II, le troi- 
sième la droite P.III, et ainsi de suite; puis unissez par une courbe 
toutes les intersections; vous aurez une première spire PE'E"E'”"D 
soutendue par PD. 

Pour former la seconde spire, il. suffit de porter la corde donnée 
sur chacun des douze rayons, & partir du point de la première spire 
qui s’y trouve. Prenez, par exemple, E'e' = PD, E""e"— PD, ete.; 
les points D, e’, e'', etc., appartiendront à la seconde spire, et 
cet arc de spirale sera soutendu par De'" — PD. 

On obtiendrait la troisième spire en portant la corde PD à la 
suite des rayons vecteurs de la seconde, la quatrième,en pertant PD 
à la suite des rayons vecteurs de la troisième, et ainsi des autres. 

Demonstration: La construction de la première spire, étant basée 
sur la generation, se trouve toute justifite. Quant & celle de la 
seconde, il est clair que si E'e — PD, 

Pe — PE + PD — (PD + PD = 5PD. 
Or, le véhicule droit a fait un tour complet, ou bien son point 
D a parcouru la circonférence 2r X PD, pendant la production 


de la première spire; le même point a parcouru ensuite l'arc DD’ 


ou j2x X PD, pour gomner le point el. Son trajet circulaire est 
donc en totalité  : 


27 X PD +527 XPD = sr XPD, 
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et parce que 5 PD : PD :: 52% x PD : 25 XPD, le point # 
appartient bien à la spirale demandée (12). 


413. Des spirales sont dites compagnes, quand, soumises à la 
même génération, et issues du même pôle, elles ne se confondent 


Dans les spirales d’Archimède compagnes, la difference des rayons 
vecteurs silués sur la mème droite est constante. 

Deux spirales d’Archim&de qui ont une génération et un pôle 
communs ne sauraient évidemment commencer au mème rayon sans 
se confondre. Si donc l’une PE’E”’E"' commence au rayon PD 
(P. IX, F. 9), sa compagne doit commencer à un rayon différent, 
PD' par exemple. Alors, 


PE" * PD °: DD'D" * arXxPD, PF’ ° PD °° D'D" ° 27 XPD, 
et par suite, 
. PE" © DD'D" *° PF! * D'D", 
ce qui donne 

PE" — PF! : DD'D"— D'D" *° PE" * DD'D" °° PD : 2x XPD. 


Or, ce dernier rapport est constant ; la différence des arcs parcourus 
sur la circonférence de rayon PD est invariable aussi. Donc, 
PE"—.PF', celle des rayons vecteurs situés sar,la même droite, 
ne peut changer. 


PROBLÈME: Tracer une spirale compagne d’une spirale d’Archi- 
mède donnée. 

Avec la différence P.3 qu'on veut mettre entre les rayons vecteurs 
de mème direction. (P. IX, F. 9), décrivez, du pôle P., un arc de 
cercle qui coupe la spirale donnée PE'E"E'' en un point E'; 
portez PE’ ou P.3 sur les rayons vecteurs de PE'E"E'"", à partir 
de cette courbe, du côté de la concavité ; vous marquerez ainsi les 
points F', F”, F‘", D’, etc., d'une spirale qui commencera au 
rayon PE’D’ et sera compagne de la spirale donné. ‘ 

Si l'on demandait une compagne de PF'F"F", qui embrassàt 
eette courbe, vous decririez encore de P, avec la différence P.3 
indiquée, un arc de cercle; il couperait la spirale donnée en F'; 
PD, prolongement de F'P, serait le rayon auquel devrait commencer 
la compagne, et vous porteriez PF' ou P.3 sur les rayons vecteurs 
de PF'F"F'", à partir de cette courbe, du côté de la convexite, 
pour marquer les points E’, E”, E’", etc., de la spirale cherchée. 


APPLicATIONS : I. Les moulures des volutes ont, pour arêtes, des 
spirales compagnes. L'un des contours doit donc ètre tracé d'après 
le problème du n° 412, et l’autre d'après le problème du n° 413. 

II. Les grilles en fer et les rosaces de l'architecture gothique 
offrent parfois des spirales croisées qui forment en quelque sorte : 
un cœur. Elles commencent au même rayon; mais le véhicule de 
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lune tourne dans un sens, tandis que celui de l'autre tourne dans 
le sens contraire. Quand ce sont des spirales d'Archimède, on les 
trace en appliquant le problème du n° 4r2 et en leur donnant 
même corde de spire. 


414. La sous-tangente d’une spirale est la perpendiculaire PM 
élevée au pôle, sur le rayon vecteur du contact E" (P. IX, F. 9), 
et prolongée jusqu’à la tangente E"M. 

Pour la spirale d’Archimède, la sous-tangente PM égale Parc 
circulaire E'K.6 qui, décrit du pôle, avec le rayon vecteur du 
contact E", sépare ce contact de la première position PD du 
véhicule. 

Arrivé en E”, le point générateur se trouve animé de deux 
mouvements uniformes, dont les directions se coupent d’équerre : 
l'un rectiligne, selon le rayon vecteur, de E” vers D”; l'antre 
circulaire, selon l'élément de la circonférence 27 X PE”. La tan- 
gente de la spirale, au point E”, est donc (10) la diagonale d'un 
rectangle dont la droite E”PD et sa perpendiculaire E'O sont, en 
directions, deux côtés contigus. Les longueurs de ces cötes doivent 
égaler respectivement les chemins que le point générateur pourrait 
parcourir , dans des temps égaux, sur E”PD et sur la circonférence 
ae X PE", s'il était libre de se mouvoir d'abord sur la droite, puis 
sur la courbe.. Qr pendant que ce point va de P en E”, chacun 
de ceux du rayon vecteur fait une portion de tour qui correspond 
à l’arc E”K.6. C'est donc seulement cet arc que le point générateur 
pourrait parcourir sur a# X PE”, s’il s'y mouvait uniformément 
pendant un temps égal à celui qu'exige le pareours de PE". 

En conséquence , le rayon vecteur du contact étant pris pour la 
longueur du côté dont il est déjà la direction, il faut achever le 
rectangle en prenant l'arc E'K.6 pour longueur du côté E"0 ou 
du côté égal PM. 

Il suit de là que la tangente au pôle d'une spirale d’Archimède 
est la première position PD du véhicule. 

Le rayon vegteur du pòle P, quoique infiniment petit, se dirige 
selon PD, et sa perpendiculaire en P est PD'”. Mais l'arc à porter 
sur cette perpendiculaire, pour sous-tangente, a une longueur 
nulle. Done, la tangente se-trouve elle-mème confondue avec PD. 


Prost. (a): Tracer une droite qui soit tangente à la spirale 
dP Archimede en un point donné sur cette courbe, mass autre que 
e pole. 

Pres le rayon vecteur PE” du point assigné (P. IX, F. 9); 
prenez-y, à partir du contact, une longueur quelconque E"H qui 
ait un rapport connu avec la corde PD d'une spire, qui en soit, 
par exemple, la sixième partie; élevez en H une perpendicalaire; 
déerivez de P une circonférence, avec le rayon PE”, et cherchee-en 
le sixième K.6; partagez cet arc on un nombre de parties égales 
ou inégeles, assez petites pour être regardées comme des lignes 


\ 
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droites; portez toutes ces parties, bout à bout, sur la perpendi- 
calaire ; il en résultera une longueur HL — K.6, et la droite LE” 
sera la tangente demandée. 

Démonstration : Soit prolongée E”L jusqu'à PM, perpendiculaire 
élevée sur PE”. On aura 


ZB : E"P ©* HL: PM ou +PD E"P :° 5 ss XE!P * PM. 


Or (412), 
PD : E"P :: 26 XPD : BD'D' !. arXE"P : E’K.6. 


Par conséquent, : 
PD : E"P °° {2x XE"P : E"K.6; 
PM = E"K.6, et ME” ou LE" est tangente à la spirale (414). 


Prost. (5): Diterminer la tangente au pôle d'une spirale 
d’Archimòde. 

Solution 1: Si la longueur de la corde des spires est connue, 
écrivez da pôle P, avec cette longueur (P. IX, F. 9), un arc de 
cercle qui coupe la courbe. L’intersection D sera l'extrémité de la 
première spire, et la droite PD formera la tangente demandée. 

Solution 2: Si la longueur de la corde des spires n'est pas 
comawe, menes une tangente E”M en un point quelconque E” de 
la courbe, au moyen de l’un des procédés généranx (10); élevez, 
au pôle P, une perpendiculaire sur le rayon vecteur PE”, jusqu'à 
la rencontre de E"M, et partager cette perpendiculaire PM en un 
grand nombre de petites parties; decrivez de P, avec PE”, une 
circonférence; portez-y, à partir de E” et du côté de M, toutes 
les parties de PM, chacune au bout de la précédente ; vous mar- 
querez ainsi l'extrémité 6 de l'arc E"K.6; la droite P.6 se trouvera 
dirigée selon la corde PD de la première spire, et par conséquent, 
elle sera la tangente demandée. 


Prost. (c): Trouver la corde des spires d’une spirale d’ Archi- 
mède tracée. 

Menez la tangente du pôle; le point où elle coupera la courbe 
pour la première fois sera l’autre extrémité de la corde demandée. 


APPLICATIONS : I. I1 faut recourir au problème (a) précédent, pour 
déterminer les joints des arcades rampantes dont le cintre est un 
arc de la spirale d’Archimède, car ces joints doivent ètre dirigés 
selon des normales de la courbe, c'est-à-dire selon des perpendi- 
culaires aux tangentes des incidences. 

H. La même obligation existe, quand il s’agit de composer une 
volute avec plusieurs pierres. Mais, si cette volute a des moulures, 
elle renferme des spirales compagnes; et les joints ne peuvent être 
à la fois normaux aux deux courbes. Ce qu'il y a de mieux à faire 
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dans une telle circonstance, pour rendre l'appareil moins désagréable 
a l'œil, c’est de tracer une spirale qui passe par le milieu de chaque 
partie de rayon vecteur comprise entre les deux compagnes , et de 
rendre les lignes de joint normales à la spirale auxiliaire. La fausse 
coupe se trouve alors répartie sur les deux arêtes et beaucoup 
moins sensible. 

HI. Une potence de reverbère n’est bien faite qu'autant qu'elle 
ne présente aucun jatret, soit dans sa partie courbée en spirale, 
soit au raccordement de cette partie et de la tige. On doit donc, 
en la forgeant, la présenter, à plusieurs reprises, sur une épure 
en grand, et pour tracer cette épure avec exactitud®, le serrurier 
ne peut se dispenser de mener géométriquement la tangente qui 
représente la tige. 


445. Tout segment de la spirale d’Archimède, compris entre un 
rayon vecteur et l’arc qui joint au pôle l'autre extrémité de ce rayon, 
égale le produit fait avec le cube du rapport du méme rayon à la 
corde des spires et le tiers de l'aire du cercle dont cette corde est 
le dems- diamètre. 

Augmentons d'une quantité infiniment petite #, l'arc circulaire 
E'.3 qui, décrit du pôle P (P. IX, F. 09), passe par le point 
quelconque E’; nommons r le rayon vecteur PE’, R la corde PD 
des spires, À l'arc DD', et d l'augmentation de A, infiniment petite 
aussi, qui répond ad, étant comprise entre les côtés du même angle. 
L'arc è et ses deux rayons extrêmes forment un secteur circulaire, 
infiniment petit, qu'on peut prendre pour le secteur de spirale s, 
infiniment petit aussi, qu'il couvre. Ainsi 
rs 
2 


sa 


d 
et comme 3 = ar 
rìd 
aR° 
® e ceo e AR 
Mais (412), r °° R °° A : 25R ou r — ER Par conséquent , 


27 
, — A'R'd _ Ara 

— 85385 SR 
Rien n’empeche de supposer 4*tel qu'il soit contenu un très- 
grand nombre de fois n dans l'arc E'.3. Alors d est aussi la n° 
partie de l'arc DD’, et le segment de spirale que limite PE' se 
compose de n secteurs extrèémement petits, à chacun desquels peut 
sappliquer la formule s = = A°d, A étant l'arc compris entre 
PD et d. 
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Pour le premier #, dont PD est l'un des rayons, À — 0, et 


#=0, 
Pour le second, À = d,et...........,..., "— amt 
Pour le troisième, A == adyjet............ a nid 
Pour le quatrième, A — 3d, et.......,.... = zuge 


è . A 
Pour le dernier, cule n, A=(n—ı)d,et.. sw) Se (n-1)?d?. 


8#?R 
Ainsi, le segment limité par PF, 





ste [Hi ++). (n-r)7]d. 


Or (298), la somme des n quarrés renfermés entre les crochets | 
vaut = _ + 2. Par conséquent, 


1 /n3d3 nd nd 
= al se). 


et comme nd = DD' = A, 
| s — (3 A?d Ad? 


siR\3 2 6 f° 
BR “vita Ad Ad? 
Négligeant les termes infiniment petits 7 <A 
3 
s A 


= 3X 8=2R 


Mais, d'après la proportion écrite précédemment, A == or. 
Done . | 


ge (r\ SR _ r\n: 
= (2) 3X 87h, (7) 3’ 
résultat conforme au principe énoncé. 


416. L'espace renfermé entre la première spire d'une epirale 
Archimède et sa corde est le tiers de l'aire du cercle Dont ent 
corde forme le rayon. 

Dans ce cas, en effet, r==R, et par conséquent, . 

„BR? 


3 


39 
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Prost. (a): Mesurer Paire d'un segment de la spirale d' Archs- 
‘mède, compris entre un arc qui part du pôle, et le rayon vecteur 
de l'autre extrémité. 

Cherchez le rapport numérique du rayon vecteur donné et de 
la corde des spires ; élevez-le au cube, et multipliez par ce cube, 
le tiers de la superficie du cercle dont la corde serait le rayon. 


Pron. (b): Mesurer l'aire d'un secteur E'PE"E' de la spirale 
d'Archimède (P.IX, F. 9) ° | 


Calculez l'aire du segment PE'"E'NP et celle du segment PE'NP, 
puis retranchez la seconde de la première. 


SPIRALE HYPERBOLIQUE. 


447. La spirale hyperbolique a pour courbe régulatrice une 
branche d’hyperbole. Le pôle, arbitrairement placé sur l'une des 
asymptotes, est l'origine des coordonnées (6); l'asymptote qui le 
contient forme l'axe des abscisses, et les ordonnées sont parallèles 
à l'autre. 

L'hyperbole régulatrice est ordinairement équilatère (240) ; mais 
- ce qui va être dit convient aussi aux cas où les asymptotes se coupent 
sous un angle plus ou moins ouvert que l'angle droit. 

La distance du point générateur au pôle égale une ordonnée de 
la courbe régulatrice, pour laquelle l'abscisse se trouve contenue 
dans le rayon d'un cercle quelconque, décrit du pôle, comme est 
contenu dans la circonférence Parc qu'un point du véhicule y a 
parcouru. 

D'après cette loi, tout à fait pareille à cele de la spirale d’Archi- 
mède (412), la courbe commence au point B (P. IX, F. 10), où 
PB, droite tirée du pôle P, parallèlement à l’asymptote DE, ren- 
contre la branche régulatrice ABC; car le point XII du véhicule : 
P.XII n’a encore parcouru aucune partie de la circonference dont 
. P.XIT est le rayon, puisque l'abscissé qui répond à l’ordonnée PB 
est 'nulle‘ À’ mesure que l'extrémité de l’abscisse s'avance vers H, 
le rapport de cette abscisse au rayon PH surpasse zero de plus en 
plus, et le véhicule P.XII prend, en conséquence, les positions 
successives P.I, P.II, P.III, etc. Mais, l’ordonnee diminue en 
même temps, puisque la branche ABC se rapproche constamment 
de l’asymptote EPF. La distance BP du point générateur au pôle 
diminue.donc, pendant que le véhicule tourne, et il en est de même 


.. évidemment durant toutes les révolutions de ce véhicule. 


7 418. Les cordes des spires d’une spirale hyperbolique vont toujours 
en diminuant, et le pôle est un point asymptotique de la courbe. 

- La corde BG de la première spire (P. IX, F. 10) égale l'excès 
de l'ordonnée PB sur l’ordonnée HN; celle de la seconde égale 
l'excès de HN sur Pordonnee qui répond à l’abscisse 2PH. Mais, 
puisque la branche d'hyperbole et l’asymptote EF vont concourir 
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» à l'infini (233), ces deux lignes sont sensiblement parallèles, quand 
Fabscisse atteint une certaine longueur n.PH, et alors les ordonnees,; 
que sépare une distance. PH, peuvent être regardées comme égales. 
En conséquence, il y a constamment diminution dans la différence 

- des ordonnées extrèmes de la longueur PH portée plusieurs fois de 
suite sur EF, et PB—HN surpasse l'excès de HN sur l’ordonnée 
qui répond à l’abscisse 2PH. u 

Le pöle P est asymptotique, si la spirale hyperbolique, qui s’en 
rapproche sans cesse (417), ne peut l'atteindre qu'après une infinité 
de révolutions. Or, la courbe passera par P seulement lorsque l’or- 
donnée de l'hyperbole sera nulle, c'est-à-dire quand l'abscisse sera 
infiniment grande ow vaudra une infinité de fois PH. 


419. La spirale hyperbolique dont le pôle est au croisement des 
asymptotes n’a ni commencement, ni fin, et présente une partie . 
sensiblement droite. - 

Nous venons de voir que, dans tous les eas, le point générateur 
de la courbe tourne sans cesse autour du pôle, sans pouvoir jamais 
l'atteindre. Mais, si ce pôle est en E- (P. IX, F. 10), l'origine B 
pésse sur l’asymptote DE, et se trouve conséquemment à l'infini. 

Dans un tel cas, une partie KL de la spirale hyperbolique (F. 11) 
doit évidemment se confondre, à bien peu près, avec une droite 
parallèle à PE. 


420. La spirale-hyperbolique dont le pôle diffère du croisement 
des asymptotes n’a non plus, en réalité, ni commencement, ni fin, 
et la droite EF qui joint les deux points est asymptote de la courbe 
aussi bien que de l'hyperbole requlatrice, quand EP = + PH 
(P. IX, F. 10). - : - 

Fajsons tourner le véhicule en sens inverse, de manière qu'il passe 
de la position PO è la position PB; le point générateur, parti de 
P, passera successivement, après une infinité de révolutions, par 
G, O, B. Mais, celle-qui donnera ces points ne sera pas la dernière, 
car il n'y a pas de raison pour que le mouveméht s'arrête en B. 
Les ordonnées comprises entre P, E donnent donc aussi des points 
de la spirale, étant portées sur P.XI, P.X, P.IX ou PF, etc: 
Or, si EP = PH, c'est sur PF qu'il faudra porter la dernière 
ordonnée ED, celle dont l’abscisse est zero, et comme elle est 
infiniment grande, la spirale ne pourra rencontrer PF qu’à l'infini. 


Prost. (a): Tracer une spirale hyperbalique dont le pôle niest 
pas au centre de Uhyperbole régulatrice. 

Marquez le pôle P sur EF, l’une des asymptotes, à une certaine 
distance du centre E de l'hyperbole (P. IX, F. 10); décrivez un 
cercle, du point P, avec un rayon arbitraire PH ; partages ce rayon 
‘et la circonférence en un même nombre de parties égales, douze 
par exemple, de manière qu'un des rayons diviseurs se - confonde 
avec l'ordonnée PB d'équerre sur EF; nymérotez les points de divi- 
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. sion, à partir de P pour PH et à partir de PB pour la circonférence ; 
élevez des ordonnées de l’hyperbole, 1.K, 2.L, etc., par tous les 
points de PH; portez 1.K sur P.I, 2.L sur P.II, 3.M sur P.III, etc., 
et HN sur P.XII; en joignant, par une courbe, tous les points 
ainsi marqués, vous aurez la première spire BOG. 

Pour obtenir la seconde, portez douze fois une des parties de 
PH sur le’ prolongement de cette droite, à partir de H; élevez encore, 
par les points de division, des ordonnées de l’hyperbole régulatrice, 
et employez-les comme les précédentes. 

La troisième spire résulterait d’une nouvelle longueur PH, portée 
à la suite des deux premières et divisée de la même façon ; ainsi 
des autres. 


Prost. (b): Tracer une spirale hyperbolique dont le pôle est au 
centre de Phyperbole régulatrice. 

D'un point D (P.IX, F. 11), pris à volonté sur une partie de 
l'hyperbole ABC, très-voisine de l’asymptote PE, menez une parallèle 
D.1 à cette droite, jusqu'à l’autre asymptote PF; portez, sur cette 
dernière, la longueur P.1 un certain nombre de fois, à partir de 
P, douze par exemple, pour former le rayon PH d'un cercle dont 
le centre soit au pôle, et achevez comme dans le problème précédent. 
L'ordonnée D.1, portée sur le rayon P.I, donnera un premier point 
de la courbe; la droite KL, menée parallèlement à PE, différera 
peu de l’arc compris entre K et l'infini; la première spire, terminée 
en G, aura pour corde la droite infiniment grande GE. 


APPLICATION : La spirale hyperbolique convient mieux que la spirale 
d’Archimède aux volutes qui doivent se terminer, vers le pôle, par 
le petit céfcle qu'on appelle œil en architecture, puisque les spires 
qui viennent après la seconde, et parfois celle-là, se confondent 
presque avee des circonférences dont le pôle est le centre. Ainsi, 
au lieu de tracer la volute du chapiteau ionique en imitant la spi 
d'Archimède, au moyen d’arcs de cercle raccordés, il est préférable 
de la faire en spirale hyperbolique: cette forme lui donne plus de 
régularité et de grâce, surtout. parce qu'elle permet de placer le 
centre de l'œil au pôle même, sans nuire d'une manière sensible à 
l'exactitude du raccordement entre la circonférence et la spire qui 
la précède. 


- 421. Les spirales hyperboliques compagnes ont, pour courbes 
régulatrices, des hyperboles différentes, mais de mêmes ; 
la différence entre leurs rayons vecteurs de mème direction n'est 
pas constante. 

Des spirales compagnes doivent avoir une génération et un pôle 
communs. Or, deux spirales hyperboliques qui seraient dans ce cas, 
se confondraient, si en outre elles avaient la même regulatrice, 
puisque leurs origines formeraient alors un seul point. 

Les deux branches d’hyperbole ont des asymptotes communes, 
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pour que les origines des spirales soient sur des rayons vecteurs de. 
mème ‚direction, et que ces courbes ne se coupent pas. , 
La différence des rayons vecteurs situés sur la mème droite doit 
être variable, car quelle que fût la longueur constante retranchée 
des rayons vecteurs de la spirale BOGP (P. IX, F. 10), la courbe 
qui résulterait de la soustraction couperait nécessairement l'autre 
avant d'atteindre le pôle P. Or, l'emploi de deux branches d’hyper- 
boles, qui ont des asymptotes communes, rend en effet variable la 
difference dont ii s'agit, puisqu'elle égale toujours la différence de 
deux ordonnées correspondantes, et que celle-ci diminue à mesure 
que les deux courbes approchent de leur concours infiniment éloigné. 


ProsLkue: Tracer deux spirales hyperboliques compagnes. 

L'une des deux s'obtient comme dans les problèmes du n° 420. 
Si Fautré doit embrasser celle-là, tracez une seconde ‘branche 
d'hyperbole qui ait mêmes asymptotes que la première et un axe 
transverse plus grand; puis, appliquez les problèmes cités. Dans le 
cas contraire, diminuez l'axe transverse. 


422. Dans une spirale hyperbolique dont le pôle est au centre 
de lhyperbole équilatère réqulatrice, tous les ares circulaires décrits 
de ce pôle, entre la courbe et la première position du véhicule, ont 
la même longueur. 

Soit PB le demi-axe transverse de l'hyperbole ABC (P. IX, 


F. 11). Nous ferons voir d'abord qu'entre l’ordonnée y et l’abscisse 
= d'un point quelconque de cette courbe, existe la ‚relation 


Supposons, pour plus de généralité , que les asymptotes SE, SF 
se coupent à angle aigu (F. 12). Les angles ESB, BSF n'en seront 
pas moins égaux (237); GH, parallèle a SE, formera le triangle 
symétrique SHI, et GK, BE, perpendiculaires à l'axe SB, don- 
neront 
CK:SC::GCI°SE, ER — GI, KK (Hm. 

SE ‘SE 
On a aussi | 
Ì SB 
IK:SD::GI:SE, K=(CH-EN.- 


à 
Mais SI — 2SL, si HL est menée perpendiculairement à SB; 
SL : SB:: SH: SE ou SL — HI. Donc 


LI 
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SB SB - SB 


SK° — CR+m 


Or (243), GK = 5). En conséquence, 
S 


13 ler? 
(cum Sl. = (cn+m 2°. — 50°, 
SE (SE 
(GH — HI)? =.(GH+ HI) — SE”, 
CH’ —sCHXHI+HI — GH +26CHxHI-+-HI —SE”, 


{GExHI = SE, GHXxH = TOLTI, 
et enfin 
- cu = 55 +80, 
{SH 


Si l'hyperbole est équilatère, les angles ESF, GHF sont droits, 
GH devient y, SH devient æ, SC — SB, et l'on a effectivement 
i SE a Le 


y = ——— è 


Soit maintenant l'arc KR — EX y m étant un nombre quel- 
conque. Comme la circonférence 2# x PH et son rayon sont divisés 
de la même manière, la première par les rayons vecteurs de la 
spirale, le second par les ordonnées qui égalent respectivement ces 





rayons, PK vaut l’ordonnée dont Yabscisse est PE ainsi 


° Si nous considérons un autre arc quelconque NQ , tel que son 
K 


rayon PN — —, 8 étant aussi un nombre quelconque, nous aurons 
a . 


PN = 





a—pH 
m 


ce qui montre que l’abscisse de l’ordonnée égale & PN vaut - PH , 
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et que NQ = — 27 XPN. Donc 


= KR, 





P 
NQ = 2 FE = ax PK 
m n m 


423. Dans une spirale hyperbolique dont le pôle se trouce au 
croisement des asymptotes, la sous-langente est constante: elle égale 
Varc circulaire décrit du pôle, depuis le contact jusqu’à la première . 
position du véhicule. 

Ainsi, la tangente NT au point N de la spirale (P. IX, F. 11) 
a, pour sous-tangente (414), PT — NQ. 

Le point générateur n’a pas un mouvement uniforme, comme pour 
la spirale d’Archimède, puisque des augmentations égales dans son 
chemin circulaire en produisent d’inegales dans son chemin rectiligne. 
Cependant, arrivé de Q en N, par exemple, il peut être regardé 
comme devant parcourir ensuite, uniformément et dans le mème temps, 


N Ì NP 
. l'arc infiniment petit È et l’infiniment petite ligne droite = Ces 


deux chemins étant d'équerre, il faut développer le premier sur NU, 

perpendiculaire à NP. Alors (10), la tangente PT se confond, en 

direction, avec la diagonale NS du rectangle NOSU, dont les côtés 
. NP NQ 

NO, OS valent respectivement 3° 


+ 


Représentons NP par r, et posons NQ = = Les deux triangles 
semblables NPT, NOS donnent 


arr r - 29% r 
. se e — 3° 2 6 
PT) —/r/- et PT =": 


Or, NS étant une droite infiniment petite, peut être regardée comme : 
un élément de la spirale, ce qui met le point S sur cette courbe, et 


rend égal à NQ ou à = l'arc décrit de P avec PO pour rayon (422). 


Ce dernier vaut évidemment VO+0S=7(r-2)+2. Par 


conséquent, 
27r 25r 277 _ 237 ar _ ar n=n 
Turn tt 
- a 
PT= "= NQ 


424. Dans une spirale hyperbolique dont le pôle se trouve 
éloigné du croisement des asymptotes, la sous-tangente est variable; 
mais elle égale toujours un multiple de l'arc circulaire Of), décrit 


ee er u — 
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‚du pôle entre le contact O st la première position PB du véhicule 


(P. IX, F. 10); le facteur de cet arc vaut le quotient de la somme 
de deux rapports divisée par lun des deux; ce dernier forme le 
nombre de fois que la distance EP du pôle au croisement des asymp- 
totes est contenue dans l’abscisse PH qui répond à la fin G de la 
ière spire; l’autre exprime le nombre de fois que la circon- 
ference 2#X PO contient lare 0Q. - 
Le point générateur a un mouvement varié ; mais on peut admettre 
qu'après son arrivée en O, il parcourt uniformément, dans le même 


0 
temps, l'arc infiniment petit — , et la ligne droite, infiniment petite 


p u 
aussi, — ou =. Comme ces deux chemins sont d'équerre, la 


tangente en O est dirigée (10) selon la diagonale du rectangle qui 
. DO r . 2” 
a pour côtés contigus pie et si ON =") na 


PT: TXT Er, 
mn pa 
puis . 
PT — ar? r am 
an "MT mn 


Cherchons maintenant une relation entre le chemin circulaire 


| —et le chemin droit PB—r ou R—r parcouru, dans le même 


temps, d'un mouvement varié. En désignant par a le demi-axe 
transverse de l'hyperbole régulatrice et par d la distance EP, nous 
aurons, d'après la propriété démontrée au n° 4212, 


Mais, labscisse de Fordonnee qui répond à PO est EP + I, 
e. m 
kd | 
ou d + = s si k indique le rapport de PH A EP. Par conséquent, 


a? ma? , a ma? Rat 
ef ns me ED m Se 


= = ‚R =, 
(+) RFI ar St 


ar ar ma  _ sa 27 , ceo 
n de ti; 


ud R 


k À k 
Les quantités susceptibles de varier, dans la relation qui vient 
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d'être trouvée, sont = et r. ‘Quand la première croît de = et que 


la seconde décrott de = s cette relation, qui existe encore, puis- 
quelle est générale, devient 


ST) 


gar an _ gr arr asR ar or 





m mai’ mn œnn ko k' ki° 
Or, le premier terme du premier membre. vaut l'ensemble des deux 
premiers du second membre, et l'on peut négliger = dont le 
diviseur a deux facteurs infiniment grands. En conséquence, 
2er ar (i a\ ar x mk 


résultat conforme au principe énoncé. 


Pnont. (a): Mener une tangente à la spirale hyperbolique, par 
un point donné sur cette courbe, quand le pôle se confond avec le 
centre de l'hyperbole équilatère régulatrice. 

Du pôle P (P. IX, F. 11), avec le rayon vecteur PN du point 
de contact, décrivez un arc de cercle NQ qui se termine à l'asymptote 
PE, sur laquelle se trouve l’origine; partagez cet arc en un nombre 
de parties assez grand pour qu'elles puissent être regardées comme 
des droites > portez toutes ces parties, à partir de P et bout à bout, 
sur une perpendiculaire élevée en ce point au rayon PN. Vous mar- 
querez ainsi un point T qui, joint au contact N, donnera la tangente 
NT demandée (423). 


Paopr. (b): Mener une tangente à la spirale hyperbolique, par 
un point donné sur cette courbe, quand le pôle ge trouve hors du 
centre de l'hyperbole équilatère régulatrice. 

Du pôle P (P. IX, F. 10), avec le rayon vecteur PO du con- 
tact, décrivez une circonférence; cherchez son rapport numérique 

à l'arc OQ, compris entre le contact ct la première position PB 
È véhicule; cherchez aussi le rapport numérique k de l’abscisse | 
PH, relative à l'origine B, et de la distance EP, comprise entre le 
centre de l'hyperbole et le pôle ; déterminez une droite Ti contienne 

0 
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le développement de l'arc OQ comme m + È contient È, et portez-la 
sur PT, perpendiculaire au rayon PO. En joignant au contact O le 
point T ainsi marqué, vous aurez la tangente TO demandée (424). 


Arrications : Ces constructions servent à tracer les joints d'une 
volute exécutée en pierre, selon la spirale hyperbolique, et la 
projection horizontale du limon droit d’un escalier, lorsqu'elle doit 
se raccorder avec celle d'un colimaçon terminal. Dans ce dernier 
cas, le pôle de la spirale est placé au centre de l'hyperbole régu- 
latrice, afin que la projection du limon, se confondant, pour ainsi 
dire, avec la partie presque droite de la courbe (419), semble être 
la continuation de la volute. 

Il y a deux raisons à donner de la préférence qu'on accorde à 
la spirale hyperbolique, pour le plan du colimacon d’un escalier 
soigné : l'œil produit un meilleur effet (appl., page 308) et le rac- 
eordement du limon se fait avec plus de grâce. Peut-être même ce 
dernier motif devrait-il déterminer les serruriers à l'emploi de la 
spirale hyperbolique pour les potences de reverbère. 


425, Dans une spirale hyperbolique dont le pôle est au centre de 
l'hyperbole équilatère régulatrice, tout segment compris entre un 
rayon vecteur et la courbe, terminée au pôle, vaut le secteur circu- 
laire formé par ce rayon et la première position du vékicule. 

Par exemple, le segment limité à PK (P.IX, F. 11) égale 


le secteur circulaire KPR. 
Représentons PK par r, par m le rapport de la circonférence 


ast à l'arc KR, par — n accroissement infiniment petit du même 


arc, et par 5 un décroissement simultané de r. Le secteur circulaire 


infiniment petit que forment r et = a pour superficie 
ı KR 


2% 


et peut être regardé comme égal au secteur de spirale qu'il couvre. 
En conséquence, l'élément du segment que limite PK, 
ı anr 


8 = wu fi, 


Mais, entre la première position PE du véhicule et le point de la 
courbe qui termine l'élément s, il y a un arc de cercle égal à 


KR (422), et comme cet arc vaut évidemment (= +2)( —3 , 
on a ° 


asr ar ar ar ar 


tene 
m mn! mn man m 
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Le terme , dont le diviseur renferme deux facteurs infiniment 


mnn' 
grands, pouvant être négligé, il s'ensuit 
RT — ar — nl et = ı arr r 
un mn!’ n= TCam'n' 


è 
Le secteur infiniment petit suivant, et chacun des autres, jusqu'à 
l'épuisement des n’ parties de r, c’est-à-dire jusqu’au pôle, auront 
nécessairement la mème valeur que s. Leur somme, qui forme le 
segment S limité par PK, vaut donc n's, et ’ \ 


Sm -—r, 
comme le dit le principe. 


426. Dans une spirale hyperbolique dont le pôle est au centre 
de Phyperbole équilatère régulatrice, tout secteur égale la moitié du 
produit fait avec la difference de ses deux rayons extrêmes et l'arc 
circulaire qui, décrit du pôle, va de l'extrémité du plus grand à 
la première position du véhicule. | 

e secteur KPN, par exemple (P. IX, F. 11), vaut 


= KA(PK—PN). 
En effet (425), le segment que limite PK,. 
S=-—7r; 
» 


le segment que limite PN, 
1 297° 


ai, 


si r’ représente PN, et m’ lo rapport de, la circonférence arr! à 
son arc NQ. Or (422), NQ=KR, ou at. Par conséquent, 


I rr 


KPN = S-—S — tor). 


427. Dans une spirale hyperbolique dont le pole est horse du 
centre de Uhyperbole équilatère régulatrice, tout segment compris entre 
un rayon vecteur et la courbe, terminée au pôle, vaut le triangle 
rectangle formé avec ce rayon, la tangente et la sous-tangente rela- 
fives à Pextrémité du même rayon. 
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Ainsi (424), le segment que limite OP (P. IX, F. 10), 


S— 14-04 4ete, NT, ntitatee) 


a È m \n 
rm--k__om 


> ==» un, 


a k n 


Prost. (a): Mesurer un secteur quelconque KPN (P. IX, F. 11} 
Lune spirale hyperbolique dont le pôle est au centre de Phyperbole 
dquilatère régulatrice. 

Décrivez du pôle, avec le plus grand PK des rayons qui limitent 
le secteur, un arc KR qui aille de PK à la première position PE 
du véhicule, et multipliez la moitié du développement de cet arc 
par l'excès de PK sur PN (426). 


Prost. (b): Mesurer un secteur quelconque OPR (P. IX, F. 10) 
dune spirale hyperbolique dont le pôle est hors du centre de Phy- 
perbole équilatère régulatrice. 

Cherchez la sous-tangente pour le point R (424, probl. b), et 
prenez la moitié de son produit par PR; vous aurez l'aire du segment 
que limite PR. Cherchez la sous-tangente pour le point O, et prenes 
la moitié de son produit par PO; vous obtiendrez le segment que 
termine PO (427). Retranchez ce second segment du premier; la 
différence sera évidemment l'aire du secteur donné OPR. 


N 


CONCHOIDES. 


428. Les conchoïdes (concoides) sont des courbes dont le point 
générateur se meut sur un véhicule droit à point fixe, de manière 
que les parties de ce véhicule, comprises entre une ligne régulatrice 
et les diverses positions du point mobile, aient des longueurs don- 
nées. Le nom de ce genre de courbe vient de ce qu’une des deux 
espèces, la conchoïde proprement dite, offre sensiblement le profil 
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ou la coupe d'une valve de coquille d’huître. L’autre espèce , appelée 
caméroide, sans avoir précisément la mème forme, s'en rapproche 
dans quelques-unes de ses variétés. 


CONCHOIDE. 


429. La conchoïde proprement dite BAC a pour régulatrice une 
droite D'DD" (P. IX, F: 13), et toutes les parties AD, BD’, 
CD”, etc. deS*rayons vecteurs, comprises entre les deux lignes, 
sont égales. Le point fixe P, autour duquel tourne le véhicule est 
le pôle de la courbe; le point A, situé sur PD, perpendiculaire 
à la régulatrice, forme le sommet, et cette même perpendiculaire 
est un axe de symétrie. 

Le mème pôle, la même régulatrice et la mème distance constante 
AD répondent toujours à deux conchoïdes : l'une BAC, qui est dite 
concave, parce qu'elle tourne sa concavité vers le pôle P; l'autre 
B'A'C', qui est dite convexe, parce qu'elle tourne sa convexité vers 
le mème point. 


450. Si Pon prend l'axe de symétrie dune concholde pour celui 
des abscisses, et la régulatrice pour axe des ordonnées, le rectangle 
de Pabscisse et de l'ordonnée, d'un point quelconque de la courbe, 
égale le rectangle formé avec la distance du pôle au pied de l'ordon- 
née, et le troisième côté dun triangle rectangle qui a pour hypo- 
thénuse la distance constante, pour second côté l'abscisse. |, 

Considérons la conchoïde concave BAC (P. XI, F. 13), et 
designons par « l'abscisse DE du point F, par y l’ordonnée EF, 
par a la distance constante AD, et par b celle du pôle P à l'origine 

. Il faut démontrer que 


xy = (b+Hz)Vat—xt, 
ar PE=d+r, et V'a'— x est le troisième côté du triangle 
rectangle dont a, z sont respectivement l'hypothénuse et le second 

Le triangle rectangle PEF donne 

PF = (b+s)+y, 

et comme PF == PG-+GF, on a aussi 
PE° — PG '+PGxGP+GF". 

Mais GF—0, PG:PD::GF;DE, PG=. Par conséquent, 


— 252 252 2 
PF = + Tate, (b+ =)? + y? = + +0, 
#1(b+ x)? +-e?y? = atb?--aa?br--a?r? = a? (5° 4+-abx +e?) 
= a (b+x)?, 
ey! == (at —2)(bhx)t, et sy (b+z)Vai—st. 
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On verrait de même que, dans la conchoïde convexe B'A'C’, 


zy = (b—x) Var, 


æ représentant alors l'abscisse DH, y l’ordonnee HI du point I de 
la courbe, et a la distance constante A'D. Or è — x ou PD — DH 
=: PH, distance du pôle au pied H de l'ordonnée. 


431. La régulatrice d'une conchoide en est tote. 

A mesure que les rayons vecteurs PB, PC s ent de l'axe 
AP (P. IX, F. 13), ils s'inclinent de plus en plus sur la régula- 
trice D'D”, et comme les obliques BD’, CD" ne changent point de 
longueur, les points B, C se rapprochent constamment de D’D". 
Mais, évidemment, leurs plus courtes distances & cette droite ne 
peuvent jamais devenir nulles, ou bien ce n'est qu'à l'infini qu'il 
est permis de les considérer comme telles. En conséquence, la 
conchoïde eoncave ou convexe se rapproche continuellement de sa 
régulatrice, de chaque côté du sommet, sans pouvoir la rencontrer 
ailleurs qu'à l'infini (232). 


Prost. (a): Tracer une conchoide concare. 

Tirez une droite indéfinie D'D", pour avoir la régulatrice (P. IX, 
F. 13); élevez une perpendiculaire ADP en un point quelconque 
de cette droite; marques arbitrairement le pôle P sur la perpen- 
diculaire ; menez de ce point plusieurs transversales de D’D’' ; portez, 
sur chacune de ces concourantes, une longueur donnée ou arbitraire, 
à partir de la régulatrice et du côté opposé au pôle ; puis joignez par 
une courbe tous les points B, F, A...., C.... ainsi marqués. 


Prost. (b): Tracer une conchoide convexe. 

Opérez comme dans le problème précédent ; mais marques le 
pôle à une distance de la régulatrice plus grande que la longueur 
constante à prendre sur les concourantes, et portez cette longueur 
du côté où se trouve le pôle. 


Ap»psicarions : I. Le facile tracé d’une conchoïde concave suffit 
pour résoudre ce problème: Mener, dun point P assigné hors 
dun angle CKD" (P.IX, F. 13), une transversale PC dont la 
partie CD", comprise entre les côtés, ait une longueur donnée. 

On prend le point P pour le pôle, et le côté KD" pour la régu- 
latrice d’une conchoîde concave dont la distance constante égale la 
longueur donnée. Cette courbe coupe en un point € l’autre côté KC 
de l'angle, et la droite PC est la transversale cherchée, puisque sa 
partie CD' vaut la distance constante. | 

Il. Le, problème précédent sert à déterminer, sans tétonnement, 
ni procédé mécanique, deux ennes ortionnelles entre deux 
droites données. 1 "y PP 

N faut placer d’&querre les deux droites AB, BC (P. IX, F. 14); 
élever une perpendiculaire au milieu D de la plus petite; couper 
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cette perpendiculaire en un point E, par un are décrit de B, avec 
la moitié de BC; achever le rectangle ABCF ; tirer CG par le milieu 
du côté AF; marquer le point H où CG coupe le prolongement 
de BA; mener la droite indéfinie BI parallèlement à EH, et du 
point E, une transversale de l'angle IBK, dont la partie IK égale 
FG; puis enfin, tirer KC jusqu’au prolongement de AF. Alors, AB, 
FL, BK, BC forment une progression par quotient, et FL, BK 
sont les deux moyennes demandées. 

D'abord, les triangles semblables CFL, KBC donnent 
CF ou AB * FL :: BK © BC. 
Reste donc à démontrer que, par exemple, 
FL ©? BK 5: BK © BC onque FL : BK ;° AK, AL, 
car BK | BC 2: AK : AL. 
Or, la première proportion revient à cette autre 
AB; FL}: BK : AF, ou 2AB : FL °° BK : (AF, 
ou aAB * FL °° BK * FG, 
et parce que les triangles AGH, FGC rendent égaux les côtés AH, 
CF ou AB, 
, BH ! FL :: BK : FG. 
D'ailleurs, BH : EI °° BK : IK, IK= FG. Donc 
FL = EI et GL=EK. 


Mais, AL x FL = (FL+ 2FG)FL = FL’+2FGxX FL; 
GL’ = (FL+FG) = FL'+2FLxFG+FG”. Ainsi 
ALXFL+-FG" =GL’ = EK*. . 

D'un autre côté, AK°BK = (AB+-BK) BK = (2BD-+-BK) BK 
— aBD-BK-+BK"; DK = (BD-+BK)’—BD’+ 2BD-BK + BK". 
Par conséquent, 

AKXBE-+BD = DK’, AKXBK--BD DE =DK +DE", 
AKXBK-+BE'=EK, ALXFL+FG —AKxBK+BE, 
ALXFL = AKXBK, et FL © BK °° AK © AL. 

III. La conchoïde, déterminant les deux moyennes qui peuvent 
ètre insérées entre deux droites données, permet toujours de trouver 
la longueur des arêtes un cube multiple d'un autre cube donné. 

Supposons qu'il s'agisse de faire un cube égal à n fois celui 
dont les arètes ont une longueur a. On cherche les deux moyennes 
de a, na, et la première est la longueur des arêtes à donner au 
cube demandé. 

En effet, si x, y sont les deux moyennes, 


a CY. na et A °C 0.06, Y 
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Conséquemment, 
„an, sn", x = na. 
a y x 


De là une solution de la duplication du cube plus simple que 
celle de la page 214, car une seule conchoïde, au lieu de deux 
paraboles , fournit deux moyennes entre l’arête a du cube donné et 
le double 2a de cette aréte, et la première de ces moyennes est 
l'arète du cube double. , 

IV. A une certaine époque, les architectes prenaient, pour géné- 
ratrice des colonnes, un arc de conchoïde concave, afin que ces 
supports, sous le plus petit volume possible, opposassent à l’écra- 
sement la même résistance dans toutes leurs sections horizontales. 
L'axe de la courbe, placé horizontalement, coupait celui de la 
colonne au tiers de la hauteur, à partir de la base, et la distance 
constante était prise de manière qu'il en résultât un diamètre suffisant 
pour l'extrémité supérieure du fit. , 

On inventa même un instrument, nommé té, propre à tracer, 

d'un mouvement continu, le profil conchoïdal d'une colonne. Il se 
composait de trois règles AB, CD, EF (P.IX, F. 15), mortsisées 
dans le milieu, sur presque toute leur longueur. Les deux premières 
étaient assemblées à angles droits; la troisième portait une pointe 
directrice F et une pointe traçante G; elle tournait et &lissait sur 
une vis rendue fixe en un certain point E de CD, pendant que 
la pointe directrice, fixée en F, parcourait la mortaise de AB. La 
pointe tracante restait aussi constamment au mème point de EF. Par 
conséquent, cette pointe décrivait une conchoïde concave GHI qui 
avait E pour pôle, AB pour régulatrice, DH pour axe, et FG pour 
distance constante. " 
- Le té à conchoïde n'est plus employé aujourd’hui : on préfère 
les colonnes en troncs de cône aux colonnes renflées. Les premières, 
renfermant, à leur partie inférieure, un peu plus de matière, ont 
an plus grand poids et coûtent parfois plus cher ; mais leur forme 
est beaucoup plus agréable. 


CAMÉROIDES. 

432. Les caméroïdes sont des courbes qui entrent, comme l'indique 
leur nom, dans le profil des voûtes; elles forment l'intersection de 
la surface extérieure et d'un plan perpendiculaire à Taxe du berceau, 
quand on veut que la résistance à l’enfoncement soit partout la 
même. Aussi les architectes les nomment-ils courbes d’extrados, par 
opposition à la courbe du cintre qui est dite d’intrados. 

Une vote qu’on n'a pas extradossée est limitée extérieurement 
soit par un plan parallèle au plan de naissance , soit par une courbe 
équidistante au cintre. Dans le premier cas, la résistance est en 
excès vers les piédroits, si elle est suffisante à la clef, et dans le 
second, elle se trouve surabondante à la clef, si elle convient aux 
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coussinets. Voilà donc la voûte chargée, par ses propres voussoirs, 
d'un poids inutile, qui nuit même à la solidité, et les frais de cons- 
truction sont augmentés, non-seulement en pure perte, mais encore 
au préjudice de la durée. 


455. Chaque caméroïde a pour régulatrice la courbe d’intradog; 
son pôle se trouve au milieu de la ligne de naissance; cette ı 
est asymptote, et les parties des rayons vecteurs comprises entre 
la caméroïde et sa régulatrice sont inégales. Mais, dans la plupart 
des cas, on substitue à ces rayons, les normales du cintre, parce 
que ce sont les épaisseurs des voussoirs qui servent à déterminer 
les points de la courbe. 





Prost. (a): Tracer la courbe d’extrados d’une voûte en plein-cinire. 

Divisez en un nombre impair de parties égales le demi-cercle 
ABC d'intrados (P. IX, F. 16); tirez les lignes de joint par les 
points de division et le centre D; portez, de D en E, sür la ligne 
de naissance AC, la moitié de la plus petite épaisseur qui puisse 
être donnée à la clef; élevez en E une perpendiculaire sur AC, 
jusqu'à la rencontre de la ligne de joint DG; menez, par l’inter- 
section H, une parallèle HI à AC. Les parties de HI, comprises 
entre les lignes de joint, seront les épaisseurs moyennes qu'il con- 
viendra de donner aux voussoirs. 

Traces donc les bissectrices DK, DIL, etc., des arcs de douelle; 
portez HM sur la première, de K enN s puis MI sur la seconde, 
de L en 0; ainsi des autres; prenfk la distance BP égale au double 
de DE, et par les points P, N, O, etc., tracez une courbe; elle 
sera la moitié de la caméroïde demandée. 

L'autre moitié s’obtient de la même manière, mais on peut aussi 
porter les lignes de joint GQ, RS, etc., sur leurs correspondantes 
situées à gauche de l'axe DP. 

Ainsi, c'est à la courbe ...ONPN'O'... que devraient se terminer 
tous les voussoirs, pour que la “otte, réduite à la moindre masse 
possible, eût toute la solidité dont elle est susceptible. Mais on 
arrête ordinairement la caméroïde aux prolongements des faces internes 
AA’, CC' des piédroits, et il en est de mème pour les joints que 
cette courbe ne rencontre pas: la solidité de la voûte n’en est que 
plus grande, car alors on ajoute un joint horizontal au joint incliné 
dont une partie se trouve supprimée. 


Prost. (b): Tracer la courbe d’extrados d’une voûte elliptique. 

Divisez en un nombre impair de parties égales la demi-ellipse 
ABC d’intrados (P. IX, F. 17); menez, par les points de division, 
des normales à la courbe, pour avoir les directions des lignes de 
joint; portez, de D en E, sur la ligne de naissance AC, la moitié 
de la moindre épaisseur que puisse recevoir la clef; tirez, par E, 
une parallèle au jeint FG, jusqu'à la rencontre du petit axe BD 
de l'ellipse, si la voûte est surbaissée, ou jusqu'à la pepcontre du 

1 


-—— to yo 2 _. © 


| 322 SINUSOIDE. 


grand axe, si le cintre est surhaussé ; tirez aussi, par l'intersection Hi, 
des parallèles HI, HK, HL, etc., aux lignes de joint M, N, O, etc. 
Les parties de la ligne de naissance, comprises entre les droites issues 
de H, seront les épaisseurs moyennes à donner aux voussoirs. 
Marquez donc les milieux des arcs de douelle GM, MN, NO, etc. ; 
cez, par ces points, des normales de l'ellipse; portez, à partir 
intre, EI sur la première, IK sur. la seconde, KL sur la troi- 
sieme, etc.; prenez la distance BP égale au double de DE, et, 
par les points ainsi marqués, faites passer une courbe; elle sera 
la moitié de la caméroide demandée. 
Le reste du dessin de la voûte se fait comme dans le problème 
précédent. 
*, Remarque: Ce tracé, appliqué à la voûte parabolique, donne, 
e pour les voussoirs, des épaisseurs moyennes qui vont en diminuant 
de la clef aux piédroits. La plus grande épaisseur d'âne telle voûte 
est donc au point culminant, ce qui s'accorde avec ce que nous 
avons établi dans l'application I (page 231). 





Prost. (ce): Tracer la courbe dextrados d’une voûte gothique 
en liers-point. 

Comme le cintre est composé de deux arcs de cercle égaux AB, 
BC, qui ont leurs centres en C, A (P.IX, F. 18), la courbe d’extrados 
sera formée de deux caméroïdes égales qui se couperont aussi sur 
BD, perpendiculaire au miligu de la ligne de naissance AC. 

Pour “obtenir l’une des deux courbes, portez, de A en E, sar 
AC, la moitié de la moindre Mpaisseur qu'on puisse donner à la 
clef; tirez, par E, une parallèle à la corde AB, jusqu'à la ligne 
de joint AG, et par l'intersection H, une parallèle HI à la ligne 
de naissance. Les parties HK, KI, etc., de cette dernière parallèle, 
comprises entre les lignes de joint, seront les épaisseurs moyennes 

- des voussoirs, et vous acheverez comme dans le problème (a). 


SINUSOIDES. 


454. Nous voici arrivés au second ordre de la première classe 
des courbes planes, où le véhicule droit se ment le long d’une 
directrice droite. Pour les sinusoïdes, qui forment un genre de cet 
ordre, les diverses positions du véhicule sont perpendiculaires è la 
directrice, et le mouvement du point générateur sur ces parallèles 
est réglé par une courbe fermée. 

Nous étudierons seulement la sinusoïde proprement dite, dont la 
régulatrice est une circonférence ; celles où le mouvement dépend 
d'une ovale n'offrent aucun intérêt. 


455. Les distances de la directrice au point générateur d’une 
sinuscide égalent les sinus d'arcs de la circonférence régulatrice, et 
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ces arcs sont proportionnels aux chemins parcourus sur la directrice 
par le véhicule. 

Le nom imposé à la courbe vient de cette définition, ou bien 
de ce que, serpentant sur la directrice, elle forme autant de sinuosités 
qu'elle la coupe de fois. 

En effet, placons le point générateur en un point quelconque A 
de la directrice AB (P. IX, F. 19), et supposons que, dans la 
position DE du véhicule, la distance DE de la directrice au même 
point générateur égale le sinus D'E' du huitième A'E' de la régu- 
latrice C. Quand le véhicule, toujours d’&querre sur AB, aura 
parcouru un chemin AF double de AD, le point générateur se 
trouvera en un point G, tel que FG égalera le sinus d’un arc 
double de A’E’; c'est-à-dire que FG vaudra le sinus du. quart 
A'G' de la circonférence ou le rayon CG’. Pour un chemin triple 
AH, la distance HI sera H'I', sinus des 3 de la circonférence ; pour 
un chemin quadruple AK, la distance du point générateur égaléra : 
le sinus des $, A'G'K', de la circonférence, et sera nulle ;-pour un 
chemin quintuple AL, la distance LM vaudra H'M', sinus des $ de 
la régulatrice ; pour un chemin sextuple AN, la distance NO sera 
encore le rayon, sinus des $ ou des 7, A'G'O', de la circonférence ; 
le chemin septuple AP rendra la distance PQ égale à D'Q', sinus 
des 5 de la régulatrice, et enfin la distance sera nulle de nouveau, 
comme le sinus de la circonférence entière, quand le chemin AB- 
contiendra huit fois AD. " 

Or, il est visible que ce qui s’est passé de A en B, se reproduira 
de B en R, si BR — AB. Par conséquent, la courbe, partie de 
la directrice, s’en écarte d'une quantité égale au rayon de la régu- 
latrice, s'en rapproche ensuite, la eroise pour faire un second écart 
égal au premier, revient la couper de nouveau, s'écarte encore 
autant que les deux premières fois, et continue toujours ainsi indé- 
finiment. 


436. L'arc de sinusoïde AGKOB {P. IX, F. 19), qui répond 
à un tour complet du point A’ autour de C, forme une &olusion ; 
la corde AB de cet arc, .ou son égale BR, est la base de la courbe. 
La directrice AR se nomme aussi are, parce qu’elle partage évi- 
demment la sinusoïde en deux parties égales ; mais ce n’est pas un 
axe de symétrie. Enfin, chaque intersection de la courbe et de son 
axe est un point d’inflexion (8). | 

Effectivement, les sinus n'étant point proportionnels à leurs arcs, 
ne le sont pas non plus aux chemins du véhicule, et la partie 
GIK, par exemple, ne peut être une droite. D’un autre côté, les 
mêmes sinus diminuent lentement, de G’ en 1’, puis rapidement, de 
I en K'. Par conséquent, il en est de mème pour les ordonnées 
de la sinusoide, de F en H ct de H en K, ce qui fait que l'arc 
GIK tourne sa concavité vers FG. Or, pour des raisons analogues , 
la concavité de l'arc KMO est tournée du côté de NO. La courbure 
change donc de sens au point K. 
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Proncème: Tracer une sinusoide. 

En un point C du prolongement de l'axe AR (P. IX, Fe 1) ; 
décrivez la circonférence régulatrice, et divisez-la en un nombre 
pair de parties égales, è partir de son intersection A' avec l’axe; 
divisez de la mème manière la base. arbitraire AB; élevez sur cette 
base des perpendiculaires, à chaque point de division; menes des 
parallèles à la même base, par les points de division du cerde. 
Les intersections des perpendiculaires et des parallèles de même 
numéro seront des points de la sinusoïde. Le point E, par exemple, 
est à la rencontre de la première perpendiculaire DE-et de la pre- 
mière parallèle E'E; le point G se trouve an concours de la seconde 
perpendiculaire FG et de la seconde pafallèle G'G ; le point K est 
donné par la quatrième perpendiculaire et par la quatrième parallèle 
K'K qui se confond avec l'axe. 


Arrıicarıions: La sinusoïde est propre à l'ornement des grilles 
et des balcons. Les peintres décorateurs peuvent aussi l'employer. 
Mais, c'est surtout pour le dessin exact d'une vis quelle est utile, 
car elle forme la projection de chaque aréte du filet sur un plan 
parallèle à l’axe de. la machine. 


457. Les sommets G, S, etc. d'une sinusoide, situés du même 
.côté de Pawe (P. IX, F. 19), sont sur une droite parallèle à cet 
ace et tangente à la courbe. | 

La droite GS est parallèle à l'axe AR, parce que les distances 
FG, ST, etc., des sommets à la directrice, sont toutes égales au 
rayon de la régulatrice (435), et la mème droite GS touche la 
sinusoïde à tous les sommets qu'elle contient, parce que aucun autre 
point, situé du même côté de l'axe, n'en étant aussi écarté que 
ceux-là, il est impossible à GS de passer par deux points de l'arc 
AGK, ou de l'arc BSU, ou de tout autre arc analogue. 


Paoscème: Tracer une tangente de la sinusoïde, par un point 
donné sur cette courbe. - | 

Au point d’mflexion K, le plus voisin du contact donné M (P. IX, 
F. 19), élevez une perpendiculaire KV à l'axe AR, et menez par 
M uno parallèle MV au même axe; portez, sur la tangente en M', 
la longueur de l'arc M’K’ de la régulatrice, qui correspond à l'arc 
MK de la sinusoïde ; projeter cette longueur M'X' sur KV, au moyen 
d'une parallèle à l'axe; puis joignes M au point X ainsi marqué. 
La droite MX sera la tangente demandée. 

Demonstration: La sinusoïde peut ètre engendrée par l'extrémité 
A’ du rayon CA’, si ce rayon tourne autour du centre C, pendant 
que le même. centre chemine sur l'axe comme le véhicule (435;. 
En effet, élevons d'abord le point C d'une quantité A'A, pour placer 
A'. sur A; puis, &levons-Ie encore d'une quantité AD = + AB, tout 
en. faisant touruer CA’ d'un angle A'CE' qui ait pour indication 
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260°: l'extrémité A’, devenue E’, se trouvera nécessairement sur 
le point E de la sinusoïde. ; 

Ainsi, le point générateur, arrivé en M, peut être regardé comme 
anime d'un mouvement parallèle à l’axe ct d'un mouvement circu- 
laire, en vertu desquels il parcourrait, dans un temps donné, la 
même fraction, + par exemple, de la base AB et.de la circonférence 
régulatrice : c’est-à-dire VM et K’'M’. Or, le parcours de l'arc K'M' 
peut être remplacé par celui d’une partie égale X'M' de la tangente 
au cercle, et ce dernier revient au parcours, sur KV, d'une longueur 
XV, égale à la projection de X’M’. En conséquence (16), la tangente 
du point M est la diagonale du rectangle MVXY. 

Remarque: Les tangentes de la sinusoïde, à l'exception de celles 
qui sont, comme GS, parallèles à l'axe, coupent toujours la courbe 
quelque part. Mais celles des points d'inflexion la coupent seules 
au contact. 


x 
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458. Les diverses positions du véhicule droit des logarithmiques 
sont d'équerre sur la directrice, comme dans les sinusoïdes ; mais 
il n'y a point de régulatrice : elle est remplacée par cette condition, 

e la distance DE (P. IX, F. 20), du point générateur E à la 

irectrice AB, égale le logarithme de la distance AD du véhicule 
DE à un point fixe A, arbitrairement marqué. En d’autres termes, 
chaque ordonnée DE est le logarithme de l’abscisse correspondante 
AD. De là vient le nom du genre de courbes qui nous occupe. 

Ce sont les différents systèmes de logarithmes qu’on peut employer, 
qui diversifient les logarithmiques. La courbe est dite népérienne, 
si les ordennées sont prises dans les tables de Néper; elle est dite 
décimale, quand les logarithmes des abscisses sont cherchés parmi 
ceux dont le nombre 10 forme la base. ° 


459. Pour toute logarithmique, l'axe AC des ordonnées est une 
asymptote (P. IX, F. 20); l’abscisse AF, comprise entre l’origine 
et la courbe, égale l'unité ; cette abscisse forme le paramètre (51). 

L'ordonnée dont le pied est à l'origne À vaut le logarithme de 
zéro (438) ; elle se trouve, en conséquence, infiniment grande et 
négative; d'où il suit que le prolongement AC’ de l'axe AC des 
ordonnées coïncide avec la courbe à l'infini (232). 

L'abscisse AF, répondant à une ordonnée nulle, a zéro pour 
ogarithme, et, dans tous les systèmes, zéro est le logarithme de 
unité. 


440. Si lon porte des parties égales sur l'axe des ordonnées 
d'une logarithmique, à partir de celui des abscisses, chacune des 
abscisses issues des points de division est moyenne proportionnelle 
entre ses deux voisines. 

Soit AG = AH —HI=IK (P. IX, F. 20). Les ordonnées AG. 


” 
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o, AH, AI, AK, ctc. forment une progression par difference, car 
+ AG—0 = AG, 0 —(— AH) = AH= AG, -AH— (—AD 
= — AH + 2AH = AH, — AI — (— AK) = — 24H + 3AH 
= AH, etc. Conséquemment, les abscisses GL, AF, HM, IE, 
KN, etc., dont ces ordonnées sont les logarithmes (438), doivent 
former une progression par quotient; d'où il suit que, -par exemple, 
GL: AF :° AF : HM, et que HM : IE IE: KN. 


Pnosc. (a): Tracer la logarithmique népérienne. 

Tirez deux droites d'équerre AB, AC (P. IX, F. 20); prenca, 
sur la première, une longueur quelconque AF pour unité ; portez 
cette mème longueur sur l’autre, de À en C; élevez, au point C, 
une abscisse CO égale à 2,72 AF; les points F, O appartiendront à 
la courbe (439), car 2,72 étant, à moins de 0,01 près, la base du 
systeme népérien , ou hyperbolique, a l'unité AC pour logarithme. 

Vous aurez le point L, dont l’ordonnée AG = + AC, en cherchant 
une moyenne proportionnelle GL entre CO et AF (440). Le point 
E, dont l'ordonnée AI = — AC, a pour abscisse IE ou AD, 
troisième proportionnelle de CO, AF. Enfin, à l'aide de moyennes 
et de troisièmes proportionnelles aux abscisses déjà connues, vous 
pourrez trouver autant de points qu'il en faudra pour bien déter- 
miner la courbe. 


Prost. (b): Tracer la logarithmique décimale. 

Tirez deux droites d'équerre AB, AC (P. IX, F. 21); prenez, 
sur la première, une longueur quelconque AF pour unité; portez 
cette même longueur neuf fois de suite sur son prolongement ; au 
point B qui en résulte, élevez une ordonnée BD — AF; prenez 
encore AE= AF; puis, élevez en Rune abscisse EG — 0,1 AF ; 
les points D, F, G appartiendront à la courbe (439), car BD —<+ 1 
est Te logarithme vulgaire de AB ou 10, AE — — 1 est le loga- 
rithme vulgaire de EG ou 0,1. 

Vous trouverez le point qui répond à l’ordonnée + AE, en cher- 
chant une abscisse moyenne proportionnelle entre EG et AF (440). 
Le point relatif è l'ordonnée {BD ou + AD’ a pour abscisse une 
moyenne proportionnelle entre AF et D'D. Le point dont Tordonnee 
est AC ou 2AD’ exige une abscisse qui soit troisième proportionnelle 
à AF, D'D. Ainsi des autres. 


Apprications: I. Les Iogarithmiques peuvent servir à trouver, 
sans calculs et sans tables, les logarithmes de droites données par 
un plan. Si, par exemple, on porte une de ces droites de A en 
D, sur l'axe des abscisses d'une logarithmique dont le paramètre 
AF soit l'unité de l'échelle du plan (P. IX, F. 20), et qu'on mène, 
par D, une parallèle à l'axe des ordonnées, jusqu’à la courbe LMN, 
cette parallèle DE sera le logarithme de AD, dans le système 
employé pour la construction de la logarithmique. 

U. La logarithmique népérienne sert principalement au tracé 


en 22 
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de la courbe nommée chainette qui fera le sujet du chapitre 
suivant. 

III. La trajectoire qu'un projectile suit dans l'air est divisée, 
par son point culminant, en deux arcs de natures différentes, et 
l'are descendant forme une variété de la logarithmique népérienne. 


Son paramètre vaut = , m étant un nombre relatif à la résistance 
m 


de l'air et dépendant de la densité de ce fluide, de celle du pro- 
jectile et du diamètre. En d’autres termes, les ordonnées égalent 
les logarithmes népériens ou hyperboliques des abscisses, si celles-ci 
sont prises a partir d'une parallèle à l'asymptote, qui en soit éloignée 
de m — ı fois le paramètre. 

Dans le vide, la gravité est la seule force qui agisse sur le 
projectile, une fois que la poudre enflammée a donné l'impulsion, 
et de la bouche à feu E au point culminant P (P. VI, F. 12), 
elle détruit toute la vitesse vérticale. Donc, à la fin du parcours 
de l'arc descendant PG, cette force doit avoir rendu au projectile 
la vitesse du départ, et nécessairement il lui a Mu pour cela un 
temps égal à celui de l'ascension. Par conséquent, les distances 
horizontales EH, HG ont été parcourues dans le même temps. Mais 
la gravité ne saurait altérer la vitesse horizontale, puisqu'elle lui 
est perpendiculaire. Ainsi, cette vitesse reste toujours la même, 
EH — HG, et comme, pour les mêmes raisons. IL — LK , à une 
hauteur quelconque, les arcs EP, PG sont symétriques. 

Il suit encore d'une vitesse horizontale coggiante, que la gravité 
ne peut rendre vertical un élément de l'arc PG, qu'après avoir 
donné à la vitesse verticale une valeur infiniment grande, ou qu’au 
bout d’un temps infiniment long, ou qu'à une distance infinie de 
l'axe PH. Donc, comme la parabole (338), l'arc PG a pour 
asymptote une parallèle à PH, infiniment éloignée de cet axe, et il 
en est de mème pour l'arc EP (p. 200, appl. Il). 

Dans l'air, pendant l'ascension, la résistance du fluide, pro- 
portionnelle au quarré numérique de la vitesse, concourt avec la 
gravité pour atténuer la vitesse verticale. Pendant la descente, au 
contraire, la même résistance détruit à chaque instant une partie 
de la vitesse due à la gravité, et dans les deux cas, elle diminue 
sans cesse la vitesse horizontale. Par conséquent, la vitesse tangen- 
tielle en N n’&gale pas celle qui a lieu en M; la résultante de cette 
vitesse et de celle que donne la gravité dans un temps très-court, 
n’a pas la mème direction qu’au point M ; le très-petit arc NK n'est 
pas le symétrique de l’arc correspondant MI, et les arcs EP, PG 
ne se ressemblent nullement. 

En second lieu, la vitesse horizontale, décroissant toujours et 
rapidement, arrive à une valeur infiniment petite, au bout d’une 
distance limitée EA. Alors, elle est nulle, par rapport à l'effet fini 
de la gravité, et le mouvement se continue selon la verticale ph. 


Cette droite se trouve donc tangente à l’arc PG, dès que la vitesse * 


horizontale devient infiniment petite. Or, cela ne peut avoir lieu 
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qu'après un temps infini, puisque la vitesse horizontale perd, à 
chaque instant, la même fraction de ce qu'elle était dans l'instant 
précédent. Donc enfin, l'arc descendant PG a une asymptote ph 
analogue à celle d'une logarithmique (439). 

Pour les boulets, les obus et les balles de fusil, le point cul- 
minant de la trajectoire a une si petite élévation, et l'arc ascendant 
une si faible courbure , que cet arc peut être regardé comme appar- 
tenant à la logarithmique dont l'arc descendant fait partie. Ainsi, 
ces sortes de projectiles ont une logarithmique pour trajectoire ; 
mais il n’en est pas de même des bombes, qu'on lance ordinairement 
sous un grand angle. 


444. Dans toute logarithmique, la sous-tangente est constante, 
prise sur Daze des ordonnées. 

Soient ET la tangente pour le point E d’une logarithmique quel- 
conque (P. IX, F. 22), et EI l’abscisse du mème point. La droite 
IT sera la sous-tangente prise sur l'axe AC des ordonnées. 

Marquons, su®la courbe, un point e infiniment près de E; il 
se trouvera aussi sur le prolongement de la tangente TE. Par 
conséquent, son abscisse ei et l'ordonnée EP forment un triangle 
rectangle epE semblable à EIT, ce qui donne 

| IT © Ep :: EI: æ, 
puis 
__ È? AI— Aï __ylogBI — Loge 

Considérons maintenant un autre contact E’ et le point e' infi- 
niment voisin. Si ET = k XEÏ, k étant un multiplicateur quel- 
conque, on aura aussi, à bien peu près, eli = kXx.ei. D'ailleurs, . 
nous verrions, comme tout-à-l'heure, que 

LogE'! — Log di! 
À n nn 
Zn 





Dont, 
Log k X EI — Log & X ei 
7 AXa—EXEL 
Log k + Log EI — Log & — Log ei 
ES | DS 
Log EI — Logei 

ei—El ’ 


IT = AXEI 
= EI 


= EI 





et enfin 
ET = IT. 


442. Dans la logarithmique népérienne, toute sous- tangente 
égale le paramòtre. 
N suffit (441) de démontrer que telle est la valeur de la sous- 
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tangente AT du point F (P. IX, F. 20), ou (439) que 
. AT = ı = AF. 
Or, le point f, infiniment voisin, fournit le triangle rectang 
fel qui est semble a FAT. Donc , ì 
AT. Fp.. AF. fp, 
et 
AT — arf? Aso _ Log af— Log AP 
Sg A 

si nous représentons les logarithmes népériens par Log’. Mais, dans 
le système de Néper, le module est l’unité, ou, ce qui revient 
au même, la différence de deux nombres très-voisins vaut celle de 
leurs logarithmes. Par conséquent, 

Log! af — Log AF _ 

RE pn 


443. Dans la logarithmique décimale, toute sous-tangente égale 
les 4545 dix-millièmes du paramètre. 

On a, en effet, pour le contact F (P. IX, F..21), comme dans 
le cas précédent, 
__ Logaf — Log AF 
MST i | 
puis 

AT = 0,434 294482, 

valeur du module pour le système dont la base est 10; ou bien, 
parce qu'un logarithme de ce système vaut le produit fait avec le 
logarithme népérien du même nombre et la fraction 0,4343, à fort 
peu près, 
| 0,4343 Log af — 0,4343 Log AF 


AT = af AF 
= 0634 EE = 0,4343. 


Prost. (a): Mener une tangente à la logarithmique népérienne, 
par un point E pris sur cette courbe (P. IX, F. 22). 

Tirez l’abscisse EI du contact; portez le paramètre AF sur l'axe 
des ordonnées, à partir de I et du côté où la tangente doit couper 
cet axe. Vous marquerez ainsi un point T, et la droite ET sera la 
tangente demandée (442). 


Pros. (b): Mener une tangente à la logarithmique décimale, 
par un point pris sur celle courbe. 
Agissez comme dans le problème précédent; mais, au lieu de 
e le paramètre entier pour sous-tangente, prenez-en seulement 
les 0,4} augmentés du tiers du dixième suivant (443). 


2 
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444, On appelle chatnette, caténaire, lintéaire, oa encore fu= 
niculaire, la courbe que forme naturellement une chaîne à très-petites 
mailles, ou une corde, parfaitement flexible et uniformément pesante, 
quand elle est suspendue à deux points fixes, situés sur des ver- 
ticales différentes. © 

Il faut entendre, par les mots uniformément pesante, que les 
parties de même longueur doivent être de même poids, quels que 
soient les points qui les terminent. | 


445. La chaînette est une courbe ouverte et infiniment grande. 

La corde suspendue B'BACC' (P. IX, F. 23) a toutes ses parties 
en équilibre, puisque aucune ne prend le moindre mouvement, et 
cet état de choses ne sera nullement troublé, si l'on rend les points 
B, C fixes comme les points A’, B' de suspension. La chalnette peut 
donc être arbitrairement rognée par les deux bouts, et perdre ses 
plus grandes cordes horizontales, sans que la forme du reste soit 
 altérée. 

Réciproquement, l’arc BAC pourrait être arbitrairement allongé 
par les deux bouts, au moyen de deux autres points fixes B', C, 
sans que sa forme changeät, mème après la suppression des points 
de suspension B, C, et rien ne limite l'accroissement qu'en rece- 
vraient les cordes horizontales. 

Ainsi, une chaîne suspendue à deux points infiniment éloignés de 
T'horizontale BC et de la verticale AD, pourrait couvrir l’âre BAC. 


446. Le point A le plus bas d'une chatnette en est le sommet 
(P. IX, F. 23), et la verticale AD forme l'axe de la courbe (5). 

Supposons que l'horizontale BC soit une lame flexible, uniforme, 
fixée en B et en C, avec la mème solidité. Partageons cette lame 
en un nombre de parties égales quelconque, mais impair, et attachons 
le mème poids au milieu de chacune de ces parties. Le poids du 
milieu D de BC, agissant avec un plus grand bras de levier qu'aucun 
autre, sur les résistances qu’opposent les points B, C à la flexion, 
à l'allongement de là lame, descendra le plus bas selon la verticale 
DA, et s'arrêtéra en A, par exemple. Les deux poids voisins, à 
droite et à gauche, descendront un peu moins, mais ‘également; 
les deux poids symétriques suivants descendront moins encore, mais 
‘ils s’arr&teront à la même distañce de BC; ainsi des autres. La lame 
formera donc un polygone que AD partagera en deux parties symé- 
triques. Or, la courbe due à une chaîne attachée aux points B, C 
et descendue jusqu'en A, ne diffère du polygone qu’en ce que ses 
éléments droits sont infiniment plus petits que les côtés (444). Con- 
‘ séquemment, cette courbe doit être partagée aussi en deux ares 
‘symétriques, par la verticale de son sommet A, et cette verticale 
est un axe qui divise en deux parties égales les cordes horizontales. 
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447. La différence de deux demi-cordes horizontales. et infinimen 
voisines, dans la chatnette, contient la difference des deux abscisses 
correspondantes, prises sur Paxe, à partir du sommet, comme la ' 
longueur de chatne dont le poids égale la tension au sommet, contient 
Phypothénuse d'un triangle rectangle formé avec la plus. courte 
abscisse et la moyenne proportionnelle entre cette abscisse et le double 
de la longueur indiquée. 

Soient a la différence infiniment petite DE ou CF des abscisses 
AE, AD ouz (P. IX, F. 23); b la différence FC’ des ordonnées 
correspondantes EC’, DC ou y; c la longueur de chaîne dont le 
poids vaut la tension de l'élément horizontal A, tension qui ne 
varie pas, quelle que soit la longueur totale de la chaîne ou la 
position de chaque point de suspension sur B'AC' (445). Le produit 
2cæ donne le quarré de la moyenne proportionnelle entre æ et 2c; 


V'æ* + 2ex est la longueur de l'hypothénuse du triangle rectangle 
construit avec æ et Vacz, et l'on a 


b'a°°c°Vzi+ cz. 

En effet, c'est le poids de l’are AC qui tend la chaine en A et 
en C, selon les tangentes de ces points. II égale donc la résultante 
de ces tensions; sa direction verticale passe par leur concours G, 
et, puisqu'il y a équilibre entre les trois forces, le rapport de l'une 
au sinus de l’angle formé par les deux autres est le mème pour toutes. 
Si donc p indique le poids d’une longueur de chaîne égale à l'unité, 
s la longueur de l’arc AC, ps sera le poids total de cet arc, pc 
vaudra la tension horizontale qui a Heu selon AG,.et Fon aura 

ps è pe... sin AGC © sin CGH, 
ou, parce que. sin AGC = sin CGI = sin GCH,, 
st cè sinGCH ; sin CGH. 
Mais, les sinus des angles d’un triangle sont proportionnels aux 
côtés opposés. Donc, 
«°c °° GH° CH. 

Puisque CF est infiniment petit, l’arc CC’ Test aussi et peut être- 
regardé comme le prolongement de la tangente GC. Il en résulte- 
un triangle rectangle CFC’ semblable à GHC, la proportion 

GH : CH :: CF : CF, 
puis cette autre 


stcatb, a b=. 
8 


L'are CC’, que nous représenterons par d, est la différence infi- 
niment petite des arcs AC’, AC, ou l'accroissement que prend AC, 
quand x et y augmentent respectivement de a, b, et 

ae? ats? + a?c? 


d° = a+ mar = ni 
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Par conséquent, 


vw+e) __ 
d= a et = are) 


Posons Ve) = cu s+e = 3". Si l'arc s croit de la 
quantité infiniment petite d, inconnue x croltra d'une autre quantité 
infiniment petite e, et l'on aura évidemment 

(std)? +e? = (+9), 
puis 
s3 Hosd+d?+e = 33 + 2e3 + ei. 
Retranchant l'équation s°+ c° = 2°, il vient 
2sd+ di = nes pe, ou asd = ae, 
si l’on néglige les quarrés d*, e* des accroissements infiniment petits. 
En conséquence, 
sd _ sd 
3 VE+e) 
» étant un nombre quelconque. Prenons n infiniment grand; il 


‘exprimera le nombre de fois que æ contient a, et le nombre de 
fois que z ou Y (s’+-c’) contient e. Donc 


s=V+e), a =#+0, = (set), 


e = 


a ze ct na=ne, 


et 
bilaletV(£e1_-c0?) 

Or, rien n’empèche de placer l'origine des coordonnées sur le 
prolongement de l’axe DA, en un point O tel que AO = e. L'or- 
donnée y ni son accroissement FC’ ne changent pas; æ devient 
OD ou =’, mais son accroissement CF reste le même; =’ vaut na, 
comme 2, et l'on a 

biaie: V{rr—e) 
Mais & = AD+ AO = x-+c, ce qui donne 
Ver) = VIH) — 01] = Ve asp ee?) 
= V(£° + 207). 
Donc enfin, conformément au principe énoncé, 
baise, V(e’+acr). 


448. Si l’origine des coordonnées est prise sur le prolongement 
de laxe dune chatnette, à une distance du sommet qui soit la 
longueur de chaîne dont le poids vaut la tension qu'éproure l'élément 
horizontal de ce sommet, deux points symétriques de la courbe ont, 
pour abscisse commune, la demi-somme des abscisses relatives aux 
points de mêmes ordonnées, dans la logarithmique népérienne dont 
le paramètre égale l’abscisse du sommet. 

oient la chaînette BAC (P. IX, F. 23), OA — c longueur de 
chaîne dont le poids vaut la tension de l'élément du sommet A, 
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KAL la logarithmique népérienne dont OA est le paramètre (439), 
K et L les points de cette courbe qui ont des ordonnées égales à 
celles des points symétriques B, C de la chalnette. L’abscisse com- 
mune à ces derniers, OD = i1(0P+ 00) = i(2'+2”), si 
x’, æ représentent respectivement les deux abscisses de la loga- 
rithmique. . 

Sans rien statuer sur la nature de la courbe BAC, nous suppo- 
serons que ses points B, C aient été déterminés au moyen des 
parallèles MB, NC de OD, également distantes de cette verticale, 
et au moyen d'une horizontale BC, menée par un point D, tel que 
OD = (NK + ML). Admettant de plus que tous les autres points 
de BAC aient été trouvés, par couple, d’une manière analogue, nous 
aurons évidemment démontré le principe, si nous faisons voir que 
cette courbe se confond avec l'arc de chaînette qui contient les 
points B, À, C. 

Pour que la confusion ait effectivement lieu, il suffit que la courbe 
BAC satisfasse au principe 447, c’est-à-dire qu'entre l'accroissement 
FC ou à de l’ordonnée DC et l'accroissement DE ou a de l’abscisse 


. e VC LT 
OD, existe le rapport VG' +) qu'établit la chainette, a étant 
la partie AD de laxe. - 
s puisque ON = OM, la logarithmique (440) donne cette 
proportion: 
NK : OA :: 0A: ML, ou «°c °° c° =, 


d'où l’on tire 
= 
=7- 
Il s'ensuit 





a ,, €? __ æêb+et 
OD ou c+z = 2(2+5 = ad N 


+0 = a(c+a)2, z?—a(l+z). = —c}, 
=! = c+be4y{(c-+x)} — 0] = cH+e+ y (at + 2er). 


Le signe -+ suffit devant le radical, attendu que =’ ou NK doit 
c+æ ou OD. 
Cherchons maintenant l'accroissement e' que prend Y (z’-+-2ez), 
quand « croît de a, comme OD. En imitant ce qui a été fait dans 
la démonstration précédente pour V (s°-+c*), nous aurons 


V(at+Hicz)= 3, 2° -4ace=2/2, (+)? pack ra) =(s +), 
27H aaz +0? H acz + aca = Zt pad + di, 
puis négligeant a’, e’” et retranchant &°+ acc = 5", 
sax <aca = 265, = +22 _ (+2) 


8 Via +) 
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Mais, l'accroissement a de x en.produit un f dans. 2’, et- par 


conséquent, 
z'+f = beta Viet +a0) + RTE. i 


Retranchant x’ d’un côté et sa valeur de l'autre, on trouve 
_ (e+2)a 
ar oc) 

D'ailleurs, le paramètre c est la sous-tangente constante de la 
logarithmique népérienne (442), et (441) pour le point K, dont 
l'ordonnée PK doit croître de d, afin de rester égale à DE, de- 
venue EC, 


= ou bien fa: —. 
Ainsi, 
(+2). _ d a 
+7 pia) — let +V(2°-+202)} 


acV(x°-4 acc) +(c+z)ac _ 
versa = b[c4-24- Ve? Fach). 


Divisant les deux membres par e + 2-+ y (2’-+-acr), on obtient 
enfin 


. ae = b — mms e concia 
VE +e) — Vl@?-+2c2)' 


449. La chatnette est une courbe à véhicule droit MB ou OA 
(P.IX, F. 23), toujours perpendiculaire aux cordes horizontales, 
ou à une directrice droite MN, sur lequel le point générateur B 
se meut de mantère que sa distance à la directrice égale constamment 
la demi-somme des distances de cette droite à deux points aussi 
éloignés de l'axe OD que ce point générateur, et situés sur une 
certaine logarithmique KAL, qui a pour paramètre la partie d’aze 
DA comprise entre la directrice et le sommet; de sorte que cette 
logarithmique est la régulatrice de la chaînette. 

D'abord, ce principe est vrai quand le paramètre OA de la 
logarithmique KAL égale la longueur de chatne dont le poids vant 
la tension qu'éprouve l'élément horizontal du sommet A (448), ou 
quand la logarithmique est népériennes mais il l'est encore dans 
toutes les circonstances qu'indique l'énoncé suivant : 

Pour qu’une logarithmique L'AK' soit la régulatrice d'une chai- 
nette, il suffit que la plus petite M'L! des deux abscisses de la 
premiere courbe qui répondent à une abscisse donnée 0'D de la 
seconde, égale cette dernière diminuée de la moyenne prèportionnelle 
entre son excès AD sur le paramètre O'A, et la longueur qu'elle 
forme, étant ajoutée au même paramètre. 


At 


% 


_—. .. — ——— -. 
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Bésîgrons par x une droite telle qu'on ait 

0'D —V'A : z °° 2° 0'D+0"5A, 

et supposons que M'L' = O'D— x. Il s'ensuit 
s=> 0D—ML, = ü D —01}, OD'—s" — OA”, 
puis - 

0'D+3 * O'A ** OA : O'D—s. 

Mais OD +: = O0O'D + OD — ML = 20!/D — ML'; en 
conséquence, 

20 D—ML : 0A °° 0A: ML, j 
et parce que (440) N'K', l’autre abscisse qui répond à O'D, donne 
la. proportion NK’: 0'A 7: O'A : ML’, on a 

NK' = 130D—ML oa ODE pi i = M'B 
Si la logarithmique LAK est construite de la mème manière, 
c'est-à-dire si OD— OA :z'2:720D-+-OA et que ML=0D— 7, 
la relation OD = == 


NK.-ML = 20/D = 20D-+- 20/0 = NK + ML + 20'0 





‘aura lieu aussi. Par conséquent, 


NK'—NK — ML— M'L' 20/0. 
Mais LL'= OO + ML — ML, KK' — WK' — NK — 0'0 


‘—"ML— ML! + 20/0 00 = ML— ML + 0'0. Ainsi, 


' =KK'; ‘it y a égalité ‘entre les distances ‘des. deux logarith- 


‘ miques, sur'les verticales M'L, N’K’; ces distances verticales vont 


en dimihuant par degrés, de gauche à droite et de droite à gauche, 


‘ jusqu'au croisement’ A où elles deviennent nulles ; et de la loi de 
‘ continuité suit qu'il y a aussi égalité entre les distances ll’, kk' des 


deux courbes, prises sur des verticales quelconques m'Z, n’k’, situées 
à égales distances des paramètres OA, O’A. 

Or, Tune des deux logarithmiques, LAK par exemple, peut être 
supposée népérienne, et alors 


| ml+nk _ \ 
em 


En outre, m'l' == OO Ze — U, : uk ss 0'0+4-nk4 hl. 
Par conséquent, 

ml bunk = 300 +mlnk = 20/0 amb = 2(00 + mb); 
puis enfin, 

mil + = mb, 
ce qui montre qu'une abscisse quelconque dela ehalneite vaut la 
‘demi-somme des abscisses relatives à la mème ordonnée, dans toute 
logarithmique eonstruite d'après Fénoncé du principe. 
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450. La chatnette et sa régulatrice logarithmique interceptent 
des parties égales, sur les parallèles à Daze qui en sont également 
éloignées. 


Si la logarithmique LAK (P. IX, F. 23) est une régulatrice de 
la chainette BAC, et que OM = ON , on a (449) 


marc ETTI, 





NK, MB étant parallèles à Taxe OD. 
0r, la partie de NK IT ‘interceptent les deux courbes, CK 


RE + NK — ML 

= NK—NC = NK— = = ; la partie inter- 

NK-+ ML __NK—ML 
2 








ceptée sur MB, LB = MB MI. == 
Donc, CK = LB. 





Pnosr. (a): Tracer un arc de chainette. 

Solution 1: Attachez à deux points B, C (P. IX, F. 23), une 
chaîne métallique, dont les mailles soient égales, 
mobiles, et qui ait une longueur plus grande que l'intervalle des 
points de suspension; elle se courbera d'elle-même selon un arc 
de caténaire (444). Marquez donc plusieurs points de cet are, puis 
employez un des moyens du n° 2. 

Solution 2: Tracez une logarithmique népérienne LAK (io fi 
probl. a); portez sur l’asymptote MN, à partir du 
et de chaque côté, des parties égales Om, mM, On, «N, de; 
menez, par les points de division? des perpendiculaires à MN ou 
des parallèles à OA, jusqu’à la courbe; prenez la demi-somme des 
parallèles ML, NK, également distantes du paramètre, et portez -la 
sur chacune, à partir de l'asymptote, de M en B, de N en C; 
prenez la demi-somme des parallèles ml, nk, et portez-la sur chacane, 
demenb,denen ‘i ainsi de suite. La courbe que vous ferez passer 
par les points B, b, A, c, C sera un arc de chalnette (449). 


Prost. (b): Tracer un are de chatnette dont la corde horizontale 
et la flèche sont Hlonnées. 

La flèche AD (P. IX, F. 23) est une partie de Taxe, et se 
trouve, par conséquent, perpendiculaire au milieu de la corde ho- 
rizontale BC. 

Solution 1: Employez une chaîne métallique fine; attachez—la 
aux points B, C, de manière quelle couvre le point A; puis, 
achevez comme dans la première solution du problème précédent. 

Solution 2: Marquez un point quelconque OÖ’ sur le pro ongement 
de DA; menez, par A, ‚0 des parallèles AI, M'N' à BC, 

B,C, des parallèles BM ‚(N à DO'; décrivez de 0', ee ( 
un arc de cercle qui coupe Al, vis joignez l'intersection R r 
centre 0’; décrivez de R, avec RA, un autre arc qui coupe RO’; 
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portez la distance de l'intersection S au point O', sur l'une des 
parallèles de DO’, sur M'B par exemple, à partir de M'N', afin 
de marquer la plus petite abscisse M'L’ de la logarithmique régu- 
latrice ; portez L'B-de C en K’, sur le prolongement de N’C, pour 
avoir la plus grande abscisse N'K' de la même courbe (450) ; cher- 
chez la moyenne proportionnelle m'l' de M'L', O'A, puis n’k' celle 
de O'A, N'K'; prenez leur demi-somme et portez-la, è partir 
de M'N', sur des parallèles a 0'D, menées par les milieux de O'M', 
O’N’; les points. b, c, ainsi marqués, appartiendront à l'arc de 
chainette BAC (440 et 449). 

Pour obtenir deux autres points, cherchez la moyenne propor- 
tionnelle de M'L, m'l' et celle de n’k', N'K'; puis, portez leur 
demi-somme, à partir de M’N’, sur des parallèles à O'D, menées 
par les milieux m”, n” de M'm', n'N'. 

Deux nouveaux points de la chaînette résultent des moyennes 
proportionnelles entre m'l', O'A, et entre O'A, n'k'; leur demi- 
somme se porte, à partir de M'N’, sur des parallèles à O’D, menées 
par les milieux 0‘, 0” de m’O’, O'n’. 

Il est clair, d'ailleurs, qu’en opérant d'une manière analogue, 


on trouvera les huit points situés sur les parallèles à O’D, menées 


par les milieux des huit divisions de M'N’; que ceux-là permettront 
d'en déterminer seize autres, et ainsi de suite. 

Demonstration: Nous avons seulement à faire voir que l’are de 
logarithmique qui a 0'A pour paramètre et M'L', N’K’ pour abscisses 
extrémes, peut être régulateur de l'arc caténaire BAC. Or, d'après 
la construction, M'L' — RO'—RA = 0'D— RA, et 

DA : RA ;; RA : a0D—DA, 


ou bien 

OD — O'A : RA °° RA : O'D+0'A. ' 
Par conséquent, la moindre abscisse M'L', qui répond à la mème 
ordonnée DB que OD, satisfait à la condition du n° 449. 


| 451. Tout arc de chatnette limité au sommet est moyen proportion= 

nel entre la différence du paramètre de la logarithmique népérienne 
régulatrice, à l'abscisse de l'autre extrémité de l’arc, prise depuis 
l'asymptote de cette courbe, et la somme de ce paramètre ajoutée à 
la méme abscisse. 

Soient OA (P. IX, F. 23) le paramètre de la logarithmique népé- 
rienne employée pour tracer l’arc de chaînette BAC (450, probl. a), 
et MN l’asymptote de cette courbe (439) ; CN ou DO sera l’abscisse 
de l’extrémité la plus élevée de l’arc AC, prise par rapport à cette 
asymptote, et l'on aura . 


OD—OA * AC ** AC * OD-+-0A. 
En effet, la démonstration du n° 447 établit que l'arc AC ou 
s=V(e'"—c°), expression dans laquelle.x' = OD 4 L = 0A. 
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Par conséquent, 

AC’ = 0D’— 04” = (0D—0A)(0D—+ 0A), 
relation conforme au principe. . 


452. Tout arc de chatnette soutendu par une corde horizontale, 
égale la différence des abscisses extrêmes de la logarithmique népé- 
rienne régulatrice. 

De OD, il faut (449) retrancher la moyenne entre OD— OA 
et OD-+ OA, pour avoir la plus petite abscisse ML de la loga- 
rithmique régulatrice (P. IX., F. 23). Or, cette moyenne est l'arc 
BA, quand OA forme le paramètre d'une logarithmique népérienne 
(451). Donc, 

‘+ O0D—BA = ML cet BA — OD—ML. 


. Mais (450), OD — ML = MB—ML —BL—CK—NK-—NC 
= NK—0D; à cause de la symétrie de la chaînette, CA — BA; 
-par conséquent, 

CA = NK — OD 


et 
BAC = BAHCA = 0D—ML-NK—0OD = NK—MI. . 


Prost. (a): Mesurer un arc de chatnette limité au sommet, quand 
la courbe a été tracée au moyen d'une logarithmique népérienne. 

Abaissez, de l'extrémité supérieure C de l’arc AC donné (P. IX, 
F. 24), une perpendiculaire CD sûr l'axe AD; puis, du point O, 
extrémité du paramètre AO de la logarithmique népérienne régu- 
latrice, décrivez, avec OD, un arc de cercle qui coupe l’horizontale 
du sommet A; la distance de l'intersection R au point A sera la 
Jongueur cherchée. 

„Demonstration: La construction donne effectivement 


AD : AR :: AR : 20D— AD, 
ou bien 
OD—QA © AR :: AR : OD+OA, 


ce qui fait voir que AR = AC (451). 


Prost. (6): Mesurer un arc quelconque Bb d’une chainette tracée 
au moyen de la logarithmique népérienne (P. IX, F. 24). 

Abaissez, des extrémités B, b de l’arc, les perpendiculaires BD, 
bd sur l'axe AD; puis, du point O, extrémité du paramètre de 
la logarithmique régulatrice, décrivez, avec OD, Od, des arcs de 
cercle qui coupent l'horizontale du sommet A; la distance R'r des 
deux intersections sera la longueur de Parc Bb. 

Demonstration: D’après le problème précédent > AR' = AB 
Ar == Ab; en conséquence, 


BE — AB—Ab = AR'— Ar = Nr. 


2 
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Pnost. (c}: Mesurer un arc BAC de chatnette, soutendu par 
une corde horizontale BC, quand la courbe a été tracée au moyen 
d'une logarithmique népérienne (P. IX, F. A 

Solution 1 : Prenez pour centre l'extrémité O du paramètre AO’ 
de la logarithmique régulatrice, et décrivez, avec OD, un arc de 
cercle.qui coupe deux fois l'horizontale du sommet A; la distance 
RR’ des intersections vaudra l’arc BAC. 

Solution 2: Tirez des parallèles à la corde BC (F. 23), par 
les extrémités supérieures des abscisses extrêmes ML, NK de la- 
logarithmique régulatrice ; la distance PQ des points où ces parallèles . 
couperont l’axe OP, sera la longueur de l'arc BAC (452). 


Proc. (d): Mesurer un arc quelconque d’une chaînette qui n’a- 
pas pour régulatrice la logarithmique népérienne. 

Employez un des moyens donnés dans le n° 21, pour trouver 
la longueur, d’une courbe qui n’est pas rectifiable. 


455. La tangente en un point quelconque de la chatnette fait, 
avec la corde horizontale qui contient ce point, un angle dont la 
tangente trigonométrique est le quotient de l'arc compris entre le- 
contact et le sommet, divisé par le paramètre de la logarithmique 
népérienne régulatrice. j 

La tangente d’un point quelconque C (P. IX, F. 23) fait, avec 
la corde horizontale CB, l'angle DCG qui a GH pour tangente 
trigonométrique relative au rayon CH. Ainsi, 

GH 
Tang DCG = | 
Or, il a été établi (447) que s : 0 :: GH : CH, proportion dans. 
laquelle s — AC et e= OA, paramètre de la logarithmique népé-- 
rienne régulatrice (449); conséquemment, . 
AC * OA °° GH : CH, 
et 
AC 
Tang DCG = oi’ 

454, La sous-tangente DT, prise sur laxe d'une chainette 
(P. IX, F. 23), est la quatrième proportionnelle du parametre 
OA de la logarıthmique népérienne régulatrice, de l’ordonnée CD 
du contact et de l’arc AC qui sépare ce contact du sommet. 

La sous-tangente DT, faisant partie du triangle rectangle CDT,. 
semblable à CHG, donne la proportion 


CH è GH :: CD : DT. 
Or (453), CH: GH :: OA ; AC. Donc, 
OA: AC °° CD.° DT. 
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Paopı. (a): Mener, par un contact donné, la tangente d’unc 
chainette tracée au moyen de la logarithmique népérienne. 

Solution 1: Cherchez la longueur AR de J'arc AC, compris 
entre le contact donné C et le sommet A (P. IX, F. 24); tirez 
la droite OR, et tracez, par C, une autre droite CT qui fasse, 
avec l'horizontale CB, un angle égal à AOR ; cette droite CT sera 
tangente en C (453), car | 


AR AC 
Tang DCT = TangAOR = Da = 51° 


Solution 2: Après avoir trouvé AR, déterminez le quatrième 
terme de la proportion OA ; AR : ; CD; DT; puis, portez-le sur 
l’axe, à partir du pied de l'ordonnée CD et vers le point O (454). 


Prost. (6): Mener, par un contact donné, la tangente d’une 
chainette qui n’a pas pour régulatrice la logarithmique népérienne. 

Rectifiez, sur l’horizontale du sommet (21), l'arc AC compris 
entre ce point et le contact donné C (P. IX, F. 24); élevez 
une perpendiculaire au milieu de la droite DR, qui joint le pied 
de l’ordonnée CD du contact à l’extrémité de la longueur AR de 
‘arc. Le point O, où cette perpendiculaire coupera l’axe DA, sera 
le centre de la -circonference.DR, décrite avec OD, et l'extré- 
mité du paramètre AO de la logarithmique népérienne qui pourrait 
être régulatrice de la chatnette BAC (451 et 452, probl. a). Vous 
| pourrez donc achever comme dans le problème précédent. 


455. La chatnette n’a pas de tangentes verticales, et son sommet 
est le seul point dont la tangente soit horizontale. 

Une tangente verticale formerait un angle droit avec l'horizontale 
du contact. Donc, d'après la solution 1 du problème (a), langle AOR 
serait droit aussi (P. IX, F. 24); OR se trouverait parallele è 
l'horizontale AR; le point R passerait à l'infini, et par suite, l'arc 
AC deviendrait infiniment grand. Ainsi, c’est seulement à l'infini 
qu'une chaînette peut avoir une tangente verticale. 

Pour que la tangente devienne horizontale, il faut (453) que 


AC AC, 
TangDCT = da = Or, le rapport ga west nul que dans le 


cas où l’arc AC l'est lui-mème, c'est-à-dire dans le cas où le contact 
€ se confond avec le sommet A. 


Appricattons: I. De ce que chaque partie bc d'une chalnette 
(P. IX, F. 24) est en repos, en équilibre (445), parce que son 
poids est detruit par la résultante des tensions qui ont lieu selon 
les tangentes en è, c, il suit qu'un fil métallique, courbé selon 
BAC, puis mis dans la position BA'C, par un mouvement de 
révolution autour de BC, aura aussi en équilibre chacune de ses 
parties b’c'; seulement, le poids de chaque petit arc sera détruit 
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alors, non plus par des tensions , mais par des pressions exercées 
selon les tangentes en 2’, c', et dirigées vers le concours de ces 
droites. Aucun aflaissement ne se produira, ni au point culminant 
À’, ni ailleurs, et au contraire, il y aurait au moins tendance à 
dépression, si la courbure était toute autre que celle de la chainette. 
Supposons ‘des solutions de continuité infiniment étroites, opérées en 
b', c', selon des plans normaux au fil; l’état des choses n'en sera 
nullement troublé : le petit arc b’c, soutenu par les deux pressions 
tangentielles, conservera toujours sa position. 

Ainsi, la chainette est la courbe à employer pour le cintre des 
voûtes d’une épaisseur constante : quand elles ont cette’ forme, leurs 
voussoirs ne tendent point à glisser. 

Rondelet a mis le fait en évidence, au moyen de sphères égales, 
posées sur un cintre en chainctte renv ersée BA'C, chacune étant 
tangente à ses deux voisines, et les deux extrêmes se trouvant 
appuyées sur trois plans fixes, l'un BC horizontal, les deux autres 
BB’, CC’ verticaux. Après le retrait du cintre , opéré avec beaucoup 
de précautigns s les boules restèrent accolées en voùte, par suite 
de leurs pressions mutuelles. L’habile architecte conclut, de cette 
expérience, que la chainette pouvait être employée avec avantage 
dans les voûtes d'un grand diamètre qui doivent supporter une 
forte charge ; aussi s'en servit-il, tant pour les grands arcs qui sou- 
tiennent la colonnade circulaire du Panthéon francais, que pour le 
voûte très-surhaussée qu'il a placée ‘entre la coupole intérieure et 
la coupole extérieure, comme base d'une tour construite dans la 
seconde. Les lunettes pratiquées à la partie inférieure de la même 
voûte, ont aussi un arc de chaînette pour cintre, 

Mais les voûtes en chainette ont besoin de piédroits d’une grande 
résistance, car ne pouvant être tangentes aux faces verticales par 
les extrémités de leur courbe (455), elles exercent de fortes poussées 
horizontales contre ces piédroits. 

II. Le hamac, où couche le matelot, étant formé d’une toile 
suspendue, se courbe nécessairement en chaînette, quand il n’est 
chargé d'aucun corps étranger. 

HI. La voile enflée par le vent prend aussi la courbure caténaire, 
si l'air ne s'y arrête pas; mais les axes de ses génératrices courbes 
sont inclirés, de sorte que le plan horizontal qui partage la voile 
en deux parties égales n’est pas un plan de symétrie. L’axe d'une 
chaînette doit être, en effet, parallèle à la direction de la force cons- 
tante qui sollicite chague point. Or, dans une voile tendne, cette 
force a une direction inclinée, car elle est la résultante "de la 
pression du vent et de la pesanteur. 

IV. Le tablier d'un pont suspendu est soutenu par des tiges 
verticales qui sattachent à des câbles en fil de fer, et ces câbles 
ont leurs points d'appui sur deux pyramides inebranlables. Ils doi- 
vent donc former un polygone catenaire, c’est-à-dire un polygone 
dont les sommets se trouvent sur unc chainette. 
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‚DEVELOPPANTES. 


456. La développante d’une courbe est engendrée par un point 
qui reste fixe sur une tangente, pendant que cette droite ch 
continuellement de contact (12). Les développantes sont donc des 
courbes à véhicule droit, qui ont leurs développées pour directrices, 
et dont le point générateur ne prend aucun mouvement particulier. 

Cette définition s'applique même aux développantes des caus- 
tiques. C’est afin d'en rendre les tracés indépendants de ceux des 
développées, que nous les avons considérées comme ayant un véhicule 
droit à point fixe (390). 

Les développantes qu’on est obligé de déduire des développées, 
n'ont pas assez d'utilité pour qu'il en soit fait une étude particulière; 
celle du cercle fait seule exception, probablement parce que sa 
développée est, de toutes les courbes, la plus facile à tracer. 


DEVELOPPANTE DU CERCLE. 


457. Le cercle n’a qu'une seule développante. 

La courbure de la circonférence étant uniforme (17), il est clair 
qu'un fil enroulé décrira toujours la même courbe, quel que soit 
le point où commente le déroulement (12). 


458. La développante du cercle a pour origine un point de la 
circonférence, ct fait une infinité de révolutions autour du centre, 
dont elle s'éloigne de plus en plus. 

L'origine doit être sur la circonférence, puisque tous les points 
du fil enroulé sont sur cette courbe, et que l'extrémité la quitte au 
moment même où le déroulement commence à produire la déve- 
loppante. 

Le nombre infini des révolutions vicnt de ce que rien ne limite le 
nombre de tours que peut faire le fil tangent, pendant son dérou- 
lement. L’accroissement continuel de la distance du point générateur 
au centre, tient à ce que cette distante, d’abord égale au rayon, 
aügmente évidemment de toute la longueur de la circonférence, 
dans chaque tour complet. 


ProsLime : Tracer la développante d’un cercle. 

Divisez la circonférence A en un certain @ombre d'arcs égaux, 
8 par exemple, au moyen de diamètres (P. IX, F. 25); menez, 
aux extrémités de ces droites, des tangentes qui ne se croisent pas; 
Choisissez un des contacts B pour origine ; rectifiez, sur la tangente 
suivante, à partir du contact C, l'arc BC, égal è $ de la circon- 
ference (21); portez 2 fois la longueur obtenue CB, , sur la troisième 
tangente DB,, à partir du contact D; portez la même longueur 3 
fois sur la tangente EB,, 4 fois sur FB,, 5 fois sur GB,, 6 fois 
sur HB;, 7 fois sur IB,, 8 fois sur BB,, 9 fois sur le prolongement 





= 
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de CB;, à partir de B,, 10 fois sur le prolongement de DB,, à 
partir de B, , et ainsi de suite $ les points que vous aurez marqués 
de cette facon sur les tangentes, étant tous unis par une courbe, 
formeront un arc de la développante BB,B,B,B,....... du cercle 
donné. 


Arpricarions : La developpante du cercle doit, dans plusieurs 
cas, former le profil à donner aux dents des engrenages et aux 
cammes tournantes, pour que la vitesse de rotation transmise & 
l'organe conduit ait un rapport constant avec la vitesse de l'organe 
conducteur. Ces cas sont les suivants: 1° pignon conduisant une 
crémaillère; 2° pignon conduit par une vis saus fin; 3° roue con- 
duisant plusieurs pignons de diamètres différents, soit qu'il y ait 
parallélisme entre les axes, soit que ces axes concourent ; 4° cammes 
soulevant des pilons. 


459. La tangente à l’origine d’une developpante de cercle est le 
rayon qui aboutit à ce point. | . 

uisque la tangente menée au cercle A par l'origine B (P. IX, 

F. 25) est normale à la développante (13), le rayon AB, perpendi- 

culaire sur cette tangente, doit être tangent à la courbe BB,B_... (4). 


Prost. (a): Tracer une tangente à la développante d’un cercle, 
par un point donné sur la première courbe. 

‘Menez, du contact donné B, (P. IX, F. 25), une tangente BE 
au cercle A; puis (13), élevez au même point, sur cette droite, 
la perpendiculaire B;K. 


Proc. (b): Tracer une tangente à la développante d'un cercle, 
par un point donné hors de la première courbe. 

Menez plusieurs tangentes au cercle, de manière que la position 
présumée du contact cherché les partage en deux groupes ; abaissez, 
du point K donné (P. IX, F. 25), des perpendiculaires sur ces. 
tangentes, et joignez leurs pieds par une courbe; le point B,, où 
cette courbe coupera la développante BB,B,...., sera aussi le pied 
d’une perpendiculaire abaissée de K sur une certaine tangente du 
cercle, normale à la développante, et par conséquent, la droite 
KB, formera la tangente demandée. 


APPLICATION: La camme destinée à soulever verticalement un 
pilon (P. IX, F. 26), a pour profil un arc BC de la développante 
d'un cercle dont le rayon surpasse celui de l'arbre tournant A, afin 
qu'elle puisse toucher d'abord le mentonnet D par son origine B. 
Il s'ensuit que ce mentonnet, étant horizontal, doit se trouver au 
niveau de l’axe A de l'arbre, quand la camme le rencontre (459). Le 
mouvement circulaire fait ensuite cheminer le contact sur la courbe 
BC, mais en le maintenant au mème point du mentonnet. En effet, 
ce contact passe successivement sur les différentes normales de BC, 
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tangentes au cercle développé; pour qu’elles soient perpendiculaires 
à la face inférieure du mentonnet, vu pour que cette face soit tan- 
gente à la camme, il faut qu'elles deviennent verticales. Or, elles 
ne peuvent avoir une telle position qu'au moment où leurs contacts 
sur le, cercle ponctué arrivent au niveau de A, et alors elles se 
confondent avec la verticale DD’. Donc, le contact de la camme 
reste constamment sur cette verticale, et par suite, au même point 
de la face inférieure du mentonnet; le pilon EF est toujours poussé 
verticalement ; le frottement seul de la camme le presserait contre 
les moises ou prisons Ee, Ff, si le mentonnet ne dépassait pas la 
tige, c'est-à-dire si DD’ formait l'axe de cette tige, disposition 
toujours possible, moyennant une mortaise à jour GH. 

De là suit que le chemin du contact d’une camme et d’un men- 
tonnet (374) est une ligne droite, quand le véhicule courbe à point 
fixe forme une développante de cercle ; mais il n'en serait pas 
toujours de même, si la courbe BC était telle que ses normales 
prissent des positions différentes en devenant verticales, car le contact 
se mouvrait aussi sur la face inférieure du mentonnet. 


460. Tout arc de la déceloppagte d’un cercle, dont l'origine 
forme une des extrémités, est la troisième proportionnelle du diamètre g 
et de l'arc correspondant de la circonférence. 

Il s'agit de démontrer que 


aAE © BCE ‘° BCE : BB,B, (P.IX,F. 25), 
ou que 


a? 


BB,B, = Ir’ 


si r désigne le rayon du cercle, et a l'arc BCE qua développé 
la génération de l'arc BB _B,. 

Menons la tangente eb, par un point e pris infiniment près de 
E, et nommons #, d les arcs infiniment petits Ee, B,b. Ces éléments 
forment des angles droits avec les normales AE, EB, ; l'élément 
Ee est le prolongement de la tangente B,E, et l'angle EAe a ses 
côtés d'équerre sur ceux de B,eb. Par conséquent, les triangles ABe, 
eB,b sont semblables, ce qui donne 


| AE © EB; !; Ee! Bè, ou r°'a°°4°d, 
ou encore 


—T T _——r———————ÈÈ6€€6_ 0 => —z © 


d= —, | 


car EB, — BCE; de là suit que chaque petite partie d de BB, B, 

est la quatrième proportionnelle du rayon, de la petite partie corres- | 

pondante #, prise sur BCE, et de l'arc qui précède cette partie #. | 
Rien n'empêche de prendre $ tel que ce très-petit arc soit contenu 

un nombre de fois a dans BCE. Soient d,,-d,, d..... d, less 

parties correspondantes de BB,B,. Le premier arc è a l’une de ses 


-——o- x 
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extrémités sur l'origine B, et l'arc a qui le précède est nul; le 
second arc $ est précédé du premier; le troisième est précédé de 
la somme des deux premiers, ou de 24; le quatrième est précédé 
de 37; ainsi de suite: En conséquence, 


0 
d, = =0) 


d di 
di 2 —, 2 — 
8 r r 
adi a8? 
3g == — =, 
r r 
358 342 
r r 
d, = rn 1) = (ani 1) , 


r r 
et e * 


BB}, = d, +d, dc... pd, = l+rtat3 +1] 


sa 
Or, le multiplicateur de — est la somme des n termes ‘d’une pro- 


| 2 — 
gression par différence, et vant [0 -{- (n — 1)]= = — . Done, 


nn 4? nn x  aa$ a 
x = mme CT ceo 





BB,B, = 


ar ar ar 


puisque af est une quantité infiniment pelite qui peut être négligée. 
e 


Prost. (a) : Mesurer un are de la développante d'un cercle, 
compris entre gine et un point quelconque. . 

Joignez le centre À au point donne B. (P. IX, F. 25); élevez 
sur AB, la perpendiculaire B,L ; menez la tangente B,E; prolongez 
le rayon AE du contact jusqu'à la perpendiculaire BL. moitie 
de la distance de l'intersection L au contact E sera la longueur 
de l'arc BB,B,. oo 

Démonstration : Puisque les triangles AB.L, AEB, sont rec- 
tangles, 

AE 2 EB; :: EB, : EL, où r'a!ta:El 
Par conséquent 
quent, EL 


a? =rXEL, et BBB, = — =—. 


Pros. (b): Mesurer un arc de la développante d'un cercle, 
is entre deux points différents de lorigine. 
Déterminez la longueur des arcs B,B, B,B (P. Do F. 25),- 
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eompris entre les points donnés B,, B; et l'origine B de la dése- 
loppante ; l'excès de la première longueur sur la seconde sera celle 
de l'arc B;B,. 


461. Le segment limité par la tangente d'un cercle, Parc de 
etrconference et l'arc de la développante, compris entre cette tan- 
gente et l'origine, égale le produit du second arc multinlié par 
le tiers du premier. 


Ainsi (P, IX, F. 25), le segment 
BB,B,ECB == BB, x, 
ou bien (460), | 


S — x _ 
T2 3 6° 
. Le secteur infiniment petit B:eb peut être regardé comme un 
triangle; il vaut donc 
d(B;E+Ee) _dxB;E+dXEe _dYBÆ 
STE Tè 


2 2 
parce qu'on peut négliger le produit des deux quantités infiniment 
petites d, Ee on 4. Mais BE — ECB— a et i=*. Consé- 
quemment, 


al. a ad 


B;eb = 
r 2 ar 


Partageons, comme dans le n° 460, l'arc ECB en n parties 
égales à #, et formons, sur ces parties, des secteung s,, 5,,53....8,, 
analogues à Ezeb, nons aurons | 
I e)28 


== 0, 





333 7 
a = 27 ar’ 

(24)?3 ss 
s=-—- =i-, 
d3 


ar’ 


38)2 
5, = LIT — 
ar 


_(s— 192034 43 


= (n— 1) — 
“n ar (» 1) Ir? 


sm Co + 1 fe 4 he Oeosoe +). 
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Or (98), +++ A (na) mn US, 
Per conséquent, 


n335 nid2 ns ri 
= eta” 
et comme nf = a, 
at a? a a’ 
Gr Ar FT 6r ? 


parto qu'on peut négliger tout produit qui a pour facteurs une quantité 
nie et une quantité infiniment petite. | 


Paosc. (a): Mesurer un segment limité par la tangente d'un 
cercle, l'arc de circonférence et Dare de la développante, compris 
entre cette tangente et l'origine. | 

Opérez comme däns le problème (a) du n° 460, pour trouver 
le point L (P. IX, F. 25), et mesurez le triangle rectangle B;EL. 
Le tiers de la superficie sera celle du segment BB,B;ECB. 

Démonstration: Le triangle BEL = "Xi =. 
Par conséquent. 


a 
BB,B,ECB = —=-— = —. 


Pnost. (b): Mesurer un segment limité par le prolongement d'un 
rayon du cercle, lare de circonférence et l'arc de la développante, 

is entre ce: ement et l'origine. 

Opéres comme dans le problème (a) du n° 460, pour former le 
triangle B,EL (P. IX, F. 25) ; puis, du tiers de ce triangle, retran- 
chez le secteur de cercle BAM. Le resto sera l'aire du segment 
BB,B,MCB. 

Démonstration: Le segment BB,B,MCB = BB,B,ECB—EMB; 
= sl EMB, , d'après le problème précédent. Il reste donc à 
faire voir que 

EMB, = BAM. 


AE AE 
Or, AEB, = EX TEXT. BAR. Retranchant EAM 


des deux membres, on obtient 
AEB,—EAM = BAE-—EAM, ou EMB, = BAM. 
Arpuicarion: Le dernier problème ‘a trait au mesurage des faces 


planes et latérales d'une camme en développante de cercle, tar une 
des limites ordinaires du profil est le prolongement d'un rayon de 
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l'arbre tournant (P. IX, F. 26). La solution du problème donne 
l'aire comprise entre ce prolongement, l’are de la développante et 
celui du cercle ponctué. On obtient la surface totale, en ajoutant 
à cette aire celle qui répond au talon et au tenon. 


DÉVELOPPÉES. 


462. Comme une courbe quelconque est la développée d'une 
autre à laquelle ses tangentes sont normales (13), le genre des 
développées pourrait comprendre toutes les courbes ; mais on y place 
seulement celles pour lesquelles il n’a pu être trouvé une génération 
autre que le mouvement d'un point sur les tangentes, et les causti 
que la nature fait former aux droites qui les touchent (388). 

Les développées ne sont pas toutes engendrées par un point 
assujetti à se mouvoir, d'après une certaine loi, sur un véhicule 
droit toujours normal à la développante. Dans beaucoup de cas, où 
le tracé préalable de cette développante serait au moins une opération 
fort longue, on emploie une autre courbe pour directrice et régu- 
latrice de la développée. 


DÉVELOPPÉES DES SECTIONS CONIQUES. 


463. La développée d'une circonférence est une circonfirence 
concentrique d'un rayon infiniment petit. 

Cet énoncé n’est qu’une autre manière d'exprimer que la développée 
d’une circonférence est Je centre {14). 


464. La développée de Pellipse est une courbe fermée qui a les 
mémes axes de symétrie et le même centre; ses quatre arcs égaux 
tournent leur conveæité vers ce centre, et forment, sur les axes, quatre 
points de rebroussement de la première espèce (9) ; deux des pointes 
sont toujours près des foyers; les deux autres se irourent tantôt hors 
de Pellipse, lantôt en dedans. 

La partie d'une tangente à la développée comprise entre cette 
courbe et la développante est le rayon de courbure de celle-ci, 
pour l'incidence (20, probl.). Ainsi, les divers rayons de courbure 
de l'ellipse ont chacun un point de la développée pour leur extrémité 
opposée au contact du cercle osculateur. Par conséquent, les inter- 
sections E, E’ du grand axe et de la développée (P. X, F. 1) sont 
toujours entre les foyers F, F’ (147); tandis que les intersections 
G, G' du petit axe dépendent, pour leurs positions, du rapport des 
deux axes (148). o 

Les normales de l’arc d’ellipse BC, autres que les deux extrèmes, 
coupent le grand axe entre O, E', et forment, par leurs intersec- 
tions mutuelles, un polygone dont la convexité est tournée vers le 
centre O. Il doit donc en être de mème pour celle de l'arc E'H'G' 
de développée tangent à toutes ces normales, et pour celles des trois 
autres arcs E'G, GE, EG’. D’ailleurs, légalité dé ces quatre arcs 
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et leur symétrie, relativement aux axes, résultent de légalité et de 
la symétrie des arcs correspondants de l’ellipse. . 

Enfin, les points E, E”, G, G sont des rebroussements, parce 
que les deux arcs qui se terminent à chacun, ayant un axe pour 
tangente commune, y sont tangents l'un à l’autre (9). 


ProsLime: Tracer la développée d'une ellipse. 

Elevez, au foyer F, une perpendiculaire sur le grand axe (P. X 
F. 1), et portez le demi-paramètre FK de A en E, de Ben EF”, 
pour marquer deux des pointes (147); cherchez la troisième pro- 
portionnelle de OC, OA, et portez-la de C en G’, de D en'G, 
pour marquer les deux autres pointes (148); déterminez les centres 
de courbure H’, I’, etc. des points L, M, etc. (149), vous aurez 
autant de points de la développée, sur l'arc E'G'. D’ailleurs, les 
points H et I, H" et I”, symétriques de H’, I’, appartiennent aux 
* arcs EG’, E'G, et les points H", I", symétriques de H”, I", sont 
sur l'arc EG. 


468. La développée de Phyperbole est une courbe à deux branches 
ouvertes, qui a les mêmes axes de symétrie et If méme centre; à 
une distance de ce centre plus grande que celle des foyers, se trouvent 
ses sommets, situés sur l’axe transverse ; ils forment des rebrousse- 
ments de la première espèce (0) ; la moitié de chaque branche a sa 
concarité opposée à celle de Pare d’hyperbole correspondant. 

Les intersections E, E’ de la développée et de l'axe transverse 
AB (P. X, F. 2) sont toujours plus éloignés du centre S que les 
foyers F, F' (281); ces intersections forment les sommets de la 
développée, c’est-à-dire ses points les plus voisins du centre, parce 
que tontes les normales de l’hyperbole, autres que celles des sommets, 
coupent l'axe transverse entre E, E' et l'infini (280), et que celles 
d’une demi-branche se coupent, deux à deux, au-delà du mème axe, 
par rapport à leurs incidences. Cette dernière raison est aussi celle 
du sens de la concavité, puisque la développée est tangente aux côtés 
du polygone formé par les normales. 

La développée a deux branches, parce que les normales des deux 
branches de l’hyperbole lui donnent deux systèmes de tangentes qui 
n'ont rien de commun ; ses branches sont ouvertes, ou, ce qui est 
la même chose, elles ont à l'infini des cordes infiniment grandes, 
attendu que l'hyperbole est elle-même sans limites, que sa courbure 
diminue sans cesse (232) et que ses dernières normales se coupent 
à une distances infinies de leurs incidences. 

Les deux arcs E’Y, E'I", que sépare l'axe transverse, doivent ‘ 
être symétriquement placés par rapport à cet axe, comme les arcs 
d'hyperbole BM, BN qui les produisent respectivement. La symétrie 
relative à l'axe déclinant CD provient d’une, cause analogue. 

Enfin, les sommets E, E’ sont des points de rebroussement, parce 
que les deux ares qui æertent de chacun, ayant l'axe transverse 
pour tangente commune" y sont tangents l’un à l'autre. 
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Pnoscèms: Tracer la développée d'une hyperbole. 

Elevez, au foyer F (P. X, F. 2), une perpendiculaire sur l'axe 
transverse, et portez le demi-paramètre FK de A en E, de B en 
E’, pour marquer les deux sommets; cherchez les centres de cour- 
bure H', I’, etc. des points L, M, etc, (282),-vous aurez autant 
de points qui appartiendront à l'arc E'I’ de la développée ; abaissez, 
de H', I’, etc., des perpendiculaires sur l’axe transverse, et prenez 
. OH" = OH, PI" = PI’; les points H", I" seront sur l'arc ET". 
Déterminant de même les points symétriques de H', I’ et de H", 
Lo relativement à l'axe déclinant CD, vous pourrez tracer les arcs 

» EI”. 


466. La développée de la parabole est une courbe ouverte, qui 
a le même axe de symétrie; chacune de ses moilids tourne sa con- 


vexité vers cet axe ; le sommet, situé sur le même axe, est plus éloigné 


de celui de la parabole que le foyer, et il forme un rebroussement de 
première espèce (9). È ° 

La démonstration, analogue è celle du n° 465, repose sur les 
principes 301, 341 et 354. 


Prosième : Tracer la développée d'une parabole. 
. Le sommet E (P, X, F. 3), les points quelconques H, I et leurs 
symétriques H', I’, se déterminent comme leurs analogues dans la 
développée de l’hyperbole (465, probl.). 


CAUSTIQUES PAR RÉFLEXION. 
467. La. caustique due à ‘un miroir plan est’un point. 


Le fait a été démontré dans le n° 389; mais il est à observer 


que cette caustique n'est qu'idéale, puisque ce sont seulement les 
prolongements des rayons réfléchis qui s'y coupent. 


Prosıkme : Trouver la caustique due à un miroir plan. 

La caustique demandée n’est autre chose qué l’image du point 
lumineux donné L (P. VII, F. 10). Pour déterminer cette image, 
abaissez de L une perpendiculaire LC sur le plan AB du miroir, 
et portez sa longueur sur son prolongement, à partir du pied C. 
Le point L', ainsi marqué, sera le spectre que verra, derrière le 
miroir, l'œil placé sur AR, par exemple. 

Démonstration : Considérons le petit faisceau conique, émané de 
L, qui a le point À pour centre de sa base circulaire; tous les 
rayons dont il se compose se réfléchissent de manière à concourir 
en L’ par leurs prolongements (389). En conséquence, ils sont 
renvoyés divergents dans la prunelle de J'œil; ils pénètrent et se 
comportent dans l'organe comme feraient les rayons d'un faisceau 
réellement émané d'un point lumineux L’, et cet organe se trouve 
affecté comme si la lumière L était ad: 
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Ceustique du cercle, pour des rayons paralléles. 


468. Lorsqu'un demi-cylindre circulaire réfléchit, par sa conca- 
vité, des rayons perpendiculaires au plan de ses bords, la caustique 
fonde gr la base a pour contacts avec la circonférence les extrémités 

„du diamètre terminal, pour are le rayon d’équerre à ce diamètre, 
et elle coupe ce rayon au milieu, où elle fait un rebroussement de 
seconde espèce (9), en tournant sa convexité vers la concarité du 
cercle. 

La moitié du miroir et les rayons lumineux situés à droite du 
rayon AB, perpendiculaire au diamètre CD (P. X, F. 4), forment 
un ensemble exactement pareil à celui de la moitié et des rayons 
lumineux situés à gauche de AB; d'où il suit que l'arc de caustique 
tracé sur le quart de cercle BAD doit être égal à l'arc tracé sur 

„sie quart BAC, et placé de la même manière, soit par rapport è AB, 
soit par rapport à l'arc de circonférence. Ainsi, le rayon AB est 
bien un axe de symétrie pour la caustigue. | | 

Soient maintenant deux rayons lumine s L', perpendiculaires 
à CD et infiniment peu écartés l'un de l'autre; ils se réfléchissent 
en formant les angles AEF, AE’F', respectivement égaux aux angles 
d'incidence AEL, AE'L', et les contacts des rayons réfléchis EF, 
E'F' avec la caustique sont si rapprochés qu'on peut les considérer 
comme confondus sur l'intersection H, située entre eux. Ainsi, cette 
intersection de EF, E'F’ est un point de la courbe, et l'infiniment 
petite différence de EH, E’H permet de supposer égales ces lon-- 


gueurs. 

Mais, de l'égalité des angles AEF, AEL, ou des ares FCI, GGI, 
résulte celle des arcs EBF, EDG, et celle de leurs cordes EF, EG. 
De mème, les arcs E'BF', E'DE' sont égaux. Donc, 

E'DG'—EDG = E'BF'—EBF;, 

EE' + GG = EBF'—EE'—E'’BF = FF'—EE', puis 3EE' — FF’, 
et comme ces derniers arcs sont infiniment petits, la même relation 
existe entre leurs cordes, avec lesquelles ils se confondent. 

En outre, l’égalité des angles inscrits E'F'F, E'EF rend semblables 
les triangles FHF’, E'HE, et donne la proportion 

FH > F'H °° FF ° EF 
eu FH :EH°°3EE SEE ou FH;EH::34.° 
Par conséquent, 
FH+EH : EH °° 4° 4 oubien EG‘EÆEH:°4:14, 
ou encore %EG * EH °° 2° 4, etenfin EK:EH;:22°14, 
ce qui montre que la distance EH de tout point d'incidence au 
contact du rayon réfléchi et de la caustique, est la moitié de la 


distance EK de la même incidence à l'entrée K du rayon lumineux 
dans le demi-cylindre. 
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Or, le rayon lumineux L'B, qui passe par le centre À, faisant 
un angle d'incidence nul avec AB, revient selon cette droite. Les 
deux moitiés de la caustique touchent donc AB au milieu M, et 
par suite, ce point est un rebroussement. 

Les rayons lumineux extrêmes, ayant pour incidences les points 
C, D, font un trajet nul dans l'intérieur du miroir, et deg a 
droits avec CD. Les rayons réfléchis qu'ils produisent font aussi 
des angles droits avec le diamètre terminal; ils ont de mème une 
partie nulle, comprise entre C ou D et la caustique. En conséquence, 
la courbe a pour tangentes aux extrémités du diamètre CD, les 
propres tangentes de la circonférence; ce diamètre est sa plus grande 
corde, et elle a des points plus rapprochés de CD que son rebrous- 
sement, ce qui suffit pour que ce rebroussement soit de la secende 
espèce (9), puisqu'il est évident, d'après la position des rayons 

is, que la caustique tourne sa convexité vers la concavité 


Ainsi, la caustique par réflerion due à un secteur de cylindre 
circulaire, concave, C'BDy, et à des rayons perpendiculaires sur le 
plan C'D' des bords, @ une courbe dont le véhicule droit EF 
parcourt lare C'BD' de la base, faisant toujours, avec le rayon 
AE de cet arc; le même angle que le rayon lumineux corr 

LE, et dont le point générateur N reste à une distance de l'inci- 
dence E égale à la moitié de la partie KE du même rayon lumineux, 
comprise dans le demi-cercle CBD qui a pour axe de” symétrie 
celus de l'arc C'BD'. 

Nous verrons plus loin que cette caustique est une épicycloide. 

La caustique par réflexion CM'D, due à un demi-cylindre cireu- 
laire, convexe, CB'D (F. 5), et à des rayons perpendieulaires sur 
le plan CD des bords, est la mème courbe, et cela se démontre 
au moyen de raisonnements tout à fait pareils à ceux qui viennent 
d'être employés; mais, dans ce cas, la caustique n’est qu’id&ale,, car 
les rayons réfléchis divergent ; ceux dont les incidences sont séparées 
par un arc infiniment petit ne peuvent se couper, pour produire 
une image réelle du point lumineux situé à l'infini ; leurs 
ments seuls se rencontrent, et les intersections se font dans l'intérieur 
du demi- cylindre. 

Néanmoins, les deux caustiques CMD, UM'D, se raccordant aux 
‚points C, D, doivent être considérées comme les moitiés d’une seale 
courbe CMDM'C. 

Ainsi, la caustique par réflexion due à un cercle entier et à des 
rayons parallèles, est une courbe fermée qui présente deux axes de 
symétrie BB', CD, l'un parallèle aux rayons ineidents, l’autre per- 
pendiculaire, deux rebroussements de seconde espèce M, M', situés 
sur le premier axe, et deux sommets C, D qui terminent le second. 


AppLication: Le rebroussement de la caustique d’un demi-cercle 
en est toujours le point le plus brillant, parce que près de là se crei- 
sent un plus grand nombre de rayons réfléchis que partout ailleurs. 
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Aussi appelle-t-on foyer, le milieu du rayon qui se confond avec l’axe 
d'un miroir en calotte sphérique : comme à ce milieu se trouvent 
confondus les rebroussements des caustiques dues à toutes les sections 
diamétrales de la calotte, la lumière et la chaleur y prennent une 
grande intensité. 

H y a des miroirs concaves, autres que les sphériques et les 
paraboliques (p. 232, appl. III), qui ont aussi un foyer, pour les 
rayons parallèles: on en a fait qui, exposés au Soleil, fondaient, 
en quelques secondes, une balle de fer placée sur ce point. Tout 
vase courbe poli, une boîte de montre, par exemple, peut même, 
dans de pareilles circonstances, enflammer de l’amadon. 


469. Dans la caustique par réflexion due au cercle et à des 

parallèles, la droite qui joint un point de la courbe au milieu 

de Pabscisse de l'incidence correspondante, se trouve parallèle au 
rayon de cette incidence. 

Soit H le milieu de Yabseisse AO de l'incidence E, relative au 

point N de la caustique (P. X, F. 5). La üroite HN est parallèle 


‘au rayon AE. 


. Abaissons de À une .perpendieulaire sur le rayon réfléchi EF. 
Les deux triangles rectangles AOP, EQP sont égaux , car AD=EK 
== EQ. Il en est de mème des triangles AOË, AQE, et 00 so 
trouve parallèle à AE. Mais (463). N est le mitica de EQ. Donc, 
HN divise en parties égales les côtés cancourants du trapèze AEQO. 


470. La caustique par réflerion dus au cercle et à des rayons 
lumineur parallèles, est développante d'une caustique semblable, due 
à une circonférence concentrique, deux fois moindre, et à des rayons 
lumineux d’équerre sur les précédents. 

Cela est vrai, si le rayon lumineux L'H (P. X, F. 5), perpen- 
diculaire à LE, donne un rayon réfléchi perpendiculaire è EF, au 
contact même de cette tangente de la caustique MNDM'CM. 

La droite L'H, parallèle à EO, coupe AE comme AO, c'est-à- 
dire au milieu (469). Ainsi, l'intersection R est sur la circonference 
concentrique qui, passant par M, vaut la moitié de BCB'DB (468), 
et cette intersection forme l'incidence de L'H. Soit NRS le rayon 
réfléchi. Lange ARH — ARS — ERN, AR — ER, et l'angle 
HAR, qui a pour indication + (BE + B'I) ou + (GB'<+B'T), vaut 
l'angle NER, dont l'indication est $ FI ou 7 GI. Les deux triangles 
AHR, ENR sont donc égaux; EN — AH — : AO =;EK; le 
point N appartient à la caustique du grand cercle, et comme l'angle 
ENR vaut l'angle droit AHR, NRS se trouve d'équerre sur EF. 

Donc, tout rayon lumineux, parallèle à CD, qui passera par le 
milieu de la partie EK d'un rayon lumineux parallèle à BB’, donnera 
un rayon réfléchi tangent à la caustique du petit cercle et normal 
à celle du grand. 

Ainsi, la caustique mSMm’M'm est Ja développée de MNDM'CM. 
De là suit cet autre fait : 45 
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La caustique du grand cercle est la développée d'une caustique 
semblable, due à un cercle triple, de même centre, et à des rayons 
lumineux parallèles à ceux qui produisent celle du petit cercle. 


Paosième : Tracer la caustique par réflexion due à un secteur 
de cylindre circulaire, concare, ei à des rayons d’équerre sur le 
plan des bords. 

Solution 1: Elevez une perpendiculaire AB (P. X, F. 4) au 
milieu de la corde C’D’, qui limite l'arc C'BD' de la base du secteur; 
marquez le centre À de cette base; achevez le cercle ; tirez le 
diamètre CD, parallèle à C'D', et plusieurs rayons lumineux LE, 
L'E’, etc., parallèles à AB; tirez aussi, par leurs incidences E, E’, 
des cordes EF, E'F', égales aux cordes EG, E'G'; prenez les 
moitiés de EK, E'K', pour les porter sur EF, E’F', à partir de 
E, E'; les points N, H, qui en résulteront, appartiendront à la 
caustique demandée (468) ; son rebroussement M sera le milieu de 
AB, et vous trouverez les points extrèmes de la courbe sur CD’, 
en la continuant jusqu'au diamètre CD. 

Solution 2: Après avoir tracé LE (F. 5), parallèle à AB, et EF, 
corde égale à EG, élevez une perpendiculaire au milieu de EK ; puis, 
par le point H où elle coupe AB, menez une parallèle à AE ; l'in- 
tersection N'de cette parallèle et de EF sera sur la caustique (469). 


471. Dans la caustique par réflexion due au cercle et à des 
rayons parallèles, la partie de normale comprise entre l'incidence 
et le cercle concentrique qui passe par les rebroussements, est moyenne 
proportionnelle entre la tangente menée de Pincidence au petit cercle 
et le tiers de cette tangente. 

Il s'agit de démontrer (P. X, F. 5) que la partie de normale 
NR (470) et la tangente NU du cercle des rebroussements M, M, 
ont pour relation l'équation 

NR’ — nu AU . 
3 

Or, NR X NV = NU‘; NV = NRHRV = NR+RL' 

= NR+ 2RH = NR + 2NR = 3NR. Par conséquent, 


NR X3NR — FU”, ne e NU:NRIINR: NU. 


Prost. (a): Mener, par un point donné sur la courbe, une 
normale à la caustique due au cercle et à des rayons parallèles. 

Décrivez, du centre A (P. X, F. 5), la circonférence MUM'L'M 
des rebroussements ; menes une tangente NU à cette courbe, par 
le point donné N de la caustique ; divisez NU en trois parties égales; 
cherchez la moyenne proportionnelle de NU, NU: décrivez de 
N, avec la longueur trouvée, un arc qui coupe le petit cercle, et 
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foignez l'intersection R au même point N; la droite NR sera la 
normale demandée. 


Prost. (b): Mener, par un point donné sur la courbe, une tan- 
gente à la caustique due au cercle et à des rayons parallèles. 

Solution 1: Tracez la normale NR du point donné N (P. X, 
F. 5); puis élevez, au même point, une perpendiculaire EF sur 
- cette droite. 

Solution 2: Déterminez le point R, comme dans le problème 
précédent ; tirez le rayon ARE du grand cercle, et joignez E au 
point donné N (470). 

Solution 3: Menez RH, parallèle à la droite CD des sornmets; 
décrivez de N, avec AH, un arc qui coupe le grand cercle, et joignez 
le point donné à l'intersection E la plus voisine du sommet D (470). 


472. Dans une caustique par réflexion due au cercle et à des 
rayons lumineux parallèles, tout arc compris entre un sommet et 
un autre point, sans dépasser le quart de la courbe complète, égale 
de rayon réfléchi, relatif à la seconde extrémité, plus la moitié de 
la partie du rayon incident comprise dans le cercle. 

U suffit de démontrer le principe poer l’une des trois caustiques 
semblables dont la corrélation a été établie (470), pour la plus 
petite par exemple. Cette courbe MSmM'm'M a pour développante 

caustique MNDM'CM (P. X, F. 5), et l'origine de celle-ci est 
en M (430 et 13). Donc, l'arc MS de la première égale la partie 
NS de sa tangente, comprise entre le contact et la développante (12): 
Comme NS =NR-+-RS, et que RS est le rayon réfléchi relatif 
au contact S, il ne reste plus qu'à voir si NR = +RL' = HR. Or, 
cette égalité résulte de celle des triangles ENR, AHR (470). 

De là résulte un autre fait qui mérite d'être remarqué. 

La demi-caustique est triple du rayon de la circonférence géné- 
ratrice. | 

En effet, l'arc DNM = AB+BM = AB--!AB, puisque BM 
est le rayon réfléchi relatif au rebroussement M, et que AB forme 
la moitié de la partie BB’ du rayon incident, comprise dans le cercle. 
De même, l'arc CM = AB ++ AB, et par eonséquent, la motié de 
la caustique complète, CMND = 3AB. 


Prost. (a) : Mesurer l’arc compris entre l'un des sommets et un 
autre point donné, sans dépasser les rebroussements, sur la caustique 
due au cercle et à des rayons lumineux parallèles. 

Menez la tangente EF de l'extrémité N étrangère aux sommets 
(P. X, F. 5); puis, ajoutez la plus petite partie EN de cette tan- 
gente, à EK, parallèle à la droite MM’ des rebroussements, arrètée 
à la droite CD des sommets. 


Prost. (b): Mesurer Parc NT, compris entre deux points donnés, 
sur la caustique due au cercle et à des rayons lumineun parallèles. 
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Mesurez successivement les deux arcs compris entre les points 
donnés N, T et le sommet voisin D; puis retranchez le plus petit du 
plus grand; la différence sera la longueur de l'arc NT. 


Caustique d'un point extérieur. 


473. La caustique par réflexion due au cercle et à un point 

lumineux extérieur se divise en deux parties inégales: lune réelle, 
que donne la concavité du plus grand des deux arcs embrassés par 
les tangentes issues du point lumineux ; l'autre idéale, qui provient 
de la converité du plus petit arc (468) ; ces deux parties se raccor- 
dent aux ectrémités de la corde commune aux deux arcs, et chacune 
a, sur l'axe, un rebroussement de seconde espèce. 
. Les circonstances sont absolument les mêmes que celles du n° 468; 
il s’agit encore de rayons lumineux issus d'un point L situé hors 
da cercle A (P. X, F. 6), qui se réfléchissent d'abord sur la con- 
sexité de l'arc C'B'D', puis sur la concavité de l’are C'BD', si le 
premier est supposé transparent ; seulement, le point rayonnant L 
d'est plus à l'infini, comme dans le cas des rayons parallèles, et 
la corde C'D', par laquelle sont joints les contacts des rayons 
extrêmes, ne forme plus un diamètre du cercle, 

, Ainsi ,. chaque partie de la caustique doit toucher la circonférence 
aux extrémités C', D’ de la corde qui soutend l'arc générateur, et 
avoir un rebroussement de seconde espèce sur Taxe unique LB; 
mais, attendu que la corde des sommets s'est éloignée du centre, 
le rebroussement M de la plus grande partie s'est rapproché du 
même point, et M’ celui de la plus petite s'en est écarté. 


474. Dans la caustique par réflezion due au cercle et à un point 
lumineux extérieur, le rayon réfléchi de la plus grande partie est 
quatrième proportionnelle à l'excès du rayon incident sur le quart 
de la, corde quil forme, d la première des deux longueurs et è la 
seconde. = | 

Le rayon réléchi de la plus petite partie est quatrième propor- 
honmelke au rayon incident, augmenté du quart de la corde que 
forme son prolongement, à la première des deux longueurs et à 
la seconde. 

On trouve d’abord, comme dans le n° 468, que (P. X, F.6) 

EE + GG = FF’, 
et que 
cu. EG : EH :: FF+-EE' © EF'. 
Les sécantes LE, LE' donnent ensuite cette proportion 
LE S LE' LE * LC. 
Ainsi, les triangles ELE', G'LG sont semblables ; 


GG! : ER' °° LG © LE; GC! = ER'— 
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attendu que LG, LG’ diffèrent seulement d’une quantité infiniment 
petite; 

LG _3ER-LE-+-EE'(LE-EG) _ 3EB'-LE--EE'-EG_ 
ET ET LE ’ 
EG : EH °° EI ° 4; EG : EH °° KLE-EG ® LE; 


FF'— 2EL/+EE' 








£EG : EM °° LE—{EG : LE, 
et enfin 


Pour la plus petite partie de la caustique, celle qui est idéale, 
on aura 


LE 
RE'H- 0GG = ff, EE = GG? 


! se LE' 
ff = — Eco 


— SEXECHICEKLE, 





GO(LG-LEC) +66! X LG 
u ———————_________ 
LG 


LG 
EG * GA *° ff +GG : GG, EG © GA: en ‘4, 
EG © GA ** EGH4-gLG * LG, . 
e enfin, 
4 
LG--iEG 


Si done nous designons par LE, EH le rayon incident et le rayon 
réfléchi relatifs soit à la partie réelle de la caustique, soit à la iti 
idéale, nous pourrons poser, pour formule générale de la caustique 
complète, due au cercle et à un point lumineux extérieur, 

ui 
EH — ZECXLE 
LETF+EG 
le signe — du diviseur se rapportant à la grande partie, et le 
signe + à la petite. 





Propiiuz: Tracer la caustique par réflexion due au cercle et 
à un point lumineux extérieur. 

Tirez, par la position L du point lumineux (P. X, F.6), plu- 
sieurs rayons incidents LE, LE’, eic.; marquez les arcs EF, Gf, 
égaux chacun à l'arc EG, pour avoir les directions des rayons 
réfléchis EF, Gf, respectivement relatifs à la partie réelle et à la. 
partie idéale de la caustique ; construisez la quatrième proportionnelle 
de la formule générale, en employant le signe — ct la longueur LE 
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de la figure, afin de marquer le point H de la courbe; construisez 
une autre quatrième proportionnelle, en employant le signe +, et 
la longueur LG, au lieu de LE, afin de déterminer le point A; 
faites de même pour LE’, LG', vous obtiendrez les points situés 
sur E'F', G’f’, et vous en trouverez ainsi autant qu'en exigera le 
tracé de la caustique. 

Mais il suffit d'employer la formule pour les points situés sur l’ane 
des moitiés MD'M' de la courbe: ceux de l’autre moitié MC’M’ en 
sont les symétriques, et il est plus court de les marquer au mo 
de perpendicalaires abaissées des premiers sur l'axe LB. : 

Les contacts C', D' de la courbe avec la circonférence sont ceux 
des tangentes au cercle, menées par le point lumineux L. 

Les distances BM, B'M', qui déterminent les rebroussements, 
sont données par la ‘formule générale, moyennant qu'on y remplace 
EG par le diamètre BB', et LE par LB ou LB', selon quil s’agit de 
la première ou de la seconde distance. 


AppLicarions: I. Quelle que soit la position de l'œil devant un 
miroir convexe C'B'D' (P. X, F. 6), il se trouve sur une des tan- 
gentes de la caustique C'M'D', et voit le point L au contact de 
cette tangente. Ainsi, la vision est la même que dans un miroir 
plan (467, probl.); mais ici l'objet paraît moins éloigné de la 
surface réfléchjssante, et c'est seulement quand on se place près 
de l'axe AL, qu'on le rapporte sur la normale qui le contient. 

JI. Si l'œil se pose entre la corde C'D' du miroir concave C'BD' 
et la tangente parallèle de la caustique C'MD', il voit le point L 
en M, ou fort près de ce rebroussement; mais, si, atteignant E’F", 
il va de F’ vers B, puis de B vers D’, en regardant l'arc BD', 
l'objet lui semble tourner aussi. 

Place entre B, M et regardant B, on ne perçoit plus une image 
réelle, mais on voit l’objet comme s’il était derrière le miroir, parce 
quia recoit les rayons qui, réfléchis autour de B, tendent à con- 
courir derrière la tête, vers M. 


Caustique d'un point de la oiroonferenoe. 


475. Lorsqu'une circonférence réfléchit des rayons émanés d'un 
de ses points, la caustique formée sur le méme plan a pour axe le 
diamètre qui aboutit au point lumineux, et elle coupe cet axe deux 
fois, en tournant sa convexité vers la concavité du cercle: lune des 
intersections, contact des deux courbes et sommet, est le point Iumi- 
neux ; l’autre est un rebroussement de seconde espèce, situé au tiers 
du diamètre, à partir de Pautre extrémité. 

La symétrie de la caustique relativement au diimètre BL que 
termine le point lumineux L (P. X, F. 7), a des motifs analogues 
à ceux qui ont été donnés dans le n° 468° On voit aussi, soit en 
ralsonnant comme au même article, soit en remplaçant EG par LE 
dans la formule générale du n° 474, et en prenant le signe — de 
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diviseur, que EL : EH :° 3 : 1. Donc, le point M, intersection 
et contact de BL, est situé au tiers de ce diamètre, à partir de 
B, et le mème point est un rebroussement de seconde espèce (9), 
puisque la courbe a, vers L, des parties plus éloignées de B que 
l'élément M, et quelle doit tourner sa convexité vers la concavité 
du cercle. 

D'ailleurs, le point rayonnant L est aussi une incidence ; le rayon 
lumineux qui s’y termine, étant l'élément de la circonférence, fait 
un angle droit avec LA, et il en est de raème du rayon réfléchi. 
Ce dernier se confond donc avec le premier; la caustique passe 
par L; elle y a pour tangente l'élément de la circonférence, ou la 
tangente même de cette courbe, et par conséquent, elle touche le 
cercle au point lumineux. 

Ainsi, la caustique par réflexion due au cercle et d un point 
lumineux situé sur la circonférence, est une courbe dont le véhicule 
droit parcourt cette circonférence, faisant toujours avec le rayon le 
méme angle que le rayon lumineux correspondant, et dont le point 
générateur geste à une distance de l'incidence égale au tiers du 
méme rayon lumineux. 


476. Dans la caustique par réflexion due au cercle et à un point 
lumineux situé sur la circonférencé, la droite qui joint le rebrous- 
sement à tout autre point de la courbe, est parallèle au rayon de 
incidence correspondante. 

En effet, la droite NG, menée parallèlement à AE (P. X, F.8), 
rayon de l'incidence qui donne le point N, coupe AF de: manière 
que AG en est le tiers, comme EN est le tiers de EF. Mais, l’arc 
BE — LI = IF, et par conséquent, EI, GN sont parallèles à 
BF. Donc, GN coupe aussi AB au tiers; le reste BM en est les 
deux tiers ou le tiers du diamètre BL, et l'intersection M forme 
le rebroussement (475). 


477. Dans la caustique par réflexion due au cercle et à un point 
lumineux situé sur la circonférence, le cercle concentrique qui a 
pour rayon le tiers du rayon du cercle donné, coupe en deux parties, 
égales à son propre diamètre, toute corde de la courbe tirée par 
le reboussement. 

D'après le n° 475, le cercle concentrique passe par le rebrous- 
sement M (P. X, F. 8), et d'après le n° 476, il passe aussi par 
le point G, intersection de AF et de la corde de caustique menée 
par M, parallèlement à AE. Or, la partie GN de cette corde est 
les deux tiers de AE, comme FN est les deux tiers de EF; GN 
égale donc le diamètre aAM du cercle concentrique. 

Le prolongement de MG coupe IF de manière que IK forme un 
tiers de cette corde de la grande circonférence, comme AG forme 
le tiers de AF, et GK vaut deux tiers de Al, ou 2AM. Mais le 
point K appartient à la caustique, car IF est précisément le rayon 
réfléchi dû au rayon lumineux LI, puisque IF — LI et que les 
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angles FIE, LIE sont égaux. Donc, l'autre partie GK de la corde 
de caustique tirée selon MG égale aussi le diamètre du cercle 
concentrique. 

Il suit de là que la caustique par réflexion due au cercle et à 
un point lumineux situé sur la circonférence, est yne conchoide quis 
son pôle au point de rebroussement M, et son axe sur la droite MA, 
par laquelle ce point est joint au centre du cercle; sa régulatrice 
est une circonférence concentrique dun rayon AM égal au tiers de 
l'autre; son point générateur chemine sur le véhicule droit MG, 
de manière à laisser entre lui et la régulatrice une longueur GK 
toujours égale à 2ÂM (428 et 429). 


478. La caustique par réflexion due au cercle et à un point 
lumineux situé sur la circonférence, est développante d’une caustique 
semblable, due à son rebroussement et au cercle concentrique qui 
passe par ce point. 

La démonstration consiste à faire voir que la perpendiculaire NO 
de EN, normale à la grande caustique (P. X, F. 8), est tangente 
à la petite caustique que le point rayonnant M fait prodäire au cercle 
dont le rayon est AM (13). 

La droite NO se trouve parallèle à FI, puisque l'angle EFI est 
droit, et OE = EI, comme EN — EF. Mais, {EI = ;2AE 
== ?AE; donc OA — { AE, et l'intersection de NO, AE se fait 
sur le petit cercle. Il en est de mème de l'intersection P de NO, 
FA, car les triangles OAP, FAI sont semblables, et le dernier est 
symétrique. Or (476), l'arc OM = GQ = OP. Par conséquent, 
la réflexion du rayon lumineux MO se fait selon OP, et NO est 
tangente à la caustique du petit cercle. 

Ainsi la petite caustique est la développée de la grande. Il s'ensuit 
cet autre fait : 

La caustique par réflexion due au cercle et à un point lumineux 
situé sur la circonference, est la développée d’une caustique semblable, 
due à une circonférence trois fois plus grande et à un point rayon- 
nant situé sur cette derniere courbe; cette troisième caustique a son 
rebroussement au point lumineux L qui produit la première. 


Prosième : Tracer la caustique par réflexion due d un cercle, ou 
seulement à un arc, et d un point lumineux situé sur la circonférence. 

Solution 1: Tirez plusieurs rayons LE, LE, etc. (P. X, F. 7), 
et par leurs incidences E, E', des cordes EF, E’F’ qui leur soient 
respectivement égales; prenez les tiers de LE, LE”, et portez-les 
sur EF, E'F', à partir de E, E'; les points N, H, qui en résul- 
tergnt, appartiendront & la caustique demandée (475) ; son rebrous- 
sement M sera au tiers du diamètre LB, à partir de B, et vous 
trouveres les Points situés sur la corde CD, en prolongeant la 
courbe jusqu'a des points qui auront été marqués entre L et cette 
corde de l'arc donné BD | 

Solution 2: Divises le diamètre LB en trois parties égales (F. 8); 


eu : 
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le rebroussement M sera au’ point de division le plus éloigné de L. 
Menez, par ce point, une parallèle au rayon AE de l'incidence E; 
son ihtersection N avec le rayon réfléchi EF se trouvera sur la 
caustique (476). En répétant la même opération pour d’autres in- 
cidences, vous obtiendrez autant de points de la caustique MNKM 
qu'il yous en faudra pour la tracer. | ur 

Solution 3: Décrivez un cercle, du centre A, avec la distance 
AM de ce centre au rebroussement; tirez, par ce dernier point, 
des sécantes indéfinies, telles que MK; portez lé diamètre 2AM 
sur ces sécantes, de chaque côté du point où elles coupent sépa- 
rément la petite circonference, par exemple de G en K et en N; 
les points K, N, ainsi marqués, appartiendront à la caustique 
demandée (477). 


479. Dans une caustique par réflexion due du cercle et à un point 
lumineux situé sur la circonférence, la partie NO de normale, com- 
prise entre l'incidence et le cercle concentrique qui passe par le 
rebroussement (P. X, F. 8), est moyenne proportionnelle entre la 
tangente NT, menée de l'incidence N au petit cercle, et la moitié 
de cette tangente. | 

"On a d’abord la proportion 


NO © NT :° NT © NP. 


Mais NP = NO-+0P; OP = OM = NO, car GQ est parallele 
à FI, ainsi que NO, et GN est parallèle à AE (476). Donc, 


. NP =aNO, NO: NT NT ; aN0, 
NO : NT °° INT: NO, et NT: NO °° NO. iNT. 


Prost. (a): Mener, d’un point de la courbe, une normale à la 
caustique par réflexion due au cercle et à un point lumineux situé 
sur la circonférence. 

Décrivez, du centre À (P. X, F. 8), une circonférence qui passe 

par le rebroussement M; menez une tangente NT à cette courbe, 

par le point donné N de la caustique; partagez. NT en deux parties 
égales ; cherchez la moygnne proportionnelle de NT, + NT; décrivez 
de N, avec cette moyenne, un arc qui coupe le petit cercle, et 

. joignez l'intersection O au mème point N; la droite NO sera la 
normale demandée. . 


Prost. (0) : Mener, d'un point de la courbe’, une tangente à la 
caustique par réflexion due au cercle et d un point lumineux situé 
sur la circonférence. 

Solution 1: Tracez la normale NO du point donné N (P. X, . 
F. 8); puis élevez, au même point, une perpendiculaire EF sur 
cette droite. _ - 

Solution 2: Déterminez le point O, comme dans le ttes 
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précédent ; tirez le rayon AOE du grand cercle, et joignez E au 
point donné N (478). , 
Solution 3: Joignez N au rebroussement M; tirez, par le centre 
A, un rayon AE, parallèle à MN, pour marquer l'extrémité E du 
rayon incident relatif à N (470) ; la droite EN sera le rayon réiléchi, 
tangent à la caustique MNLKM. . . 


Prost. (c): Mener, par un point donné sur une circonférence, 
une tangente à la caustique par réflexion qu’a fait produire à la 
première courbe un point lumineux qui s’y trouvait situé. 

Joignez le point donné F au centre A (P. X, F. 8); décrivez, 
du même centre, une circonférence qui passe par le rebroussement 
M; divisez en deux parties égales, au moyen d'un rayon AE, l'arc 
MP du petit cercle, compris entre AM et le prolongement de FA; 
vous marquerez ainsi l’autre extrémité E du rayon réfléchi qui aboutit 
à F (478); la droite EF sera la tangente demandée, et MN, paral- 
lèle à AE, la coupera au contact. 


480. Dans une caustique par réflerion due au cercle et à un 
point lumineux situé sur la circonférence, tout arc de la première 
courbe, compris entre ce point et un autre, sans dépasser le rebrous- 
sement, égale la somme du rayon incident et du rayon réfléchs 
relatifs à la seconde extrémité. . 

N suffit de démontrer le principe pour l’une des trois caustiques 
semblables dont nous avons établi la corrélation (478), pour la plus 
petite, par exemple. Cette courbe MRM'M a pour développante la 
caustique MNLKM (P. X, F. 8), et l'origine de celle-ci est en 
M (496 et 13). Donc, l'arc MR de la première, égale la partie NR 
de sa tangente, comprise entre le contact et la développante (12). 
Or, NR= NO + OR; OR est le rayon réfléchi relatif au contact R, 
et (479) NO = MO, rayon incident qui produit OR ou OP (478). 

De là résulte un autre fait tr&s-remarquable: 

La demi-caustique est double de sa corde. 

Effectivement, MNL = LB-+-BM, somme du rayon incident et 
du rayon réfléchi relatifs au rebroussement M. Mais LB — LM -4- BM 
== LM-+jLM, puisque BM = LB. En conséquence, 


MNL = LM-+-iLM-iLM — aLM. 


Prost. (a): Mesurer Parc compris entre le point lumineux et un 
autre, sans dépasser le rebroussement, sur la caustique due à une 
eirconference qui contient la première extrémité. 

Menez la tangente EF de l'extrémité N, étrangère au point lu- 
mincux (P. X, F. 8); puis, ajoutez la plus courte partie EN de 
celte tangente au rayon incident LE; la somme sera la longueur 
de l'arc NSL. 


Prost. (b): Mesurer Parc NS, compris entre deux points donnés, 
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sur la caustique due à une circonférence qui contient le point lu 
mineur (P. X, F. 8). | 

Mesurez successivement les deux arcs compris entre les points 
donnés N, S et le point lumineux L; puis, retranchez le plus petit 
du plus grand; la différence égalera la longueur de l’arc NS. 


Caustique d’un point intérieur. © 


481. Dans la caustique par réflexion due au cercle et à un point 
lumineux intérieur, le rayon réfléchi est la quatrième proportionnelle 
de l'excès du rayon incident sur le quart de la corde qu'il forme, 
de la première des deux longueurs et de la’ seconde. 

Ov trouve d’abord, comme dans le n° 468,;que (P. X, F. 0) 


3EE' -gfiG'= FF, etque EG : EH ;; FF'HEE ; EF. 
Les cordes EG, E'G', qui se coupent en L, donnent ensuite cette. 
autre proportion | 

LE ® LE' °° LG * LG... 
Ainsi, les triangles ELE’, G'LG sont semblables ;. 
GG! :EE °° LC! ° LE; GG — BRITZ, | 

parce que LG, LG’ diffèrent seulement d’une quantité infiniment 
petite ; 





LG  2EE'-LE-ER'(EG-LE) 3EE-LE--EE'-EG. 
U f__ I eo — EEE innen © 
FF" — ıBE'-EE LE = LE ? 


EG EH 41 24; EG: EN !: éLR— RG : LE; 


et enfin, conformément. à l'énoncé, 

° _ LEGXLE | 
LE—!EG 
Cette formale a d'ailleurs l'avantage d'être générale. Nous avons 

va (474) qu'elle convient lorsque le point lumineux est situé hors 
du cercle, à une distance finie. Pour Je cas des rayons parallèles 
(468), elle donne (F. 4) 

EH = 4EG = SEK ,. 


attendù qu'alors LE —1EG = LE, le point lumineux étant situé 
à l'infini. Quand ce même point se trouve sur la circonférence (475), 
LE = EG, et l'on a (F. 7) 


{EG : EH :: LE—{EG ; LE, 


EH 


, ı — 1 
Si la Inmière L est transporiée au centre. À (F. 9), LE={EG, 
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car EG forme un diamètre; tout rayon réfléchi a la même direction 
que l'incident, et | 


4 ua 
sEG n 
EH = LEG 
EG—ÈEG © ©’ 


c'est-à-dire que la caustique se réduit au seul point A, ce qui doit 
être, évidemment. 


482. La caustique par réflerion due au cercle. et à un point 
lumineux intérieur présente trois points de rebroussement et deux 
branches infinies, ou quatre points de rebroussement: le jé 
est toujours sur l'axe, soit à infini, soit à une distance finie du 
centre. , 

Le cercle se trouve divisé en deux parties, par la d@rde C’D', 
perpendiculaire sur l’axe BB'.de la caustique, au point lumineux 
(P. X, F. 9). L’effluve de rayons incidents qui se réfléchit sur la 
plus grande C'BD', est analogue à celle du demi-cercle CBD (F. 4) 
et à celle du cercle entier (F. 8). La forme de la caustique relative 
à cette partie doit donc avoir de l’analogie avec la forme des courbes 
CMD (È. 4), LKMSL (F. 8). Ainsi, un rebroussement de seconde 
espèce (9) existe sur l'axe BB’ (F. 9). Il a d'ailleurs un autre 
motif: le rayon incident LB donne un rayon réfléchi BL qui coupe 
la courbe et la touche en même temps. Mais la position M de ce 
rebroussement est ici plus voisine du centre A que dans les deux ° 
autres cas, puisqu'il se trouve au milieu de AB, quand L est à 
l'infini, et que AM devient seulement un tiers de AB, au moment 
où L arrive sur le cercle. 

La caustique ne peut plus toucher la circonférence, car les contacts 
sont descendus de C et D (F. 4) en L (F. 8), pendant que le point 
lumineux est passé de l'infini sur le pourtour du miroir; ou bien EH 
ne saurait devenir nul, dans le cas de la figure 9, puisqu’aucım 
des deux facteurs EG, LE du numérateur de la formule (481) ne 
peut se réduire à zéro. Ainsi, les points N, N’, que donnent les 
incidences C’, D’, se trouvent entre l'axe BB’ et la circonférence. 
* D'ailleurs, les distances C'N, D'N' valent C’L chacune; car, pour 
N N’, LE=4#EG, puisque LE = LC’ — + C'D', et la formule 

evient i 


Dans la partie C'B'D' du miroir, on a toujours LE<!EG, et 
il peut arriver un moment où LE = { EG. Alors, 


(EGX!EG EG 
EH n = 12 — 
— 1EG—1EG Ku ? 


ce qui prouve que la caustique coupe l'arc CBD, et plus près de 
B que de C ou D. Par conséquent, le point générateur est remonté 


fi 


. - 
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au-dessus de N, N’, ou s’est éloigné de CD plus qu'il ne l'était 
en ces points, et comme le mouvement rétrograde a nécessairement 
dû commencer à l’instant du passage de l’incidence sur l’arc .C'B'D', 
| les points N, N’ sont des rebroussements. 
| Le rayon incident continuant de décroître, tandis que la corde 
augmente sans cesse , il peut se faire qu’en un certain point de C'B' 
et de B'D', LE — }EG. Alors, x 
{ 
EH —— 1 EG ; 
o 
le point générateur arrive à l'infini, et les deux rayons réfléchis 
sont des asymptotes de la caustique. . 
Ainsi, dans le cas où LB’ < : BB’, la caustique a trois points 
de rebroussement et deux branches infinies, circonstance qui rend 
de première espèce les rebroussements N, N’. - ur 
Si LB' — { BB’, les asymptotes se confondent avec l'axe, et la 
caustique a un quatrième rebroussement à l'infini, lequel est aussi 
"de première espèce. 
De LB' — BB’ à LB' — { BB", le quatrième rebroussement se 
| rapproche continuellement de B; il se fait sur ce point mème, 
| quand a lieu la seconde valeur de LB’; des valeurs plus grandes 
-le rapprochent de plus en plus du centre A; elles font le mème 
effet sur les trois autres M, N, N’, et lorsquenfin LB' = +BB’, 
les quatre rebroussements, ainsi que tous les autres points de la 
courbe, se confondent avec le centre du cercle (481). 
Nous ne disons rien du cas où le point lumineux passerait entre. 
A et B, parce que ce qui a lieu pour‘ les arcs C’BD’, C'B'D' 
arriverait pour les arcs analogues que déterminerait la nouvelle 
position de L. 


485. Dans la caustique par réflexion due au cercle et à un point 
lumineuz intérieur, la corde qui donne les points où la courbe coupe 
la circonférence, est moyenne proportionnelle entre la moitié de la 
plus grande des deux parties formées sur le diamètre, par le point 
lumineux, et la plus petite prise neuf fois. - 

Soit IK cette corde (P, X, F. 9); on aura (482) 
— | — ? .? co rg 
ua 3IK, IK=GlK, 1B/3IK/FIK/ LB’, 


— —_ LB 
CIE" = LEXLB, et IR = LE XLB = gLB'—. 


484. Dans la caustique due au cercle et à un point lumineux 
intérieur, la corde relative aux points situés à l’infini est moyenne 
proportionnelle entre les deux tiers de la plus grande des deux parties _ 
formées sur le diamètre, par le point lumineux, et la plus petite 
prise huit fois. 

Soit EG cette corde (P. X, F. g); nous aurons (482) 
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situé sur la verticale OB, et voilà pourquoi les objets placés dans 
l'eau et regardés verticalement, paraissent plus près de la surface 
qu'ils n'en sont réellement. | 

Pour les mèmes raisons, nous verrions l'objet F en I ou en G', 
si nous étions placés sur la tangente au point I de la caustique ou 
sur la surface de l’eau , à droite de G’. Ainsi, l'objet semble suivre 
l'œil et s'élever de plus en plus, à mesure qu'on s'écarte de la 
verticale FB, en se rapprochant de la ‘surface liquide ; mais dès 
qu'on atteint cette surface, à droite de G’, l'image de l'objet reste 
fixe en ce point, quelle que soit la distance horizontale à laquelle 
on s'éloigne. | 

II. Non-seulement la réfraction fait paraître plié, à la surface de 
l'eau, un bâton droit qu'on immerge en partie et obliquement, mais 
encore elle rend courbe la portion qui est sous le liquide. Le pli 
provient de ce que le bout immergé se relève en apparence, tandis 


que l'intersection avec la surface se voit dans sa position réelle. Il - 


n'y aurait pas de courbure, si les images de tous les points immergés 
étaient aux rebroussements des caustiques respectives, car ces courbes 
sont semblables, puisqu'elles sont les développées d’ellipses sem- 
blables (394, probl.) , et par conséquent leurs rebroussements forment 
une droite, Mais l'œil ne rapporte au rebroussement que le point 
situé sur sa verticale ; il voit les autres aux contacts de tangentes 
inclinées ; les croit plus élevés encore au-dessus de leurs vraies 
positions, et forme de l'ensemble une ligne faiblement courbée qui 
tourne sa concavité vers la surface de l'eau. ou 


486. La caustique par réfraction due au plan et è un point 
lumineux situé dans le milieu le moins dense, est la développée 
d'une branche d’hyperbole (465). | 

Il en est ainsi, parce que, en pareil cas, la caustique plane peut 
avoir pour développante une branche d’hyperbole, dont le point 
lumineux est le foyer, et dont l’axe déclinant se confond avec la 
droite selon laquelle le plan des deux courbes coupe le plan sépa- 
rateur des milieux (393). 

APPLicaTION : Un point F, situé dans l'air (P. X, F. 2), réfléchit 
des rayons de lumière vers la surface CD de l'eau, dans toutes les 
directions ; ces rayons se réfractent en pénétrant dans le liquide, 
et si l'on prolonge au dehors les parties immergées de ceux d'un 
mème plan, elles forment la caustique IEI"', développée de la 
branche d'hyperbole KAK', qui a F pour foyer et AS pour demi-axe 
transverse. 

Ainsi, un poisson, dont l’ceil serait en un point quelconque de 
la verticale SB, verrait l'objet F au rebroussement E de la caus- 
tique (485, appl. I). Placé à droite de la même verticale, il rap- 
porterait F à gauche de cette droite, au contact de Ja branche EI 
et de la tangente menée We son œil à cette branche, au point H 
par exemple. Si, sans s'éloigner de AB davantage, le poisson monte, 
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l'objet F lui paraltra s'élever en même temps et s'éloigner ; s'il 
descend, l'image descendra aussi et se rapprochera, mais elle n’at- 
teindra jamais le prolongement de AB. Il ne faut donc pas qu’un 
poisson, peu enfoncé, s'éloigne beaucoup de la verticale d’un point 
situé dans l’air, pour que ce point lui semble placé à une très- 
grande distance. Enfin, l'image s’&vanouit et l’objet cesse d’être 
visible, quand sa verticale est assez éloignée de celle de l'œil immergé 
pour que l'angle d'incidence ait une grandeur qui change la réfraction 
en réflexion, c'est-à-dire aussitôt après que l'angle de réfraction a 
pris une ouverture d'environ 48° 22°. 


487. Il y a deux cas où la caustique par réfraction due au 
cercle est un point idéal; ce point forme le conjugué du point 
lumineux, relativement au diamètre qui les unit *. 

Nous avons démontré (395 et 396) qu’effectivement, dans deux 
cas spécifiés, tous les rayons réfractés sur le cercle séparateur des 
milieux concourent, par leurs prolongements, en un point unique. 
Il reste donc à faire voir que le concours est le conjugué du point 
lumineux. Cela est vrai (P. VIII, F. 17), si 

AD' * AD ‘° BD' * BD. 

Les articles cités établissent la relation AC * CD :: CD: BC. 
Cette proportion montre d’abord que B se trouve à l'intersection 
de AC et de la corde des contacts **, car le rayon est toujours 
moyen proportionnel entre les distances du centre au milieu de cette 
corde et au concours des deux tangentes. La mème proportion donne 
ensuite . 0 
AC— CD :CD::CD—BC:BC ou AD’: CD :° BD’: BC, 

\- 
et è 

AC-+ CD © CD °° CD-+-BC ® BC ou AD:CD:: BD : BC. 

Par conséquent, 

. AD' * BD' °° AD * BD, 
ce qui revient à la condition posée. 
On a aussi pour l’autre cas (F. 16), 

AC * CD °° CD * BC. 

La caustique idéale B est donc le concours des tangentes qui ont 

pour corde de leurs contacts la perpendiculaire élevée en A sur AC. 

Il s'ensuit que A et B ont simplement changé de place, et que 
BD’ © BD °° AD! © AD. | 


Prost. (a): Trouver la caustique du premier cas (P. VII, F. 16). 
Menez une tangente à chaque extrémité de l'arc séparateur ; le 
concours B sera la caustique demandée. 


* Voyez notre Géométrie appliquée, troisième édition, p. 406. 
** Idem, p. 135. 
47 
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Paost. (b): Trouver In caustique du-second cas (P. VIII, F. 17). 
Tirez la corde de l'arc séparateur ; son intersection B avec 
‘sera la caustique cherchée. 


Arpucarons : I. Si l'on regarde au travers d'un segment sphé- 
rique de verre, un objet A (P. VIII, F. 16), dont la position, sur 
la face plane, satisfasse aux conditions du n° 395, il sera vu en B, 
car ce point formera la caustique idéale de chaque section centrale 
‘du segment. 

IT. Supposez une coupe de verre en calotte sphérique, comme 
un verre de montre, et un œil appliqué tout contre la surface 
convexe. Il verra en B un objet A placé de manière à satisfaire 
aux conditions du.n? 396. 

488. Dans toutes les autres ciroonatances où la li ì 
des milieum est une circonférence (397), le rayon réfracté, compris 
entre cette courbe et la caustique, je la troisième ? 
d'une certaine: longueur: et de la demi-corde qu'il forme dans le 
cercle; la longueur, premier terme de la proportion, est Pexcès de 
la même demi-corde sur la somme ou la difference de deux qua- 
trièmes proportionnelles, selon que la caustique doit étre réelle où 
idéale : la première dépend du sinus d'incidence, du sinus de réfrac- 
tion et de la demi-corde formée par le rayon incident; la seconde 

end du méme rayon, de sa demi-corde et de la première. 

Supposons le cas d’ıme caustique réelle, le point lumineux L à 
l'extérieur de la circonférence A séparatrice des milieux (P. X, 
- F. 10), et deux rayons incidents LE, LE’ qui Srment un angle 
.ELE’ infiniment petit; nommons respectivement r, r’, le rayon LE 

et la partie EH du rayon réfracté EF, comprise entre l'incidence et 
l'intersection H de l’autre rayon réfracté E'F', intersection qui se 
fait sur la caustique; ce, e‘, les moitiés des cordes EG, EF, dont 
la première est le prolongement de LE; k, k', deux droites propor- 
tionnelles au sinus de tout angle d'incidence et au sinus de l'angle 
de réfraction correspondant; a, a, les angles AEG, AEF; et d, 

es différences infiniment petites des angles a, a’ aux angles 
AÈ'G', AEF', pel eh 

Nous aurons d’abord 


sin APG — sin(a+d) = rin(a' 4a), sina = È 


paint; 


sin (a4+-d)—sina = À [sin('-+d')— ind]. 


Or, sin(a-+-d) == sinacosd + sindcosa, cosd= 1, sind =d. 
Par conséquent, . 
sin(ad)—sina = deosa; 


“de même 


sin(a'+d')—sina' = d'oosa, ci deosa = don. 


Un U 


u. 
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Comme, en outre, Rx cos AEG=EB=c, R étant le rayon 
AE du cercle, et que Rx en AUF Ei 6, 


cosa = 5 cosal == =, puis de = ade. 
Mais, 

' _ ’ + 
d= ARG - ARG = GI _ GG peli GI __ GG nn 
FI'— FI Lee _ Eee 

2. 


d' — AEF' — AEF = 
D'un autre côté (468), 
r ? EE °° race ° GG et GG! — tgp; 


EE °° ac--#* FF et rr = = "rg 


Donc, 
= tim = re, 


d' = [nur = re; 





par suite, 


ee = = Xe, Krre + Pre = bre Bir, 





4 1. 
Deere = ro — cl", [ (+) = od, 


et enfin, 
er? 


ke He c\ 
e-(7+7x:) 


On vereait de même que, dans le cas d’une caustique idéale (P. 11),. 


va 


certaine longueur 
. est l'excès de la méme deme-cordè mr une quatrième proportionnelle 
au nus d’ineidenee, au sinus de réfraction et au quart du rayon 


incident, 
Alors, en effet (P. X, F. 12), la distance LE du point rayonnant 
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au point d'incidence est toute la corde du cercle, r = ac, la 
caustique est idéale, et 


de’. cl? 
"= k' Kr ı n F Fr 
f _— rt «» = —— m _ 
© (Ex: XIX) e ria” 


Mais, le principe suivant rend cette formule inutile. 

La caustique par réfraction d’un point de la circonférence sépa- 
ratrice est la caustique par réflexion due au même point, et à un 
cercle concentrique, dont le rayon contient l'autre comme le sinus 
de réfraction contient le sinus d'incidence (475). 

Soient LE un rayon incident pour le cercle réfringent A dont le - 
rayon est AE (P. X, F. 12), EF le rayon réfracté, et 


AE' * AE ‘> sin AEG © sin AEL. 


Si Yon prolonge FG jusqu’à la circonférence décrite de A, avec 
AE', le triangle AEE’ donne 


AP * AR ‘°° sin AEG ° sin AE'G. 


Ainsi, l'angle AE'G = AEL = ELI, car le triangle EAL est symé- 
trique, et l'indication de AE'G vaut ZEI ou + (El'— I). Mais cette 
indication vaut aussi + (El —GH}). Par conséquent, GH == IT’ 
== LH; le rayon AE' coupe l'arc GL au milieu; les triangles GKE’, 
LKE' sont égaux ; il en est de même des angles AE’G, AE'L; le 
rayon incidgnt LE’ du grand cercle se réfléchit selon E'G, et la 
droite EE'Æ#éjà tangente à la caustique par réfraction du petit cercle, 
l'est aussi à la caustique par réflexion du grand. 

Or, on démontrerait dela même manière qu’un rayon infiniment 
voisin de LE donnerait un rayon réfracté qui se confondrait avec 
le rayon réfléchi dû à un rayon infiniment voisin de LE’. L'inter- 
section du second rayon réfracté et du premier se confond done 
avec celle des deux rayons réfléchis correspondants ; les contacts 
de EE' sur les deux caustiques ne forment qu’un seul point, et ces 
courbes se trouvent superposées, car ce qui s’est dit du point E 
se dirait de tout autre point d'incidence pris sur le petit cercle. 


490. Lorsque la caustique par réfraction due à un arc de cercle | 
est un point (487), celle du reste de la circonférence se confond ' 
avec la caustique par réflexion due à ce reste et au conjugué du 
point lumineux. 

Faisons l'arc DE = DF (P. VII, F. 16); la corde EAF’ sera 
symétrique avec la corde FAE' produite par le rayon incident AF; 
l'arc D'E’ vaudra D'F'; les cordes EF, E'F' seront parallèles ou 
concourront à l'infini ; d’après la théorie des transversales *, les cordes | 
EE’, FF’ auront leur concours au conjugué de A, c’est-è-dire sur 
la caustique par réfraction due au grand arc IDK, ainsi qu'au point 





* Voyes notre Géométrie appliquée, troisième édition, p. 108. 
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rayonnant A, et la sécante FF’B sera le prolongement du rayon 
réfracté FG qui provient de AF. 

Cela posé, considérons le rayon incident AF' du petit arc ID'K. 
H donne un rayon réfracté F'G’, tel que 


sin C’E'G' * sinCF'A °° sinCFF' © sin CFA. 


Or, l'angle CFA = SEM = 5; (ED —DM) = : (DF—D'F) 
= ; (D'N—D'E') — {E'N= CFA. Par conséquent, 


sin C"F'G' = sin CFF', et CFG = CFF, 


puisque ces deux angles doivent ètre tous deux aigus. Mais, le 
triangle symétrique FCF' rend égaux les angles CHF’, CF'F ou 
C"F'B. Donc, 
C'F'G = C'PB; 

HG! est la direction selon laquelle se réfléchirait, sur l’arc ID'K, 
.le rayon BF’, émané d'un point lumineux situé en B, et le prolon- 
gement de G'F' touche à la fois la caustique par réfraction que 
produit l'arc ID'K, quand le point rayonnant est en A, et la caustique 
par réflexion que produit le mème arc, quand le point rayonnant 
est en B. 

On verrait de même, en prenant une incidence infiniment peu 
écartée de F, que le rayon réfracté infiniment voisin de F'G' touche 
aussi les deux caustiques. Ainsi, l'intersection de ces deux tangentes 
se trouve sur l’une et l’autre courbe; d'où il suit que 

4° Les deux caustiques se confondent dans toute leur étendue; 

2 La caustique par réfraction due gu cercle entier C et au point 


lumineur A, se compose du conjug de A et de la caustique : 


por rfenion qu'un pdint rayonnant B produirait avec le petit arc 


La démonstration est analogue pour la figure 17. Remarquant 
d'abord que les deux angles d'incidence CFA, CF'F sont égaux, 
on en conclut légalité des angles de réfraction CFB, CF'G'; puis 
on fait voir que CFB, CF'B ont la même indication. Il s'ensuit 
CF'G' = CFB, ce qui montre qu'un rayon lumineux BF’ se réflé- 
chirait selon F'G’. 


Prost. (a): Tracer la caustique par réfraction due au plus petit 
des deux arcs dun cercle, quand le point rayonnant À est au 
milieu de la corde commune IK, et que sa distance AC au centre 
eontient le rayon CD comme le sinus d'incidence contient le sinus 

de réfraction (P. VIII, F. 16). 

- Menez la tangente de l’une des extrémités de l'arc donné ID'K; 
puis, tracez la caustique par réflexion due au même arc et à Finter- 
section B de la tangente avec le prolongement de CA (474, probl.). 


Prost. (b): Tracer la caustique par réfraction due au plus petit 
des deux arcs d'un cercle, quand le point rayonnant À est am 
<oncours des fangentes communes, et que sa distance AC au centre 
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contient le rayon CD comme le sinus d'incidence contient le sinus 


de réfraction (P. VIII, F. 17). : 

Menez la corde IK des contacts; puis, tracez la caustique par 
réflexion due au petit arc donné ID'K et à l'intersection B de cette 
corde avec CA (484, probl.). 


Prost. (c): Tracer la caustique par réfraction due au, cercle et 
à un point rayonnant situé sur la circonférence. 

Cherchez la quatrième proportionnelle d'un sinus d'incidence AB 
(P. X, F. 12), du sinus de réfraction correspondant AC et du rayon 
AL du cercle donné; décrivez une circonférence, de A, avec la 
longueur trouvée AE', et tracez la caustique par réflexion (489) due 
au nouveau cercle et au même point rayonnant L (484, probl.). 


Prost. (d): Tracer la caustique par réfraction due au cercle 
et à un point lumineuo dont la position donnée soit autre que les 
précédentes. 

Tirez plusieurs rayons incidents; déterminez les directions des 
rayons réfractés correspondants , d'après le rapport connu des sinus 
d'incidence et de réfraction; appliquez la première ou la socende 
des formules du n° 488, selon que les rayons réfractés concourent 
par eux-mêmes ou par leurs prolongements; portez la longueur r', 
ainsi trouvée, sur le rayon réfracté employé, à partir de l'incidence , 
et joignez, par une courbe, tous les points marqués de cette façon. 


Qeroinss. 


494. Nous n'avons pas à étudier les courbes es comprises 
dans le premier ordre de la seconde classe (374), Peu à dre celles 
dont le point générateur parcourt un véhicule courbe et mobile autour 
d'un point fixe : elles ont si peu d'importance qu'en ne s'en est 
pas sérieusement occupé jusqu'ici. 

Le second ordre n'offre qu'un seul genre, eolui des cycloïde; 
ces lignes sont donc à véhieule courhe et à directrice droite : leur 
point générateur se meut, d’après une certaine loi, sur le véhicula, 
tandis que cette courbe glisse le long d’une droite ; ou bien, le point 
reste fixe, pendant que le véhicule roule sur la directrice; on encore, 
le mouvement du point et le toulement sont simultanés. 

Le mot cycloide, signifiant forme de cercle, a pu constituer le 
nom des courbes dues à un point qui se meut circulairement; mais 
il n'est entré dans la dénomination des autres lignes du mème ordre, 
qu'en vertu d'une extension fondée sur l'analogie de nature et de 
mouvement qu'ont lenrs véhicules avec celui des premières: rien, 
en effet, ne dépend du cerele dans la génération des. 
elliptiques, produites par le glissement ou le roulement d'une ellipse, 
ni ‚dans celle des eyeloides hyperboliques | paraboliques, eassi- 
miennes, etc. 

N ya un très-grand nombre d'espèces de eyclokles, car toute 
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‘courbe est propre à transporter un point mobile ou fixe, en glissant 
ou.en roulant sur une droite ; de toutes ces espèces, nous étudierons 
seulement celle des cycloïdes dont le véhicule est une circonférence : 
cette courbe ne donne pas, comme chacune des autres, deux espèces 
distinctes ; en raison de l’uniformité de sa courbure, elle produit 
toujours la même, soit qu'elle glisse, soit qu'elle roule, 

Ce sont les différentes conditions auxquelles peuvent être assnjettis 
les mouvements du point générateur et du véhicule, qui font les 
variétés de chaque espèce. Que, par exemple, le chemin de ce 
point sur une circonférence doive toujours égaler celui du cercle le 
Jong de la directrice droite, il en résulte la cyclotde proprement 
dite ; si le premier surpasse le second, pour un temps quelconque, 
il y a production d'une cycloïde raccourcie, et quand, au contraire, 
le second surpasse le premier, la cycloide devient allongée. 

Tout ce qui va suivre concernera exclusivement la première 
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492. La cyolotde est engendrée par un point qui parcourt une 
ciroonfirence, pendant que sa première position parcourt, d’un mou- 
vemont pareil, une longueur égale, sur une droite fixe tangente au 
cercle. 

La cycloide est aussi la ligne que suit tout point d’une circon- 
ference, pendant qu’elle roule sur une droite fize. 
D'après le premier mode de génération, le contact A de la cir- 
conférence C avec la droite AA’ (P. X, F. 13) est la première 
position du point générateur ; pendant que ce point passe en E, 
le cercle glisse, sur AA’, sans tourner; le contact devient a, la 
droite Aa égale l'arc aE parcouru sur le véhicule, et quand le point 
E a terminé un tour complet ou qu'il est revenu sur la directrice 
AA', le contact se fait en A’, à une distance de A qui vaut la 

circonférence C. 

D'après le second mode, le point générateur a une position fixe 
‚sur la circonference C, et il forme d'abord le contact A de cette 
courbe avec AA’. Quand le roulement du cercle a placé, sur la 
directrice, le point a du véhicule, le point générateur se trouve dans 
une position E. Or, il a fallu, pour qu'il en soit ainsi, que tous 
les points de l'arc Ea s’appliquassent successivement sur Aa. On a 
donc encore Aa==aE, et la position du point générateur se trouve 
la même que dans le premier mode. 

Lorsque, par suite du roulement, le cercle C a fait un tour 
complet sur son centre, le point E forme de nouveau le contact 
du véhicule et de la directrice. Mais alors, tous les points de la 
circonférence C se sont successivement appliqués sur cette droite, 
et le contact se fait encore à une distance de À qui vaut le périmètre 
du cercle. 

Ainsi , les deux modes de génération donnent absolument la même 
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cycloïde, et cela provient bien, comme nous l'avons dit (492), de 
l'uniformité qu'offre la courbure du cercle, car évidemment une 
ellipse , glissant par l’une des extrémités de son petit axe, produirait 
une cycloïde moins élevée que celle qui serait due au roulement 
de la même courbe. 


495. La cycloide est une courbe infinie, composée d’arcs égaux 
qui sont tous du méme côté de la directrice et s'y terminent, en se 
touchant deux à deux, de manière à former des rebroussements de 
première espèce. 

I résulte de la génération (492) que, parvenus en A’ (P. X, 
F. 13), le véhicule et le point générateur se retrouveront dans 
les mêmes circonstances qu'au point A, et qu'en continuant leurs 
mouvements , ils doivent produire un arc A'B'A" parfaitement égal 
à l'arc ABA’, puis un troisième, puis un quatrième, etc. 

Mais rien n’oblige à placer en A l'origine des mouvements; on 
peut les faire commencer avant ce point, à une distance qui soit 
un multiple quelconque de AA’, qui soit mème infiniment grande ; 
par conséquent, la cycloide ..... ABA’'BA'..... se compose d’une 
suite infinie d’arcs égaux; et puisque le véhicule reste toujours 
tangent à la directrice, le point générateur ne peut la couper, où 
bien tous les arcs se trouvent nécessairement du mème côté, par 
rapport à cette droite. Il est d’ailleurs visible qu'ils y commencent 
et s’y terminent. 

En outre, deux arcs consécutifs ABA’, A'B'A” se touchent en 
leur point commun A'. Cela est vrai, si la droite A’F, perpendiculaire 
à la directrice, touche chaque arc, ou si le point générateur ne 
peut avoir que la position A’ sur A’F. Supposons qu'il en prenne 
une seconde F, aussi près qu'on voudra de la première. Le contact 
du véhicule se ferait alors en a’, par exemple, et a’F serait corde 
de la circonférence. Or, l'oblique a'F eurpasserait la perpendiculaire 
a'A'; l'arc de cercle a’F aurait plus de longueur encore, et le chemin 
fait par le point générateur n'égalerait pas celui du véhicule, pour 
le même temps, ce qui se trouverait contraire À la definition de 
la cycloide (492). 

On verrait de même que l'arc ABA’ ne peut pas non plus avoir 
deux de ses points sur AF. 


Aprrication: Chaque point, chaque clou des bandes d'une roue . 
de voiture, roulant sur un plan, selon une direction constante, 
décrit, dans l'air, une portion de cycloïde qui commence au départ 
et finit à l'arrivée. 


494. Nous ne considererons, dans le reste de notre étude, qu'un 
seul des arcs soutendus par la directrice, et selon l'usage, nous 
l’appellerons cyeloide. Ce qui se dira d’un tel arc conviendra évi- 
demment à tous ses égaux. 


La corde AB qui limite une cycloïde ACB en est la base (P. X, 
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F. 14); la perpendiculaire CD au milieu de AB forme l'axe de la 
courbe, et l'intersection C se nomme sommet. 

La base d’une cycloide égale la circonférence du véhicule, et are 
vaut le diamètre; de sorte que dans toute cyclöide le rapport de 
la base à l'axe est à peu près 22, ou 5,1416, approximation plus 
grande encore. : 

Le premier principe résulte de la définition de la base et de 
celle de la cycloïde (492). 

Quant au second, si est clair qu’au moment où le contact du 
véhicule se fait au milieu de AB, ce cercle a parcouru, en glissant, 
la moitié du chemin qui répond à un tour entier du point générateur. 
Le trajet fait par ce point vaut done alors une demi-circonférence, 
et puisque, au départ, le mème point était en D, il doit se trouver 
à l'extrémité C du diamètre CD, lorsque le véhicule arrive au milieu 
de AB. Ainsi, la perpendiculaire élevée au milieu de la base, jusqu’à 
la cycloïde, égale bien le diamètre. 

Reste à démontrer que CD est un axe. Or, la génération pourrait 
commencer en B aussi bien qu'en A; le point générateur arriverait 
encore en C, lorsque le véhicule aurait parcouru, en glissant, la 
moitié BD de la base, et l'ardiliBC de la cycloïde serait produit 
absolument de la même manière que l'a été l'arc AC. Par con- 
séquent, ces deux arcs sont égaux ct placés symétriquement par 
rapport à CD; d’où il suit que cette droite coupe d’&querre et au 
milieu toute corde parallèle à la base (5). 


495. Toutes les cycloïdes sont semblables. 


D'abord, la base et l'axe de chacune sont proportionnels à Ja | 


base et à l'axe de toute autre (494), ou bien le rapport des bases 
de deux quelconques égale celai des axes. Si donc nous faisons voir 
que ce rapport ést aussi celui des cordes correspondantes, il sera 
démontré que la plus petite des deux courbes forme la copie réduite 
de la plus grande. 

Placons la base de la première sur telle de la seconde, de ma- 
nière que deux extrémités correspondantes se tonfondent en À 
(P. X, F. 15), et soient E, e les positions des points générateurs, 
quand les véhicules , après avoir parcouru la même fragtion des bases 
AB, Ab, les touchent en F, f. Cette dernière hypothèse donne 

| AP: Af:: AB : Ab, 
et la première rend respectivement égaux à AF, Af, les plus petits 
des arcs soutendus, dans les deux circonférences, par EF, ef. Con- 
séquemment, ces arcs ont aussi même rapport que AB, Ab; ils 
forment la même fraction des circonférences auxquelles ils appar- 
tiennent, puisque ces circonférences égalent les bases des cycloïdes 
(494) ; ils renferment le mème nombre de degrés; leurs cordes 
sont proportionnelles aux rayons, aux circonférences ; 
EF ! ef :: AB: Ab, 
et comme en outre, ces cordes font des angles égaux avec AB, 
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tangente commune aux véhicules, les triangles AFE, A/e sont sem» 
blahles, ce qui donne la même direction aux cordes AE, Ar, et 
fournit la suite de rapport égaux 


AE * Ae ** AP ° Af °° EF © ef :° AB: Ab. 


Donc aussi, les triangles ABE, Abe sont semblables, et 
BE © be °° AB * Ab. 


Marquons maintenant les points E', e', symétriques de E, e. La 
corde BE’ et langle ABE' égaleront AE, BAE ; la corde be’ et 
l'angle Abe! égaleront Ae, bAe; par suite, les triangles BEE, 
bee' seront semblables, et nous aurons 


EE! ® ed ** BE © de i: AB | AB. 


D'ailleurs, toute couple de points correspondants, autres que 
E, e, donnerait évidemment les mêmes relations. 


— 496. Deux cycloides sont égales, quand il y a égalité entre leurs 
bases et entre leurs axes. ° 
La superposition des bases et @ axes peut avoir lieu, et comme 
. les deux courbes sönt semblables, en vertu de leur nature mème (495), 
-Tune couvrira l’autre exactement. 


Prost. (a): Tracer, d’un mouvement continu, une cycloïde dont 
‘Pare est donné. 

On emploie un instrument appelé roulette. Il présente deux règles 
EF, E’F' parallèles (P. X, F. 16) et liées, à leurs extrémités , par 
deux talons qui, appliqués sur le tableau, les en tiennent un peu 
écartées ; tangentiellement aux règles et entre elles, roule le moyeu 
G d’une roue, dont les rais et l'anneau tournent dans l'intervalle 
dù à la saillie des talons; un de ces rais a, dans le sens de sa 
longueur, une mortaise à jour où, à l'aide d'une vis de pression, 
se fixe un crayon H, une pointe tracante, qui dépasse l'épaisseur 
du rai en-dessous seulement. 

-Placez le moyeu contre le talon de gauche; mettez entre son 
axe et le crayon une distance égale à la moitié de l'axe donné; 
établissez l'instrument de manière que les règles soient parallèles à 
la directrice AB, et que le milieu de leur intervalle, marqué sur 
les talons, se trouve, aux deux bouts, à une distance de AB qui 
vaille aussi la moitié de l'axe donné; amenez alors la pointe du 
crayon sur AB; puis, faites tourner la roue de gauche à droite. 
La pointe H tracera la cycloïde ACB (F. 14}, si la distance des 
talons, diminuée du diamètre du moyeu, égale au moins la base AB 
ou la circonférence dont GH serait le rayon (492). 

Mais supposons que la longueur des règles permette seulement 
‘de tracer l'arc ACI; il suffit, pour-achever, de faire rétrograder 
‘le moyeu vers le talon de gauche; de rapprocher ce talon du point 
J, en plaçant l'instrument comme tout-à-l'heure ; de ramener la 
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pointe du crayon sur ce même point I, et de faire tourner encore 
la roue de gauche à droite. 


Prost. (b): Tracer, d’un mouvement continu, une .cycloide dont 
la basc est donnée. 

Mesurez la base en millimètres, puis divisez, par le double de 
3,1416, la longueur trouvée; vous aurez le rayon d'une circonférence 
égale à cette base, et ce rayon sera précisément la distance GH 
(P. X, F. 16) à mettre entre le crayon et l'axe du. moyeu, pour 
pouvoir opérer comme dans. le-problème précédent (494). , 


Paopt. (c): Tracer, par points, une cycloïde dont l'axe est donné. 

Solution 1: Décrivei une circonference dont l'axe donné CD 
soit diamètre (P. X, F. 14); partagez cette courbe en vingt-deux 
parties égales; portez-en onze de chaque côté du point D, sur 
ADB, ‘perpendiculaire à CD; numérotez les points de division de 
AB, en allant de A et de B vers D; numérotez ceux de la circon- 
férence, en allant de C vers D, de chaque côté de l’axe, et tirez, 
par ces derniers, des parallèles à AB. . 

Ces préparatifs terminés, vous trouverez, par exemple, les points. 
K, K' de la cycloide, en portant A.VI sur la parallèle 6.6, à 
l'extérieur du cercle et à partir des points 6, 6'; vous obtiendrez 
les points L, L', en prenant, sur 7.7’, les parties 7.L, 7'.L' égales 
à A. VIT; ainsi des autres. Alors, il ne vous restera plus qu'à unir, 
par une courbe, le sommet C, les extrémités À, B de la base 
et les vingt points marqués sur les parallèles. 

Démonstration : La circonférence décrite vaut celle du véhicule, 
puisque l’axe de la cycloide en est un diamètre (494), et la droite 
AB forme la base do la mème courbe, puisqu'elle égale cette 
circonférence. 


Faisons glisser le cercle CD sur AB et de droite à gauche,. 


jusqu'à ce que le point 6 soit sur la cycloïde, supposée tracée ; ce 
point, ayant parcouru une parallèle à AB, se confondra avec K, 
et le contact D s’arrètera, par exemple, en D’. Or, cette position 
D' est celle du contact qu'a le véhicule avec la directrice, quand 
le point générateur se trouve sur. K. Par conséquent (492), AD’ 
vaut l’arc D’K ou D.6 l'égal de D'K. Mais D.6 contient cinq des 
parties de la circonférence. Donc, AD’ comprend cinq des parties 
de AB, DD’ en renferme six, et comme le glissement du cercle 


a rendu DD’ égale è 6.K, cette partie de la parallèle 6.6’ est. 


effectivement de même longueur que A. VI. 
Solution 2: Faites les opérations préparatoires de la solution. 
récédente; puis, des points I, II, III, IV, etc., avec les cordes. 
.10, D.9, D.8, D.7, etc., décrivez de petits arcs qui coupent, 
à gauche de leurs centres respectifs, les parallèles 10.10’, 9.9', 
8.8”, 7.7’, etc.; les intersections seront des points de la cycloide. 
Leurs symétriques s’obtiendront de la même manière, si ce n'est que 
les petits arcs devront couper les parallèles à droite de leurs centres 
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respectifs; ou bien, vous marquerez ces points symétriques en pre— 
nant, par exemple, les parties 6'.K’, 7’.L’ égales à 6.K, 7.L. 
Démonstration : Supposons à la division V le contact du véhicule 
et de la directrice AB; le point générateur sera en un lieu K, tel 
que l'arc V.K vaudra A.V, Mais A.V égale l'arc D.6. Par con- 
séquent, les arcs V.K, D.6 sont égaux, et la distance de K à V 
est effectivement la corde de l'arc D.6. D'ailleurs, les cordes V.K, 
D.6, faisant des angles égaux avec la tangente commune AB de 
leurs arcs, sont parallèles; par suite, il y a aussi parallélisme entre 
6.K et D.V ou AB. Donc enfin, le point K est bien l'intersection 
de 6.6’ et de l'arc décrit de V, avec la corde de l'arc D.6. 


Prost. (d): Tracer, par points, une cycloide dont la base est 
donnée. 

Elevez une perpendiculaire indéfinie DC au milieu de la base 
donnée AB (P. X, F. 14); partagez la moitié AD en onze parties 
égales; portez-en sept sur DC, à partir de D; vous marquerez 
ainsi le sommet C de la cyeloïde ; car la circonférence dont CD sera 
diamètre vaudra vingt-deux des parties de AD, à peu près, elle 
égalera AB et sera celle du véhicule (494). Vous pourrez donc 
appliquer l'une ou l’autre des solutions du problème (c). 


Prost. (e): Tracer une cycloide dont on connait l’une des 
extrémités, un autre point quelconque et la direction de la base. 

Solution 1: À partir de l'extrémité donnée A (P. X, F. 15), 
prenez, sur la direction AG de la base, une longueur quelconque 
Ab; traces une cycloide Acb qui ait cette longueur pour base; 
joignez à A l'autre point donné E; la droite AE coupera la courbe 
- Acb au point correspondant e de E, et si vous mener, par ce 
dernier point, une parallele EB A eb, son intersection avec AG 
limitera la base AB de la cycloide demandee (495), ce qui per- 
mettra de tracer cette courbe, en appliquant le problème (5) ou 
le problème (d). 

Solution 2: Tracez la cycloïde auxiliaire Acb et la droite AE; 
menez de E une parallèle à ed; son intersection D avec AG sera 
le pied de l'axe de la cycloïde demandée (495). Si donc vous tires 
DH parallèlement à de, son intersection C avec le prolongement 
de Ac limitera l'axe CD, et vous pourrez appliquer le problème (a) 
ou le problème (c). ! 

, «Solution 3: Tracez la cycloïde auxiliaire Acd ; déterminez la base 

AB; tirez indéfiniment la corde As’; menez de B une parallèle è 
be'; son intersection E' avec le prolongement de‘ Ae’ sera sur la 
cycloïde demandée (495), et vous pourrez, de la même manière, en 
marquer tous les points dont vous aurez besoin. 

Solution 4: Tracez la cycloïde auxiliaire Acb; determinez Taxe 
CD; menez par les extrémités des parallèles à ce’, de'; leur inter- 
section E' sera sur la cycloïde demandée (495), et vous pourrez, 
de la meme manière, en marquer beaucoup d'autres points. 
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Prost. (f): Tracer une eyeloide dont on connatt un point 
quelconque, la direction de lare et son pied. 

Solution 1: Elevez, au pied donné D (P. X, F. 15), une per- 
pendiculaire indéfinie Gf, sur la direction DH de l’axe; marquez, 
sur Gf, deux points a’, b’, à des distances quelconques, mais égales 
de D; traces une cycloïde a’c’b’ qui ait a'd' pour base; joignez D 
à l'autre point donné E; la droite DE coupera la courbe a’c’b’ au 
point correspondant e” de E, et si vous menez, par ce dernier 
point, des parallèles EA, EB à ea’, e"b', leurs intersections avec 
Gf limiteront la base AB de la cycloïde demandée (495). Il ne 
s'agira donc plus alors que d'appliquer le problème Tb) ou le 
problème (d). 

Solution 2: Tracez la cycloïde auxiliaire a'c'd' et la droite DE; 
puis, menes de E une parallèle à ec’; son intersection C avec 
DH limitera l'axe CD de la cycloïde demandée (495). Vous pourrez 
donc appliquer le problème (a) ou le problème (c). 

Solution 3: Tracez la cycloïde auxiliaire a’c’b’; déterminez la 
base AB; tirez les cordes a’e’", b'e'!!, et par A, B, des parallèles 
AE, BE' à ces droites ; l'intersection E’ sera sur la cycloïde de- 
mandée (495), et vous pourrez, de la même manière, en marquer 
tous les points qui vous seront nécessaires. 

Solution 4 : Tracez la cycloïde auxiliaire a'c'b’; déterminez l'axe 
CD; tirez le rayon quelconque De”; menez de C une parallèle 
à c'e"; son intersection E’ avec le prolongement de De’ sera sur 
la cycloïde demandée (495), et vous pourrez, de la même manière, 
en marquer tous les points nécessaires au tracé. 


497. La normale d'un point quelconque de la cycloide passe 
par le contact correspondant du véhicule avec la base. 

Soit D’ le contact du véhicule circulaire avec la base AB de la 
cycloïde (P. X, F. 14), au moment où le point générateur se trouve 
en K. Pour deux points k, &’ infiniment proches de K, les contacts 
du véhicule se feront en des points infiniment peu éloignés de D', 
et il n'y aura qu’une différence infiniment petite entre D'K et les 
distances de k, %' aux contacts correspondants. L’arc de cercle 
élémentaire qui, décrit de D’, contiendra K, se confondra donc avec 
l'élément £K&k’ de la cycloïde, et les normales aux points milieux 
de ces deux éléments auront la même direction. Or, celle de l’are 
de cercle est le rayon D'K; donc, celle du point K de la cycloïde 
passe par le contact correspondant D”. 


498. Les tangentes aux extrémités d'une cycloide sont d'équerré 
sur la base, et la tangente au sommet est parallele à cette mème 
droite. 

Le premier principe a été démontré dans le n° 493. Le second 
tient à ce que le sommet C (P. X, F. 14), étant la position du 
point générateur au moment où le véhicule touche la basc à l’autre 
extrémité D de l'axe (492), a cet axe même pour normale (497) ; 
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car il résulte de là que la base AB et la tangente en € sont toutes 
deux perpendiculaires à CD. 


499. La demi-cycloide a pour développée une demi-cycloide 
égale, que sa base touche au-sommet, par son extrémité opposte au 
pied de lare. 

Considérons le véhicule dans la position où il touche la base AB 
au point E (P. X, F. 17); prolongeons le diamètre FE qui aboutit 
au contact; décrivons, d'un point G' pris sur le prolongement, un 
cercle égal au véhicule G, qui le touche en E; tirons la corde 
qui joint E à la position correspondante H du point générateur, 
et prolongeons cette corde jusqu'à sa seconde intersection H' avec 
la circonférence G’. Nous aurons formé ainsi les deux triangles 
rectangles et égaux EHF, EH'F'. Donc, l’arc EH' vaut l'arc EH 
ou la droite AE (492), et comme la demi-circonférence EHF ou 
EH'F' égale la demi-base AD, l'arc F'H' a même longueur que 
DE ou B'F'. Ainsi, le point H' appartient à la cycloïde qui aurait 
le cercle G’ pour véhicule et sa base sur B'F', parallèle à AD. 
Mais, la moitié de cette base valant celle de la circonférence G', 
égale AD — B'D', si AD’ est parallèle a DB’. Conséquemment, 
AD', qui a même longueur que le diamètre EF", est l'axe de la 
cygloide sur laquelle se trouve H'; cette cycloide a son sommet 
en A; AD, parallèle à la demi-base B'D', ia touche à ce som- 
met (498); enfin, la demi-cycloide B'H'A égale la demi-cyclotde 
AHC, puisqu'il y a égalité entre les bases et les axes des deux 
cycloides entières (496). . 

Il suffit d’ajouter que F'H' est normale en H' (497), pour qu'on 
voie que HIT’, normale de AHC, forme la tangente de B'H'A au 
même point H', et pour en conclure qu'effectivement AH'B' est la 
développée de AHC (12); car tout ce qui s’est dit de la pasition G 
du véhicule se dirait &videmment de toute autre. 


500. Ze rayon de courbure pour un point quelconque de la cy- 
gone est double de la normale en ce point, prise de l’incidence 

a base. 

Le rayon de courbure du point H (P. X, F. 17) est la droite 
HH', tangente è la développée (20, probl.), et la démonstration 
précédente fait voir que HH’ se trouve double de la normale HE, 
prise de l'incidence H à la base AB. 


501. Le rayon de courbure pour le sommet de la cycloide vaut 
de double de l'axe, et celui de chaque extrémité de la courbe est 
nul. 

L'axe est la partie de la normale du sommet comprise entre 
l'incidence ‘et la base (497 et 500). 

La base est normale aux extrémités de la courbe, et comme elles 
| trouvent sur cette base, la moitié du rayon de courbure est 
Ce ° 
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Prost. (a): Tracer la développée d’une demi-cycloide donnée. 
De différents points K, L, .... B, pris sur l’autre moitié BKC 
(P. X, F. 17), tirez des parallèles à la corde AC de la demi- 
tycloide donnée AHC ; portez cette corde sur ses parallèles, de 
K en M, de Len N, etc., et de B en B’; puis unissez les points 
A, M, N,.... B'; ce tricage donnera une courbe AMB' égale à 
CKB, placée par rapport à AB, comme CKB l'est relativement è 
la tangente de sommet C, et par conséquent (499), AMB' sera la 
développée de AHC. 


Prost. (b): Tracer une droite qui soit normale à la cycloide, 
en un point marqué sur la courbe. 

Menez, par l'incidence K donnée, une parallèle à la base AB 
(P. X, F. 14), et prolongez-la jusqu’à son intersection 6 avec la 


‘circonférence dont l'axe CD est diamètre; puis, menez, du même 


point K, une parallèle à 6.D. Cette dernière parallèle KD’ sera 
la normale defnandée. 

Demonstration: Faisons glisser sur AB le cercle CD, jusqu'à ce 
que le point 6 coïncide avec un de ceux de l'arc AKC. Tous les. 
points de ce cercle suivront des parallèles à AB, pendant le mou- 
vement, et y parcourront des longueurs égales. En conséquence, 
le point 6 arrivera sur K au même instant où le contact D sera 
en un point D', tel que DD' égalera 6.K, et la nouvelle position 
KD' de 6.D se trouvera parallèle à la première. Mais alors KD' 
est normale en K (497). Donc, la parallèle à 6.D, menés par K, 
est bien la normale cherchée. | 


Prost. (c): Mener une normale à la cycloide , par un point donné 
hors de la courbe. 

Soit I le point donné (P. X, F. 17). Tracez la développée AMB' 
de la demi-cycloide AHC; appliquez l’arête d’une bonne règlé 
contre I, tangentiellement à AMB'; la droite IE, tirée le long de 
cette arête, sera la normale demandée (13). 


Prost. (d): Mener une' tangente à la cycloïde, par un point 
marqué sur la courbe. 

Tirez, du point donné K (P. X, F. 14), une parallèle à la base, 
jusqu'à son intersection 6 avec la circonférence dont l'axe CD est 
diamètre, puis une parallèle à 6.C; cette dernière KM sera la tan- 
gente demandée. 

Démonstration : La corde 6.D est parallèle à la normale en K, d’après 
ce qui a été dit dans le problème (b). Donc, la corde 6.C, perpen- 
diculaire à 6.D, doit être parallèle à la tangente du même point K. 


Pros. (e): Déterminer le centre et le rayon de courbure de la 
eyeloide, en un point assigné. 

Tracez la normale du point donné H (P. X, F. 17), en la pro- 
longeant au-delà de la base AB ; puis, portez la partie ER, comprise 


/ 
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entre cette base et la courbe, sùr l'autre partie, de E en H'; le 
point H' sera le centre de courbure et H'H le rayon (500). 


Appuications: I. La cycloïde est propre à former le cintre des 
voûtes surbaissées. Elle convient même mieux que l'ellipse, dans 
certains cas, exerçant moins de poussée sur les piédroits. En effet, 
les distances de A aux pieds des normales de la demi - cyclofde 
AKC (P. X, F. 14) vont en augmentant graduellement, de zéro à la 
moitie AD de la base (497). Dans le quart correspondant de l’ellipse 
qui aurait AB pour grand axe et CD pour demi-petit axe, aucune 
normale ne couperait AB entre A et le foyer voisin (71). Les nor- 
males de la première courbe sont donc généralement moins inclinées 
que celles de la seconde, pour des points situés à la même distance 
de AB, ou bien elles font de moindres angles avec la direction 
verticale des poids supportés par ces points. En conséquence, une 
plus grande partie de chaque poids agit selon la normale de la cy- 
cloïde, et une moindre, selon la tangente. Or, c'est-de celle-ci que 
vient la poussée contre les piédroits (p. 231, appl. I). 

Mais, le cintre elliptique peut être employé, quel que soit le 
rapport de la largeur à la hauteur sous clef, tandis que le cintre 
cycloidal (494) exige que ce rapport soit 3,1416 ou au plus 2}. 

La cycloïde peut servir aussi pour les voûtes surhaussées. Dans 
ce cas, le cintre se forme de l’accollement des deux moitiés de la 
courbe, fait de manière que les demi-bases BD, AD se confondent; 
la largeur est double de l’axe CD, la hauteur sous clef égale la 
moitié AD de la base; de sorte que ces deux dimensions de La 
voûte doivent être entre elles comme 14 et 11. Du reste, les deux 
parties du cintre se raccordent fort bien au point culminant, puisque 
les tangentes en À et en B, perpendiculaires à AB (498), deviennent 
toutes deux horizontales. | 

II. Un corps, astreint à suivre un chemin incliné, descend dans 
le moins de temps possible d’une hauteur donnée, s’il glisse ou roule 
sur un arc de cycloïde tel que les distances de ses extrémités à la 
base diffèrent d'une quantité égale à cette hauteur. Par exemple, 
le corps qui suivrait la demi-cycloïde AEC (P. X, F. 18) mettrait 
moins de temps pour aller de A en C, c'est-à-dire pour descendre 
d'une hauteur DC ou AC, par un chemin different de la verticale, 
qu'en suivant toute autre courbe AFC, AF'C et même la droite AC. 
C’est pour indiquer cette remarquable propriété, qu'on appelle parfois 
la cycloide courbe de plus vite descente, et que les anciens lui ont 
donné le nom de brachystochrone, qui signifie temps très-court. 

Nous considérerons, dans la démonstration, le point A et le sommet 
C comme les extrémités d’un arc quelconque AEC de la cycloide 
et d’un arc AFC d'une autre courbe arbitraire, afin d’embrasser les 
cas, où pour une descente verticale moindre que l'axe DC, on 
emploierait un arc EE’ de cycloïde qui ne se terminerait ni au som- 
met, ni à la base. 

Supposons l'arc AEC partagé en éléments Ee, etc., par ses 
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normales AD, .... EG, eG, .... CD; l'arc AFC sera aussi partagé 
en éléments Ff,. etc., par les mêmes droites, et si Sons faisons 
voir que le temps employé à parcourir une quelconque Ee des 
premières parties est surpa@® par le temps nécessaire au parcours 
de la partie correspondante F/, il sera démontré qu’en effet la durée de 
la descente sur AEC est inférieure à celle de la descente par AFC. 

Mais, au lieu de l'élément F/, on peut considérer l'arc de cercle 
Ff', décrit dw concours G des. deux normales EG, eG; car cet 
arc, étant d'équerre sur le rayon Gf’, rend rectangle le triangle Ff”f, 
dont les côtés courbes, infiniment petits, peuvent être regardés ‘’ 
comme des droites ; l’hypothénuse Yf est plus longue que Ff', et si 
nous trouvons le temps pour Ee, t &#, temps pour Ff', à plus 
forte raison £ sera-t-il surpassé par le temps pour Ff. | 

La vitesse qu'a en E le corps parti de À, étant due à la hauteur 
HE, vaut V 29 X HE; celle qu'aurait en F le même corps, aussi 
parti de À, est V2g x IF. Or, les arcs infiniment petits Es, Ff' 
peuvent être censés parcourus d'un mouvement uniforme, bien qu'au 
fond le corps s’y trouve sollicité par une force accélératrice, qui 
provient de la gravité. En conséquence, 


Ee = tVagXHE, Ff= eV3gXIF, 





et 





: ° ce Ee ® Ff . ee Be ° Pf ' 
a (A) VagVHE o VagViF .. VHE e VIE 
Prenons sur FK, parallèle à EH, une partie FL, telle qu'on 


ait HE © FK :: FK : FL. Il en résultera FK—VHE XFL, et 
nous pourrons écrire la proportion 


HE * FK :: VHEXFL: FL où HE°FK :: VHE : VFL. 
Mais, Ke; F/':: EG, FG. HE: FK. Donc, 
Vs sou VHR.VEL 
Bé:Ff :: VRE:VEL, ARE Et 
Il ne nous reste plus qu'à établir la relation IF < FL. Or, de 
EM—FM > o, résulte 
EM —:EMXEM-+FM’>o, EM FN > :EMx Fk, 
EM + EM X FM-- Fi’ > 4EMXFM, 
et parce que EM = MG (500), 
MG--FM)’>sEMXaFM, FE >ECXarM. 
Comme d'ailleurs IN, parallèle à GH, donne FM — MN, on a 


a FG KG 
D Fe >» EG x FN et FN” FG' 





VIF :VÎL. 
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. Fa. FK EG HE FK 
‘Mais TI RR par conséquent enfin, 


FK re 

FL 
ce qui rend IF < FL. 

La démonstration pour la courbe AF’C serait analogue; seulement 

. la dernière partie devrait être basée sur la relation — EM > o, 


502. Tout arc de cycloide terminé au sommet est double de la 
corde qui soutend Parc correspoñdant du véhicule. 

L’arc AMH' vaut HH’ (P. X», F. 19), puisque tous les éléments 
de cette droite sont ceux de l’arc mis ont à bout (499). Or (500), 
HH' = 2EH', et l'arc du cercle G’ soutendu par EH correspond 
hien à AMH’, car le point générateur, devant parcourir la demi- 
circonférence F'H'E pour produire B'MA, et ayant déjà parcouru 
:Yarc F'H', pour produire B'H', tracera H'MA en parcourant l'arc 
de cercle HE. 


503. La demi-cycloide est double de l'axe, et la cycloida entière 


‘en forme le quadruple. 
‚arc du véhicule qui correspond à la demi-cyclofde est la demi- 
‘ circonférence (492), et la corde de cet arc, ou le diamètre vaut 
l'axe (494). Donc (502), 
-AHC = 26D, AHCKB = 2%X 2CD == 4CD. 


"304. Tout arc de cycloide terminé à la base égale quatre fois le 
"sinus verse du demi-arc qui lui correspond sur le véhicule. 

En effet (503 et 502), AH — AHC — CH —= 2CD — 2FH (P. X, 
F. 17), et si nous tirons HH", parallèle à la base, jusqu'au cercle 
‘ dont l'axe est diamètre, AH = 2CD — CH". . 

Soit O le milieu de l'arc DH’, qui vaut EH et correspond à 
‘AH. La perpendiculaire OP, abaissée sur CD, étant le sinus de DO, 
‘ égale 1DH"; DP = sin. verse DO ; l’angle DE"O — DCH"; les 
-triangles rectangles G”PO, CH"D sont semblables ; 

OP * DE" ©°.G'P * CH"; GP — iCH, 
“et par conséquent, 
AH = aCD—4G"P = 4(C'D—G'P) = 4DP. 


50%. Tout arc de cycloïde terminé au sommet est moyen propor- 
#ionnel entre Daze et le quadruple de sa projection sur cet ame. 

Larc CH = 2CH" (P. X, F. 17), si HH"Q est parallèle à 
AB (502). Mais CD : CH"::CH":CQ a CH" = CQ x CD. 
Donc . | 

CH’ — 4CH"" —{CQXx CD, ou bien 4CQ : CH :: CH; CD. 
Or, ca est la projection de CH sur l'axe de la cycloïde. 
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506. Les quarrés numériques de deus arcs de cycloide términés 
au sommet sont proportionnels gua projections de ces arcs sur Paxe. 


_ D'après le principe précédent, CH == 4CQ CD (P. X, F. ı7),. 
CK’ = 4CR x CD. En conséquence, 
CH’ * CK :: CQ : CR. 


Paopı. (a): Mesurer un arc de cycloide terminé au sommet. © 
Menez, par l’autre extrémité de l'arc donné CH (P. X, F. 17), 
une parallèle HH" à la base, jusqu'au cercle dont l’axe est diamètre ;. 

tirez la corde CH” et doublez-la (502). 


Prost. (è): Mesurer un arc de cycloide terminé à la base. 

Solution 4 : Menez, par l'autre extrémité de l’arc donné AH 

+ X, F. 17), une parallèle HH” à la base, jusqu’au cercle dont 
axe est diamètre ; tirez la corde CH"; retranchez-la de CD, et. 
doubler le reste. 

Dénonstration : D'après les n* 503 et 502, l'arc 


AH = AHC—HC = 3CD — sCH" = 2(CD — CH”). 


Solution 2: Déterminez le milieu O de l’arc DH"; abaissez,. 
sur l'axe, la perpendiculaire OP, et quadruplez DR (564). 


Prost. (c) : Mesurer un arc de cycloide séparé du sommet et 
ase. | | 

Solution 1: Mesurez les arcs CK, CL (P. X, F. 17), compris 
entre le sommet et les extrémités de l'arc donné KL; puis prenes 
la différence des deux longaeurs obtenues. 

Solution 2: Mesurer les arcs BK, BL, compris entre la base 
et les extrémités de l'arc donné KL; puis retranchez luxe de. l'autre. 
les deux longueurs trouvées. _ 


Arpricarions t I. La cycloïde est aussi la courbe des chutes de. 
même durée, ce qui l'a fait nommer tautochrone (même temps) et 
isochrone (temps égal). Que, par exemple, deux corps, complè- 
tement égaux, partent ensemble, l’un de B (P.-X, F. 18), l'autre. 
d'un point quelconque E', ils arriveront au sommet C dans le même- 
instant ; de plus, en vertu des forces vives acquises, ils remonteront 
sur l’autre moitié de la cycloïde, et dans un temps égal à celui: 
des descentes, le premier atteindra le point À, le second le point 
‘ E”, la droite E'E” étant horizontale comme AB. Aucune autre courbe 
plane ne jouit de cette belle propriété. 

Partageons les arcs BC, E'C en un même nombre d'élémentss Si 
nous établissons l'égalité des temps f, 1’ employés à parcourir Ee, 
Oo, deux quelconques de ces éléments, qui aient le même rang, 
elle le sera pour tout autre couple; la somme des temps relatifs à 
l'ensemble des infiniment petites parties de EC vaudra celle des 
temps relatifs à l’ensemble des infiniment petites parties de BC, ou 
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bien le temps nécessaire au parcours entier du premier arc égelera 
celui qu'exigera le parcours entier du second, 

Nous avons d’abord, comme dans l'application Il de la page 384, 


Ke 00 


sode ) ——:. 
° "VEE VPO 
Il suffit done de faire voir que le second rapport égale l'unité ou 
@qu'on a aussi 


Be: VFE :2 Oo : VPO, 
proportion qui revient à cette autre 
Be’ ° 00° °° HE © PO. 
Selon le principe 506, 
EC’ : BC’ *° QC : DC. 


| Mais EC: BC °° Fe: 00°: EE: BO :: CE: CO, et CE” : CO” 
° CR: CS. Par conséquent, 
‘oc : * DC °° CR ° CS,- QC—CR : DC—CS :* QC: DC, 
QR : DS :: EC" : BC :: Be : 00, 
qu bien 
Be’ * 00° °° H'E : PO. 

II. Les horloges avancent dans l'hiver, parce que le balancier, 
se raccourcissant, fait, en moins de temps, chacune de ses oscil- 
lations, dont l'angle est invariable ; elles retardent dans l'été, parce 
que le balancier, s’allongeant, emploie plus de temps pour chaque 
mouvement oscillatoire. Il y aurait -donc grande à 
donner au balancier une disposition telle que, malgré les variations 
de sa longueur, il eût toujours des oscillations de même durée : 
l'aiguille des minutes ferait chaque tour de cadran dans le même 
temps, et l'heure ne serait jamais ni plus courte, ni plus longue. 
Eh bien! la eycloide semble permettre cette disposition : renversez 
la figure 17 (P. X); fixez au point B’ deux lames métalliques, 

‘ enles courbant seloh les demi-cycloïdes B'MA, B'M'B, et laissant 
libres leurs extrémités A, B; attachez un fil, égal à BC, d'un bout 
au même point B', de l'autre au centre de la lentille du balancier. 
Quand cette lentille oscillera d'un angle donné, le fil en 
une partie de la lame B’MA , pendant la demi-oscillation de gauche, 
upe partie de la lame B'M'B , pendant la demi-oseillatien de droite, 
et de point C parcourra un ‘arc de la cyclofde ACB, dans chaque 
oscillation complète (499). Si le fil s'alonge ou se raccourcit, le 
centre de la lentille ne sera plus en C, mais ce point du fl ou de 
son prolongement n’en continuera pas moins de se mouvoir sur la 
courbe ACB, et quoigtil n'en parcourre plus le même arc, ses 
oseillations auront encore la méme durée (appli. I). Done, la lentille, 


cYcLolps. 389 


qui décrira une cycloide .semblable à ACB (495), fera aussi ses 
nouvelles oscillations dans le temps qu'exigeaient les autres. 

Mais, l'idée est bien moins utile qu'ingénieuse, car les variations 
de la température altéreraient la forme cycloidale- des lames metal- 
liques, et dès-lors l’isochronisme n'aurait plus lieu. 

Les horloges ne laissent pas toutefois de devoir. un notable 
perfectionnement à la découvérte du tautochronisme de la cycloïde. 
Seulement, au lieu de décrire un arc de cette courbe, la lentille 
oscille sur un arc de deux à trois degrés du cercle osculateur au 
sommet, ce qui exige que le balancier ait une longueur double de 
l’axe qu'aurait la cycloïde du système précédent (Sag), et qu'il s'écarte 
très-peu de sa position verticale. Comme l'arc osculatgur de deux 
à trois degrés se confond sensiblement avec la courbe, il est physi- 
* quement aussi tautochrone que celle-ci. 


507. ' L'espace compris entre un arc de cycloide limité au sommet, 
la tangente en ce point et une parallèle à l'axe, menée par l'autre 
extrémité de Parc, égale le segment correspondant de la moitié du 
véhicule. 

Si nous supposons EH, E'H' parallèles à l'axe CD (P. X, F. 14) 
et infiniment rapprochées, l'arc EE’ est un élément droit; EG, 

arallèle à la tangente CH, forme ‘un triangle rectiligne EGE', et 

très-petit segment HEE'H' = EH x EG<+ LE'G x EG. Mais 

le produit des deux infiniment petites longueurs E'G, EG est inf- 

niment petit par rapport au produit EH x EG, qui renferme un 

facteur fini. Le triangle EGE' est done négligeable, et HEE'H' 
== EH x EG. 

La: démonstration du problème (d), page 383, apprend que la 
corde C.3' du véhicule est "parallèle à la tangente en E; elle est 
donc aussi parallèle à l'élément EE'; les triangles rectangles EGE', 
3’.hC sont semblables ; 

"Ch? E'G 3° h.3' ® EG, où - EM © À °° A3 * EG, 
et | 

EHXEG = MX 43 = BG. | 

‘Ainsi, le segment infiniment petit HEE'H' a mème superficie que 
le segment infiniment petit h.3'.4’.h’ qui lui correspond dans le 
véhicule. Or, les mêmes raisonnements et la même conséquence 
conviennent à tous les segments infiniment petits que pourraient 
former des parallèles à l'axe, dans le segment fini CIEH, et aux 
segments infiniment petits correspondants que pourraient former des 
perpendiculaires au même axe, dans le segment fini C.2'.3'.h. Per 
conséquent, la somme CIEH des premiers vaut la somme C.2'.3'.h 
des derniers, et le principe énoncé est vrai, 


508. L'espace compris entre la demi-cycloide et la ta etes de 
ses extrémités vaut la moitié de l'aire du véhicule. ie 


La tangente à l'extrémité B (498) étant parallèle à l'axe CD (P. X, 
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F. 14), il s'ensuit que le principe précédent est applicable awe 
segment D CHEN, limité par la demi-cycloïde. Or, la moitié C.6/.DC 
du véhicule correspond à ce segment, comme C.2'.3'.h correspond 
à CIEH, 


509. L’espace compris entre un are de cycloide limité à la base, 
la tangente d'équerre sur cette base et une parallèle à l'axe, menée 
par lautre extrémité de Parc, égale le segment correspondant du 
véhicule. 

Ainsi, l'espace BK'EHN = D.6'.3'.AD. En effet, 


BL'EHN — = BBEN — CIEH = = D.6.CD—C..3!.h = D.6.3. AD. 
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510. Le rectangle construit avec l'axe et la base d’une cycloide 
est quadruple de l'aire du véhicule. 

Soit r le rayon du véhicule. L'axe . CD = ar (P. X, F. 14); 
la base AB = 27 (494), et le rectangle circonscrit à la cyclotde, 
ABNO = ar X ar = her”. 


514, L'aire d'une cycloide est triple de celle du véhicule. 
L'espace ABECKA — ABNO — (CEBN + CKAO) = 4er’ 
(ke 


Prope. (a): Mesurer le segment cycloidal BK'EP, compris entre 
une parallèle à lare et la plus petite des deux parties qu'elle 
forme sur la base (P. X, F. 14). 

Décrivez une circonférence dont l'axe CD soit diamètre; tirez EA 
parallèlement à la base AB; mesures le segment de cercle D. 61.3". RD: 
vous aurez l'aire BK'EHN (5og) et si vous retranchez ce segment 
da produit BP x CD, qui vaut | po angle BPHN, le reste sera 
évidemment la superficie de BK' PP. 


Prost. (b): Mesurer le segment eyelotdat ACEP, compris entre 

une parallèle à lare et la plus grande des deux ‘parties qu'elle 
sur la base (P. X, F. 14). 

Tirex Eh parallèlement & la base AB; mesurez le segment de 
cercle €.2'.3'.A; vous aurez l’aire CIEH (507); mesurez le demi- 
cercle C.6'.DC; vous aurez l'espace AKCO (508); ajouter cette 
moitié au segment, et retranchez leur somme du produit APXCD, 
qui vaut le rectangle APHO; le reste sera la superficie ACEP. 


Prost. (ce): Mesurer le segment cycloidal CIEA, compris entre 
une parallèle d la base et la plus petite des deux parties qu'elle 
forme sur Pace (P. X, F. 14). 

. Mesurez le segment. de cercle C.2'.3'.h, pour avoir l'espace 
CIEH (507); et retranchez-le du produit Eh X Ch, qui vaut le 
rectangle CHEA; le reste égalera CIEA. 


Prosı. (d): Mesurer. le segment cyclbidal BK'EAD, limité par 
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‘ ume parallèle à la base et la plus grande des deuæ parties qu'elle 
forme sur Paze (P. X, F. 14). 

— Tirez EP parallèlement à l’axe; mesurez le segment cycloïdal 
BK'EP (probl. a) et ajoutez-le au produit Eh X AD, qui vautile 
rectangle DPEA. . 


Prost. (e): Mesurer le segment cycloidal BK'EQ, compris entre 
une partie de la base et une oblique à cette base (P. X, F. 14). 
Tirez EP,. parallèle à l’axe CD; mesurez le segment cycloidal 
BK’EP (probl. a), et retranchez du résultat l’aire du triangle PEQ. 


Prost. (f): Mesurer le segment cycloidal EK'L'E, limité par 
une corde oblique à la base (P. X, F. 14). 

Tirez EP, L'Q, parallèles à l'axe; mesurez le segment BK'EP 
(probl. a), et le segment BL'Q; ajoutez le second résultat à l'aire 
du trapèze PEL'Q ; puis retranchez le total du premier résultat. 

EPICYCLOIDES. 

512. Les dficycloides ont une génération qui ne diffère de celle 
des cycloides (491) qu'en ce que leur directrice est courbe, au 
lieu d’être droite, et c'est ce qu'indique le mot grec épi, car il 
signifie autour ou mouvement courbe. 

Les espèces d’epicycloides sont aussi variées que celles des cy- 
cloïdes, parce que toute courbe peut être prise pour véhicule, et 
* que le mouvement de chacune peut être dirigé par une courbe 
semblable ou par toute autre; d'ailleurs le véhicule glisse ou roule 
sur la directrice, tandis que le point générateur se meut, d'après 
une certaine loi, ou reste fixe, et même le mouvement de ce point 
‘est susceptible de se combiner avec le roulement. 

Nous n’étudierons que l’épicycloide In. 4 le véhicule et la direc- 
trice sont des circonférences: due ausgliSsement ou au roulement, 
elle est toujours la mème, pour un rapport donné des deux mou- 
vements qui l’engendrent, et cela vient de la courbure uniforme du 
‘cercle, Si le chemin du point générateur sur le véhicule égale toujours 
celui de ce cercle sur l’autre, on a l’épicycloïde proprement dite, 
dont le.nom a servi à désigner le genre unique du troisième- ordre 
‘de la seconde classe des courbes. Lorsqu'il en est autrement, l'épi- 
-cycloïde se trouve raccourcie ou alongée. 

La première variété fera seule le sujet de tout ce qui va suivre. 


o 

APPLICATIONS : Au jour de chaque équinoxe, le plan de l'équateur 
‘se -confond avec celui de l'écliptique. La ville de Quito, par exemple, 
parcourt donc, dans ce plan, en vingt-quatre heures, un grand 
cercle de la Terre, pendant que le centre parcourt environ la 
365° partie de l’orbite elliptique, ou, ce qui est la même chose, 
pendant que ce grand cerctè gligge tangentiellement è une courbe 
dont tous Jes points sont séparés des points correspondants de l'éclip- 

a 
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tiqué, par le rayon terrestre (158). En conséquence, Quito trace 
dans l’espace, un arc d'épicycloïde plane, qui tourne sa cancavi 
au Soleil, et dont le véhicule est l'équateur, dirigé par une courbe 
parallèle à l'orbite de notre globe. 

Tout point terrestre, situé au nord ou au sud de Quito, parcourt 
également un arc &épicycloide plane durant le jour équinoxial ; 
seulement le véhicule est un des cercles parallèles à l'équateur, et 
la directrice a des axes plus grands que ceux de la précédente. 

La mème ville et tous les autres points de la Terre tracent aussi 
des arcs d’épicycloïdes) pendant chaque autre jour de l'année; mais 
comme le véhicule ne se meut pas alors dans le plan de la directrice, 
ces arcs sont à double courbure. 

Il en est de même des arcs d'épicycloïde que parcourt, chaque 
mois, le centre de la Lune, en tournant autour de celui de la 
Terre, pendant que ce dernier chemine sur l’écliptique; car l'erbits 
lunaire, qui est aussi une ellipse, coupe l'orbite terrestre sous un 


angle d'un peu plus de cinq degrés. 
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515. L'épicycloïde est engendrée par un point qui parcourt une 
circonférence, pendant que sa première position parcourt, d'un mou- 
vement pareil, une longueur égale, sur une seconde circonfirence 
fite, toujours tangente à la première. . 

L’&pieycloide est aussi la courbe que suit tout point d’une circon- 
firence, pendant quelle roule sur une autre qui reste fixe. 

Pour démontrer que ces deux modes de génération donnent abso- 
lument la même courbe, il suffit d'appliquer les raifonnements da 
n° 492 à la figure 19 (P. X), en y remplaçant la droite AA’ par 
lare do cercle ADB etgle point a par le point I. 


& . 

514. Quand le véhicule et la directrice ont un rapport fini, 
Pépicycloïde est une courbe fermée, composée d'ares égaux qui sont 
tous du même côté de la circonférenee fine et s'y terminent en se 
touchant deux à deux, d'où résultent des rebrousssments de seconds 
espèce (9). 

La génération montre que, parvenus en B (P. X, F. 19), le 
véhicule et le point générateur se retrouvent absolument dans les 
mêmes cireonstances qu'au point A, et qu'en continuent leurs mou- 
vements, ils gloivent produire un arc BC'B' parfaitement égal à 
ACB, puis un troisième, ete. 

On ferait voir, comme dans le n° 493, qu'il y a contact entre 
deux aros consécutifs ACB, BCB', à leur point commun B, situé 
sur la directrice. 

Enfin, la courbe est fermée; car, s’il existe extre la circon- 


férence e du vébicule et celle € de la directrice s le rapport Ss 


a 
[| 
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» étant È 4, on è e: Ciini/d, puis de=nC; un nomb 
d de rotations exécutées par le véhicule sur son centre répond exac- 
tement à un nombre n de révolutions complètes de ce centre autour 
de la directrice ; les mêmes points se retrouvent en contact dès 
qu’elles sont achevées, et alors les mouvements continués reprodui- 
raient absolument les mêmes ares d'épicycloîde. 


545. Lorsque le rapport du véhicule à la directrice a une valeur 
finie, le nombre des rebroussements de l’épicycloide égale le seco 
terme de ce rapport réduit à sa plus simple expression. 

Chaque arc compris entre deux rebroussements est dû à une 
rotation du véhicule sur son centre. Or, d’apr&s la démonstration 
précédente, ce véhicule fait d rotations, si son rapport à la directrice 


égale. = . Dans le cas où le même rapport serait l’expression sim- 


plifiable =, on aurait l'équation dke = nkC qui, se réduisant è 


de = nC, montrerait que d rotations du véhicule suffisent pour 
faire parcourir au contact un nombre de fois entier la circonférence 
directrice et le ramener au même point de cette courbe. 


516. Si le rapport du véhicule à la directrice renferme une 
fraction décimale sans fin, l’épicycloïide ne se ferme point; elle se 
compose dune infinité d’arcs égaux; les révolutions successives rap- 
prochent de plus en plus du contact primitif, les contacts qui les 
terminent; mais un quelconque de ces derniers ne se confond jamais 
arec le premier. 

Ce cas est celui d’un rapport incommensurable. Il serait tel, par 
exemple, si le diamètre du véhicule était le côté d’un carré dont 
la diagonale formät le diamètre de la directrice, car on aurait pour 
n» I I . 
Va aaa Or alors (514), la relation de = nC 
deviendrait 1,4142 etc. c = C, ou 14142 etc. c = 10000etc. C, 
ce qui montre bien qu’un nombre infini de rotations et un nombre 
infini de révolutions seraient nécessaires, pour remettre en contact 
les mêmes points des deux circonferences. 


N - 
Si, au contraire, on avait == 1,4149 etc., il en résulterait 


c= 1,{14aetc. C, puis 10000 etc. c = 14142 etc. C. L'épicy- 
cloide ne se fermerait donc pas non plus; mais elle differerait de‘ 
la précédente en ce que chaque rebroussement se trouverait en arrière 
du suivant, au lieu d'être en avant. 


517. Quand le rapport du véhicule à la directrice est un nombre 
entier, Pepieycloide n'a qu'un seul rebroussement. 
Cela doit être, en effet, d'après le principe 515, puisque alors 
le second terme da rapport égale l'unité. , 
o 
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Supposons le véhicule égal à la directrice ; le premier fera sa 
demi-rotation dans lo m&me temps que sa demi-révolution, et les 
deux moitiés de l’une dans le même temps que les deux moitiés 
de l'autre. Ainsi, quand le contact, qui avait lieu d'abord en A 
(P. X, F. 20), aura été transporté en A’, le point générateur, qui 
était aussi primitivement ‘en A, se trouvera au milieu C du véhicule, 
et lorsque le contact reviendra en A, le point générateur y arrivera 
au méme instant. 

ab le véhicule est double de la directrice (F. 21), la demi-révo- 
lulion qui place le contact en A’, amène le point générateur à 
l'extrémité È de l'arc A'E, égal au quart du véhicule ; une révolution 
entière remet le contact en À, et porte le point générateur en GC; 
après une révolution et demie, le contact se retrouve en A’, et le 
point générateur est à l'extrémité de l'arc A'EF, égal aux trois quarts 
du véhicule ; enfin, au bout de deux révolutions, le contact se fait 
en À pour la troisième fois, et le point générateur a la même position. 

Comme le véhicule, partant toujours du contact A, produirait 
évidemment la même courbe, en roulant dans le sens contraire au 
précédent, la troisième intersection de l'épicycloïde et de la droite 
AA’ doit se confondre avec la première G; d'où il suit que ce 
point est multiple (9). 


518. L'épicycloïde est dite interne, lorsque le véhicule glisse ou 
roule sur la concavité de la directrice. A cette autre variété s’applique 


tout ce qui a été dit jusqu'ici de l'épicycloïde externe, le n° 517 


excepté ; mais elle a une propriété particulière qu’il est bon de 
connaître. 

Lorsque le rapport du véhicule à la directrice devient +, Pépicy- 
cloide interne se change en un diamètre du cercle fixe. 

La démonstration consiste à faire voir que,. par suite du roule- 
ment, une position quelconque A’ du contact (P. X, F. 22), place 
en un point E du diamètre AC, le contact primitif A. 

Puisqu’en A’, comme en A, les deux cercles ont la même tangente, 
leurs normales se confondent. Le roulement fait donc pivoter sur 
le centre O du cercle fixe, le diamètre qui, dans le cercle mobile, 
aboutit au contact. Or, considéré relativement à la directrice, l'angle 
AOA' a pour indication le nombre m des degrés de l'arc AA’; 
considéré par rapport au véhicule, le mème angle a pour indication 


la moitié = des degrés de l'arc A'E. En conséquence, m = di 


3 
Représentons par d le diamètre du petit cercle; celui du grand 
sera 2d; les longueurs des deux circonférences auront pour expres- 


sion xd, 2xd; celles de leurs degrés seront respectivement _ er #, 
. 0 60 
et Yon aura 


I —. o - — —_—rn — 
360 360” = 360 3 360° — AT. 
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Ainsi, tous les points de A'E s’appliqueraient successivement sur 
ceux de A'A, et le point E arriverait en A, si nous faisions rétro- 
grader le véhicule. Par conséquent, ce mème point E de AC est 
bien la position que le roulement donne au point générateur A, en 
transportant le contact de A en À’. 

Il est visible, d’ailleurs, qu'une rotation complète du véhicule, 
exécutée en même temps qu'une demi-révolution autour de ©, fait 
parcourir tout le diamètre AC au point générateur, et qu'il revient 
en A, par le même chemin, pendant la seconde moitié du tour. 


APPLKATION: Supposez un anneau AA'CA (P. X, F. 22), une 
roue A'EOA’ égale à la moitié de AA'CA et appliquée sur la 
concavité, une bride o’A’, qui embrassant l'anneau et fixée aux deux 
bouts de l’essieu 0’, maintienne cet essieu à une distance constante 
\de la grande circonférence. Si la tige d’un piston à vapeur est attachée 
au point A de la roue, mise dans la position o, il forcera cette roue 
à rouler sur la concavité de l'anneau, ct fera des oscillations exac- 
tement verticales, égales à AC (appl. p. 291). 


319. Le reste de notre étude coneernera un seul des arcs de 
l'épicycloïde externe, compris entre deux rebroussements consécutifs, 
et selon l'usage, nous le nommerons épicycloide. Tout ce qui sera 
dit d'un tel arc conviendra évidemment à chacun de ses égaux. 

Liarc AB de la directrice (P. X, F. 19), terminé aux deux 
extrémités d’une épicytloïde AGB, est la base de cette dernière 
courbe; le rayon OC, qui divise AB en deux parties égales, forme 
l'axe, et l'intersection C s'appelle sommet. 

La base d’une épicycloïde égale la circonference du véhicule, et 
l'axe vaut le diamètre; le rapport de la base à Dare est À où, 
moins ineractement, 5,1416. 

Les démonstrations sont absolument les mêmes que pour la cy- 


cloide (494). 


520. Toutes les épicycloïdes sont semblables; il y a égalité entre 
deux de ces courbes, quand elle existe entre leurs bases et entre 
leurs axes. 

Ces principes se démontrent comme ceux des n” 495 et 496. 


Prot. (a): Tracer, d’un mouvement continu, une épicycloïde dont 
la directrice et l'axe sont dbnné. 

La roulette à employer ne diffère de celle qui sert pour la cy- 
eloide (496, probl. a), qu'en ce que les règles EF, E'F' (P. X, 
F. 16) sont remplacées par des arcs de cercle, et les deux instruments 
se mettent en œuvre de la mème manière. 


Prost. (b): Tracer, d'un mouvement continu, une épicycloide 
dent la base cst donnée. 
Agissez comme dans le problème (b) du n° 496. 
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ProBL. (0): Tracer, par points, une épicycloïde dont la directrice 
et lare sont donnés. 

Tirez un rayon OD de la directrice (P. X, F. 19) ; portes l'axe 
sur le prolongement, de D en G; décrivez une circonférence dont 
CD soit diamètre; partagez-la en un nombre de parties égales assez 
grand pour qu'elles puissent être regardées comme des droites; 
portez celles d'une demi-circonférence sur la directrice, de D en 
À et en B, pour avoir la base ADB de l'épicycloide (519) ; décrivez 
de O des arcs de cercle qui passent par les points 1, 2, 3, etc. 
du véhicule, et des points I, I’ de la base, avec la corde de l'arc 
D.3, décrivez de petits arcs qui coupent le grand arc 3.3'; les 
intersections E, E' seront des points de l’épicycloïde. 

Vous obtiendrez deux autres points, si vous decrivez de II, II’, 
avec la corde D.2, de petits arcs qui coupent le grand 2.2', et 
quand vous aurez marqué ainsi autant de points de la courbe demandée 
qu'il y en a d’indiques sur le véhicule, il ne s'agira plus que de 
les unir entre eux et avec les points À, C, B. 

Démonstration : Elle est analogue à celle de la seconde solution 
du problème (c), page 379. ì 


Prost. (d): Tracer, par points, une épicycloide dont la base 
est donnée. 

Tirez un rayon QD qui coupe au milieu la base ADB (P. X, 
F. 19); partagez la moitié AD en onze parties égales ; rectifiex l'arc 
qui contient sept de ces parties (21); poftez sa longueur sur le 

rolongement de OD, de D en C; yous marquerex ainsi le sommet 
de l’épicycloide, car la circonférence dont CD sera diamètre 
vaudra environ vingt-deux des parties de AD, elle égalera ADB 
et sera celle du véhicule (519). Vous pourrez donc appliquer la 
solution du probläme précédent. 


Arpuications: On emploie ces tracés pour profiler les dents d'un 
engrenage dont les deux roues doivent avoir des vitesses en ra 
constant, soit que la roue conduite se trouve placée à l’extérieur de 
l'autre, soit qu'elle s’y trouve renfermée. Les mêmes tracés s’appli- 
quent encore aux cammes destinées à soulever un marteau tournant. 


521. La normale dun point quelconque de lépicycloïde passe 
par le contact correspondant du véhicule avec la base. 
Ce principe se démontre comme éelui du n° 497. 


522. Les tangentes des extrémités dune épicycloïde sont des 
royons de la directrice, et la tangente du sommet est perpendi- 
cu 


ire à l'axe, 
La normale à l'extrémité A de l'épicycloïde ACB (P. X, F. 19) 
a une longueur nulle, puisque l'incidence se confond avec le contact 
correspondant du véhicule {521), ou bien, ce qui est la même chose, 
cette normale se réduit, pour le point A, À l'élément du cercle 
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directeur. Elle a donc même direction que la tangente de ce cercle, 
et, par conséquent, la tangente au point A de l'arc AE est le 
rayon OA. | pr 

Le véhicule touche la directrice à l'extrémité D de l’axe, quand 
le point générateur arrive au sommet C (515 et 519). Ainsi, cet 
axe est la normale pour le point C, et la tangente du mème point 
doit le couper d'équerre. 


Prost. (a): Mener une normale à l’épicycloide, par un point 
donné sur cetté courbe. 

Décrivez un cercle dont l'axe CD soit diamètre (P. X, F. 19); 
rapportez, sur la circonférence, l’incidence donnée F, en décrivant, 
du centre O de la directrice, un arc F.2 qui ait OF pour rayon; 
décrivez enfin, de F, avec la corde D.2, un petit arc qui coupe 
la base ADB du côté où la normale demandée paraît devoir se 
diriger ; cette normale sera la droite tirée de F à l'intersection II. 

Demonstration: Faisons glisser le cercle C.2.D sur la base ADB, 
jusqu'à ce que le point 2 soit sur l’épicycloïde AGB; ce point 2 
suivra nécessairement l’arc décrit de 0, avec la droite 0.2, et il 
arrivera en F, puisque 0.2 = OF. Mais, au méme moment, le 
contact D sera au point II, F.II égalant 2.D. En conséquence, 
le point II est, pour le véhicule, le contact qui correspond è la 
position F du point générateur , et F.II donne bien la normale 
demandée (521). 


Prost. (b): Mener une tangente à l'épicycloide „par un point 
donné sur cette courbe. 

Solution 1: Tracez la normale F.II du contact donné F (P. X, 
F. 19); puis, sur cette droite, élevez en F une perpendiculaire FG. 

Solution 2: Décrivez un cercle dont l'axe CD soit diamètre; 
rapportez, sur la circonférence, le contact donné F, en décrivant, 
du centre O de la directrice, un arc F.2 qui ait OF pour rayon; 
décrivez encore de O, avec OC, un arc indéfini CG; décrivez enfin, 
de F, avec la corde C.2, un petit arc qui coupe CG du côté où 
la tangente demandée paraît devoir se diriger ; cette tangente sera 
la droite tirée de F à l'intersection G. 

Démonstration : Nous avons fait voir (probl. a) que le contact 
D du véhicule se trouve au point II, quand le point 2 est sur F. 
Alors aussi, la corde D.2 se confond avec la normale F.II, et 
par suite, la corde 2.C prend la direction de la tangente FG, puisque 
l'angle inscrit D.2.C est droit, comme l'angle II.FG. Le point € 
du véhicule doit donc se trouver à la fois sur l'arc CG et sur la 
tangente FG; il arrive donc à l'intersection G, quand D arrive au 
point II, et a en F. Par conséquent, FG = C.2. ° 

Solution 5 : Marquer l'intersection II de la base ADB et d'un 
arc décrit de F, avec D.2; tirez le rayon O.II; portez l'axe CD 
sur le prolongement, de IH en G; la droite FG sera la tangente 
demandée, car le triangle IL.FG égalera le triangle D.2.C. 
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523. Si la directrice est double du véhicule, la demi-épicycloide 
est la demi-caustique par réflexion due à des rayons lumineux 
Péquerre sur l’axe et à un cercle double de la directrice, décrit 
du même centre (468). . 

Le rayon OD de la directrice (P. X, F. 23), alors double de 
rayon 0C du véhicule, égale l'axe CD; OC est double de OD, et 
le cercle CG forme le réflecteur. Soient FG la tangente en F de 
la demi-épicycloïde CFA, et GH un rayon lumineux , perpendiculaire 
à l'axe CD. Il faut démontrer que ce rayon se réfléchit selon GF 
et que GF = GH. 

Le point A’, intersection du rayon OG et de la base, est le contact 
du véhicule, quand le point générateur se trouve en F, d’après la 
démonstration précédente. Ainsi, l'arc AA’ — A'F; le nombre des 
degrés de A'F est double de celui des degrés de AA’, et l'angle 
inscrit A'GF égale l'angle au centre AOA’. Mais, la demi-base 
AA'D vaut la moitié A'FG du véhicule (519); cette demi- base 
forme donc le de la directrice; AO est parallèle à GH; l'angle 
OGH = AOA' = A‘GF, et la réflexion du rayon lumineux HG 
se fait effectivement selon GF. 

En outre, l'égalité des angles A'GF, AOA” rend semblables les 
triangles rectangles A'FG, OHG; 


GP GE] AG: 0G :: 1:19, 
et par conséquent, GF égale bien la moitié de GH. 


524. Si la directrice égale le véhicule, l’épicycloïde est la caus- 
tique par réflexion due à des. rayons lumineur émanés du sommet 
et au cercle qui, passant par ce sommet, est concentrique avec 
la base (475). - 

Soient FG la tangente au point F de l'épicycloide AFC.... (P. X, 
F. 24); CG un rayon lumineux parti du sommet C, situé sur le 
diamètre AD qui contient le rebroussement A (817), et le rayon 
OG du réflecteur, mené à l'incidence G. L’intersection A’ de OG 
et de la base AA'D.... est le contact du véhicule, pour la position 
F du point générateur, d’après la demonsträtion indiquée dans 
l'article précédent. Ainsi, l'arc AA' = A'F et renferme le mème 
nombre .de degrés; par conséquent, l'angle inscrit A'GF vaut la 
moitié de l'angle au centre AOA’. Mais, le triangle COG est symé- 

+ trique; l'angle OCG = OGC, et ce dernier vaut la moitié de l'angle 
extérieur AOA’. Donc, A'GF = OGC, ce qui montre que la 
réflexion du rayon lumineux CG se fait selon GF. 
cd s'ensuit de plus similitude entre les triangles symétriques Fels, 

G; 


° GF : EG °° Go © GO, 
ct puisque Go = oÀ' — A'O, 
GE = + CG. 


Donc enfin, le point F de l'épicycloïde appartient à la caustique 


ÉPICYCLOÏDE. 399 


produite par le point lumineux C et le réflecteur circulaire dont 
le rayon est OC. 


525. Tout arc d'épicycloïde, compris entre le sommet et un point 
quelconque, égale la quatrième proportionnelle du rayon de la 
directrice, du double de-ce rayon, ajouté au diamètre du véhicule, 
et de la corde par laquelle sont joints les deux points de ce véhicule 
qui correspondent aux extrémités de Parc. 

L'arc CC"C', par exemple (P. X, F. 25), est déterminé par la 
proportion | 

DO : 2D0-+ CD °° C'E' : CC"C’, 
car le point générateur se trouve en C', puis en E', quand le glis- 
sement du véhicule, sur la directrice AA'D, a transnorté Je contact 
primitif A en A’, puis en D. 

L'élément e du contact D est commun aux deux circonferences. 
Portons-le sur chacune autant de fois qu’il peut y ètre contenu; nous 
formerons deux polygones réguliers AA’A"A’"D..., CD'D"D'"D..,, 
dont les nombres N, n de côtés, ou d’angles, seront exprimés 
par =, mn, Ainsi, N:n}: DO | Co. 

Soit DE le côté commun aux deux-polygones, le point E étant 
supposé à la fois sur les deux circonférences. Son prolongement 
DG, tangent à ces courbes, forme deux angles extérieurs; l'un 


o ot 
GDA" — 2 de i l'autre GDD"' — = 





? 





GDAM : GDD" = -!n!N!: Co: DO, 


et 
ADD" ° GDD'" *° Co+ DO * DO. 


D'ailleurs, GDD'” + D'"DE = 180° — D''CE + D'DE, ce 
qui donne GDD"' = D'"CE = 2DCD'". Par conséquent, 
AUDD" © :DCD! °° C+ DO © DO, 
ou bien 
ADD" +. DCD" ** 2C0-+-2D0 * DO, 
ou encore 
App © DICD" ** 3Co--aDO © DO. 


Ramenons, par roulement, le véhicule o dans la position o’, qui 
met le point générateur C en C', D' en A’ et l'élément DE en E', 
Evidemment, l'angle AA'C' — A""DD'""; l'arc décrit de A’, entre 
les côtés du dernier angle, avec la normale infiniment petite A'C' 
se superpose à l'arc élémentaire AC' ou a de Fépicycloïde, de 
sorte que a peut être considéré comme l'arc d'indication de l’angle 
A"'DD""; la normale A'C' = CD’; l'arc décrit de C, avec CD, 
est l'arc d'indication de l'angle D'CD"; cet are, étant infiniment 
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petit, peut Être remplacé par son sinus D/H ou s, perpendiculaire 
abaissée de D’ sur CD"; enfin, les angles se contiennent comme 
leurs arcs d'indication de même rayon. Conséquemment, 

as °° 2Co+4-2D0 * DO. 

Lorsque le véhicule aura parcouru, en roulant, l'arc infiniment 
petit A’A”, il touchera la directrice par ‘son point D”; le point 
générateur se trouvera en C", et la normale A"C", qu'on peut 
supposer avoir été confondue avec A’C’, dans la position o', aura 
tourné d'un angle C'A"C" égal à l'angle A’A”C’, dont le véhicule 
a tourné lui-même. Comme A'A'"C', = AA'C', et que D"CD"" 
= D'CD", il y a entre les angles C'A"”C", D"CD"", ou entre leurs 
arcs d'indication de même rayon, la relation déjà établie entre ceux 
des angles AA'C’, D'CD". Or, l'arc d'indication de C'A”C”, décrit 
de A”, avec la normale A"C", se superpose à l'arc infiniment petit 
C'C" ou a’ de l'épicycloïde ; l'arc d'indication de D”’CD"', décrit 
de C, avec CD" qui vaut A’’C”, peut être remplacé par son sinus 
D'I ou s’. Ainsi, / 

a * # °° 2Co-+aDO : DO. 

On verrait de même, en représentant C"C/!/' par a", et le sinus 

D''K par s”, que | 

al * st °° 2aCo->2DO | DO; . 
ce dernier rapport existe donc entre chaque arc infiniment petit de 
l'épicycloïde et le sinus de l'angle correspondant, formé dans le 
véhicule: Par conséquent, 


aka Hal Hhetc. ? s+s + sl bete. °° 2Co + 2D0 * DO. 


La somme des arcs a, a’, a”, etc., prise de A en C, donne 
la demi-épicycloïde ACC; les sinus s, s', s”, etc. restent infiniment 
petits, étant tous rapportés au plus grand de leurs rayons, qui est 
CE ou CD; la somme de deux sinus infiniment petits égale le sinus 
de la somme des angles, puisque les cosinus valent le rayon ; 
s+s + s" + etc. revient donc à EL, perpendiculaire sur CD’ et 
sinus de la somme de tous les angles compris entre l'élément CD’ 
et la corde CE ou le diamètre CD. Comme EL diffère infiniment 
peu de CE ou de CD, on a 

AC"C : CD :: aCo-HaDO : DO. 
En conséquence, la moitié de l’épicycloïde contient Paze, comme 
la somme de deux rayons du véhicule et de deux rayons de la 
directrice contient un seul des derniers. 

Si, au lieu de la demi-épicycloïde , nous considérons seulement Farc 
CC"C', il faut omettre la première proportion a è s!! aC0-4+-2D0: DO, 


et sommer seulement les autres. Il en résulte 

da Let * # Hs hetc. ** aCoH2DO ° HO. 
Le second terme s'-+s"--etc. est la perpendiculaire abaisséc de 
E sur CD", car cette perpendiculaire forme le sinus de la somme 
des angles compris entre CD” et CE. Or, ce sinus diffère infini- 


N 
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L.ent peu de DD’ ou de CD”; D’", C sont les points du vébicule 
sur lesquels se trouve le point générateur, quand, par suite du 
glissement, il marque les extrémités C’, C de l'arc CC"C'. Donc, 
enfm, conformément à l'énoncé du principe, 


CC"C! : CD" °° 2Co + 2D0 : DO. i 

526. Tout arc d’&pieycloide interne (518), compris entre le 
sommet C, (P. X, F. 22) et un point quelconque E,, égale la qua- 
trième proporlionnelle du rayon CO de la directrice, du double de 
ce rayon, moins le diamètre CC, du véhicule, et de la corde Ce, 
par laquelle sont joints les deux points de ce véhicule qui corres- 
pondent aux extrémités de Parc. | 

Ce principe se démontre par des moyens analogues à ceux dont 
nous venons de faire usage pour l’épicycloïde externe, ou simplement 
par l'observation que le diamètre CC, du véhicule, ayant des positions 
inverses de celles qu'il prend dans l'épicycloide externe, doit être 
considéré comme négatif; car la proportion précédente se change 
alors immédiatement en cette autre . 

CC"C' 2 CD" ©: DO — Co © DO, 
qui, pour la figure 22, donne 
CE, © Cie °° aC0—2C,0, * CO. 
Dans le cas où le rapport des cercles est 2, on a = 
CA, ©: C,C °° 2C0— CO © CO |: CO : CO, 

ce qui montre que la moitié de l'épicycloïde interne vaut alors le 
diamètre du véhicule ou le rayon de la directrice, résultat conforme 
au principe 518. 

Prost. (a): Mesurer un arc d'épicycloide externe, compris entre 
le sommet et un point quelconque. i 

Décrivez une circonîérence o, dont l'axe CD soit diamètre (P. X, 
F. 25); rapportez-y l'extrémité C' de l’arc donné, en décrivant 
de O un arc qui ait OC' pour rayon ; tirez la corde CD'"; puis, 
cherchez la quatrième proportionnelle du rayon DO, de la somme 
des diamètres 2DO, CD et de la corde CD” (525). 


Prost. (b): Mesurer un arc d’epieyclaide externe, compris entre 
deux points différents du sommet. _ 

Déterminez la longueur des arcs compris entre chaque point et 
le sommet, comme dans le problème précédent; pnis, si ce sommet 
C est hors de l'arc donné C'C" (P. X, F. 25), retranchez C"C"C 
de C'C'"C, et si, au contraire, le sommet se trouve sur l'arc donné 
C''CF, ajoutez C’C'"’C à CF. 


527. L'espace compris entre l'axe d’une épicycloïde externe, un 
arc quelconque, la normale de Pautre extrémité et la partie de 
directrice qui correspond à cet arc, égale la quatrième proportion 

° . 1 


= 
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nelle du rayon de la directrice, du triple de ce rayon, ajouté au 
diamètre du véhicule, et du secteur que couvrent sur ce véhicule, 
pendant le glissement, les normales de Parc épicycloïdal. 
L'espace DCC"C'A'A"D, par exemple (P. X,-F. 25), que limite 
la normale A'C', est déterminé par la proportion 
DO * 3DO+CD °° sectC'A'E' * DCC"C'A'A"D. 


Les secteurs infiniment petits CDC", ECD, ayant même rayon, 
sont entre eux comme leurs angles. ‘Or, l'ange CDC" est celui 
dont a tourné la normäle, ‘en passant de la position AC" à la 
position infinintent voisine DC; il égale donc A'"DD’”, et (525) 

sect CDC! * sectECD °° 3C0o-+-2DO ©: DO. 


Le mème rapport existe entre le secteur infiniment petit C"A'"C" 
et le secteur DCD'", car leurs rayons A''C'", CD" sont égaux: 
quand l'élément DD’ couvre DA’, le point générateur C est en 
C"!, et le secteur DCD'" se superpose au secteur DE”'A”'. Par 
conséquent, | 
sect CI'AMÇT sec DCD" *° 2aCo->aDO * DO. 


Pour des raisons analogues, 
sect C'A!C! © sectD"CD" >* 2C0-4-2DO : DO, 
“et ainsi des autres. Donc, 
sect CDC" + sect CA"! CR sect C'A"C' ete. > sect ECD 4-sect DCD'" 
sect DCD etc. è 2Co+-2DO : DO. | 
Il s'ensuit 
(sect ECD + sect CDC") + (sect D C'YA/T-E pect CTAFICM, 
sp (sect ACHAN sect CAC") etc. = sectECD" *° 2C0-+-3DO : DO. 
Le-premier terme de cette proportion forme l'espace limité per CE, 
. les arcs CC’C', EDA"'A”, et la droite A"C'; mais, comme les 
points E et D, A” et A’ sont infiniment voisins, en peut prendre, 
pour ce premier terme, l'espace DCC''C'A'A''D. Le second terme 
devient alors le secteur DCD' ou le secteur égat CDD”, partie du 
véhicule qui est couverte par les normales de l'épicycloïde, pendant 
que le glissement transporte le contact de A’ en D, et confor- 
mément à l'énoncé, 
DCC"C'A'AUD © sect CDD" ** 2Co+3D0 ° DO. 


Si l'on observe que, pendant le glissement du véhicule sur la 
moitié AA”D de la base, les normales de l’&picycloide couvrent le 
demi-cercle CD’'D, il devient évident que la moitié de l'espace 
compris entre une épicycloïde et sa base, - 

DCC'AA"D : CDD °° 2C0-4+-3D0 ° DO. 

Par conséquent, Pespace compris entre l'épicycloïde externe et sa 

base contient l'aire du véhicule, comme la somme de deux rayons 


de ce cercle et de trois rayons de la directrice contient un seul 
des derniers. 
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328. L'espace compra entre Dare CC, dune épicycloïde interne 
(P. X, F. 22), un arc quelconque C,E,, la normale E a de Pautre 
extrémité, et la partie Ca de la directrice qui correspond à cet arc, 
égale la quatrième proportionnelle du rayon CO de la directrice, 
du triple de ce rayon, moins le diamètre CC, du véhicule, et du 
secteur (Ce que couvrent sur ce véhicule, pendant le glissement, 
les n s de Parc &pieycloidal C,E,. 

Ce principe peut être démontré par les moyens employés dans 
le numéro précédent; mais il est beaucoup plus simple d'observer 
qu'après avoir considéré comme positif, le diamètre du véhicule de 
l’épicycloide externe, on doit prendre négativement celui du véhicule 
de l'épicycloide interne (526). Alors, la proportion DCC"C'A'A"D. 
2 sect CDD" :: 2Co-+ 3D0 : DO devient 

DCC'CA'A"D * sect CDD"! °° 3DO — aCo : DO, 


et celle-ci, appliquée à la figure 22, donne ' 
CC,E,a | sectCC,e i: 3C0—2C,0, | CO. 





Dans le cas où le rapport des circonferences est 2, on a. 
CC,A,C | Cel, °° 3C0—CO * CO 25 200 © CO 2% 1. 


Ainsi, l'espace compris entre. l’épicycloide droite AG et la base. 
AA'C (518), c’est-à-dire la moitié de l’aire du cercle directeur, 
est quadruple de la moitié de l’aire du véhicule, ce qui s'accorde 
avec le. rapport des rayons. | 


Pros. (a): Mesurer un segment dépicycloïda externe, limité par 
Pare et une autre normale quelconque. 

Décrivez une circonférence.o, dont l’axe CD soit diamètre (P.X, 
F. 25); rapportez-y l'extrémité C' de l'aro d'épicycloïde cempris 
dans le segment donné DCC"C'A'A"D, et pour cela, décrives de - 
O un arc de cercle, avec le rayon OC’; mesurez le triangle CoD'",. 
le secteur DoD” et faites-en la somme; mesurez aussi les rayons 
DO, Co; puis calculez le quatritme- terme de la proportion 
DO : 2G0--3DO :° set CDD" | 2. 


‘Prost. (b): Mesurer un segment d’épicycloide externe, limité par 
deux normales quelconques. | 

Déterminez l'aire des segments compris entre chaque normale et 
l'axe, comme dans le problème précédent ; puis, si l'axe CD se trouve 
hors du segment donné A'C/C"C'A"" (P. X, F. 25), retranches 
DCC"'A'' de DCC"C'A’A'D, et si, au contraire, l'axe est une 
corde da segment donné ACC'CFI, ajoute DEC'C'A'A"D è 
DCFM. | 


Prost. (c): Mesurer un segment d'épicyoloide externe, limité par 
deux transversales q ues de la courbe ot de la directrice. 

Tracez les normales despointe H, K, où les transversales données. 
HI, KL coupent l'épicycloïde (P. X, F. 19); mesures le segment 
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compris entre ces deux normales HM, KN; ajqutez-y l'excès du 
triangle HIM sur le segment IPMI de la directrite, et retranchez 
de la somme, l’excès du triangle KLN sur le segment LONL. 


Pros, (d): Mesurer un segment d’&picycloide externe, limité par 
une corde qui ne coupe pas la directrice. 

Tracez les normales des extrémités H, K de la cor@® donnée 
. (P. X, F. 19); mesurezle segment compris entre ces deux normales 
HM, KN, et retrancher-en l'excès du quadrilatère HKNM sur le 
segment MONM de la directrice. 





COURBES A DOUBLE COURBURE. : 


529. Les courbes à double courbure diffèrent des courbes planes 
en ce que leurs éléments consécutifs forment des plans différents (1). 
Il faut généralement, pour les produire, trois mouvements simmì- 
tanés: le point générateur doit se mouvoir sur un véhicule, tandis 
que ce véhicule change de position dans un plan déterminé, et que 
le plan lui-mème s'élève ou s'incline. Comme les deux } 
mouvements engendrent une courbe plane (374), c'est le dernier 
seul qui cause la seconde courbure. 

Les deux premières colonnes du tableau de la page 258 convien- 
nent à celui qu'on peut faire des courbes à double courbure, car 
le véhicule est droit ou courbe, comme pour les courbes planes, 
et dans chacun de ces cas, il se meut soit autour d'un point fixe, 
soit le long d'une directrice droite ou courbe. 

PREMIÈRE CLASSE, premier ordre: Regardons le point fixe comme 
le centre d'une sphère; le véhicule droit se confond avec un rayon, 
dans chacune de ses positions, et la courbe due au point générateur 
varie d’après les rapports du chemin fait sur le véhicule aux arcs de 
l'angle horizontal et de l'angle vertical dont cette droite tourne et 
s'élève dans le même temps. | 

Si, par exemple, les rapports sont infiniment grands, le point 
générateur reste immobile sur le véhicule ; sa distance au point fixe 
est constante; la génération s'opère par deux mouvements, et la 
courbe se trouve tracée sur une surface sphérique. 

PREMIÈRE CLASSE, deuxième ordre: Concevez une droite, verticale 
par exemple, le long de laquelle glisse, en tournant, une horizon- 
tale. La courbe varie d’après les rapports du chemin fait, par le point 
énérateur, sur l'horizontale, à l’arc.de l'angle dont ce véhicule tourne, 
dans le même temps, et à son trajet sur la directrice verticale. 

‘Quand on annule le premier chemin? le point générateur reste 
tenjours à la même distance de la directrice, et-la courbe se trouve 
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sur une surface cylindrique dont cette droite forme l'axe; elle 
s'appelle hélice cylindrique, et elle est dite régulière, si de plus le 
chemin circulaire horixontal et le chemin rectiligne vertical ont un 
rapport constant; ses deux courbures sont-alors uniformes , et l’on 
peut dire qu'elle est aux courbes à double courbure, ce qu'est la 
circonférence aux courbes planes (17). 

Astreignez le point générateur à se mouvoir, sur le véhicule, 
de manière qu’il ne sorte point d’une surface conique dont l’axe soit 
formé par la directrice, vous aurez une hélice conique. 

Dans le cas où la surface régulatrice serait celle d’une sphère, 
la même génération produirait une hélice sphérique. C'est une courbe 
de ce genre que parcourt, chaque année, l'intersection de la surface 
terrestre avec la droite qui joint le centre de notre globe à celui 
du Soleil. . 

Enfin, l’hélice est dite ellipsoidale, paraboloidale, etc., selon 
que la surface régulatrice appartient à un ellipsoïde, à un para- 
boloïde, etc. 

PREMIÈRE eLassx, troisième ordre: Le véhicule droit peut par- 
courir une courbe et tourner autour, en restant toujours d’&querre 
à la tangente de l'intersection. La courbe produite dépend encore 
des rapports établis entre la vitesse rectiligne du point générateur 
et les deux autres : elle serait une hélice annulaire, si la directrice 
était une circonférence et que la première vitesse fût nulle. 

DevxiÈME CLASSE, premier ordre: Faisons tourner une courbe 
autour d'une de ses tangentes: le contact est le point fixe du 
véhicale. Ce véhicule forme-t-il une courbe fermée, la courbe engen- 
drée passe au point fixe, dans chaque révolution du point générateur ; 
est-il une courbe ouverte, comme la parabole ou l'une des branches 
de l'hyperbole, la courbe à double courbure ne passe qu’une seule 
fois au point fixe, mais elle aussi est ouverte .et infinie. 

DeuxiEME CLASSE, deuxième ordre: Pour cet ordre, le véhicule 
courbe glisse sur une droite, et les trois mouvements se réduisent 
à deux. Il en résulte toujours une hélice cylindrique : elle donne 
l'hélice cylindrique proprement dite, du deuxième ordre de la pre- 
mière classe, lorsque le véhicule est une circonférence, et l'on a 
l'hélice elliptique, parabolique, etc., quand le véhicule devient une 
ellipse, une parabole, etc. . 

Mais, le véhicule peut tourner autour de la directrice droite, 
tout en la parcourant ; il engendre alors une surface torse; qui est 
analogue à celle de chaque toron d'un cable, s'il forme une cir- 
conference; il y a trois mouvements , et la courbe à double courbure 
devient une hélice serpentante. 

DevxıkmE Grasse | troisieme ordre: Un point mobile sur un cercle 
qui en parcourt-un autre, auquel son plan est toujours normal, 
donne encore l’hélice annulaire du troisième ordre de la première 
classe. 

Imaginez, sur la surface d'une sphère, deux cercles qui se tou- 
chent extérieurement, et dont l'un roule sur l'autre. Soit que le 
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point générateur parcourt la circonférence mobile, soit qu'il y reste 
fixe, il décrit une épieyeloide sphérique externe; elle serait interne, 
si le véhicule touchait intérieurement la circonférence directrice. 

Les dents des roues ‘d'angle, qui composent l'engrenage propre 
a changer le plan d’un mouvement circulaire, présentent des portions 
de cônes dont des épicycloïdes sphériques forment les bases. 


HÉLICES. 


L’helice cylindrique et l’hélice conique sont, de toutes les courbes 
à double courbure qui viennent d'être indiquées, les seules que 
nous étudierons (1); encore s'agira-t-il uniquement des cas où 
elles se trouvent régulières. , 


HÉLICE CYLINDRIQUE. | 


550. Aux définitions déjà données (529), on peut ajouter celle-ci: 
L’helice cylindrique régulière est engendrée par un point qui tourne 
autour de l'axe d’un cylindre circulaire et droit, en glissant sur 
la gurfhce parallèlement à cet axe, de manière qu'il existe toujours 
le méme rapport entre le chemin circulaire et le chemin rectaligne 
parcourus dans le méme temps. 

L’axe et la circonférence du cylindre sont l'axe et la base de 
l'hélice ; l'arc engendré pendant une révolution complète se nomme 
spire ; la distance comprise entre les deux extrémités d’une spire est 
le pas de la courbe à double courbure. 

Ainsi, la base et le pas d’une hélice sont deux trajets faits dans 
le même temps, par le point générateur, et leur rapport doit exister 
entre leurs parties parcourues aussi dans un même temps. 


Arpuicarions: I. La vis cylindrique a des parties saillanies qui 
constituent son filet et s'engagent dans des rentrants de mème forme, 
pratiqués sur le cylindre creux qu'on nomme écrou. Il en 
un engrenage propre à changer le mouvement circplaire, qui se 
fait autour de l'axe du cylindre plein, en un mouvement rectiligne 
selon le même axe, quand l'écreu est fixe et que les arêtes de ses 
rentrants sont des hélices régulières, ainsi que celles du filet. En 
effet, l'engagement met alors obstacle à ce qu’un point quelconque 
de ce filet parcourre une circonférence, par suite du premier mou- 
vement; le même point est obligé-de cheminer selon une hélice de 
l'écrou, et il le peut, puisque cette courbe provient d’an mouvement 
circulaire, puisqu'elle a tous ses points sur la surface cylindrique 
dont il fait partie; les autres points du filet se trouvent tous dans 
les mêmes circonstances, et par conséquent, le cylindre plein marche 

„tout entier dans le sens de son axe, comme les points générateurs 
des helices de l’écrou. Ces courbes doivent d'ailleurs être régulières, 
afin que toutes les spires du filet saillant puissent s'appliquer succes- 
sivement sur la même spire du filet rentrant. 


Lits L 
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Il. Une corde ou une chaîne qui s'enroulessur le cylindre d'un 
treuil, ne saurait s'y ployer selon des circonférences, puisqu'elle 
est plus longue que le périmètre; son axe doit se contourner en 
spires d'une spirale (4ır) ou d'une hélice. Mais le peu de stabilité 
que la forme annulaire des premières donnerait à leur superposition, 
et l'augmentation qu'un semblable enroulement occasiennerait dans 
la résistance, font qu'au lieu d'une spirale, l'axe de la corde produit 
une hélice régulière dont le pas est double de la demi-£paisseur. 


531. L’hélice cylindrique se projette selon la sinusoide, sur tout 
plan parallèle à son axe (appl., p. 324). | 

Soient A'O'K’G’ la base horizontale de l'hélice (P. IX, F. 19), et 
AR la projection de l'axe sur un plan vertical. La génératrice droite du 
cylindre qui aboutit en E’ se projette verticalement selon eE, parallèle 
à AR, et la projection verticale E du point de l’hélice situé sur 
cette génératrice est nécessairement telle que eE égale le chemin fait 
parallèlement à l'axe dans le temps employé au parcours de l'arc 
A'E". Si done AB est le pas, (558), eE: A'E' : * AB: 27 x A'C. 
Or, eE = AD, et DE = D'E', sinus de l'arc Â'E'. Par consé- 
quent (435), le point E appartient à la sinusoïde qui a AR pour 
axe et directrice, AB pour base, et la circonférence A’O’K’G’ pour 
régulatrice. | 


Prost. (a) : Tracer une hélice cylindrique régulière sur un cylindre 
donné, plein ou creux. 

Divisez les circonférences des bases du cylindre droit en un même 
nombre de parties égales, de manière que les points de division 
de l’une soient sur les génératrices droites.tirées par ceux de l'autre ; 
numerotez ces génératrices ; adoptez l'extrémité inférieure de la 
première pour premier point de l'hélice ; fixez la longueur du pas; 
partagez-la en autant de parties égales qu’en ont les bases; portes 
une de ces parties sur la deuxième génératrice, à partir de la base 
inférieure; portez deux des mêmes parties sur la troisième géné- 
ratrice, trois sur la quatrième, quatre sur la cinquième, et ainsi 
de suite, jusqu’à ce que vous soyez revenu à la première , sur laquelle 
il faut porter le pas entier; la courbe qui unira tous les points 
marqués sera une spire de l'hélice demandée, car le rapport du 
chemin rectiligne au chemin circulaire correspondant, égalera tou- 
jours celui du pas à la base (530). . 

La seconde spire, la troisième, etc., s’obtiennent de la même 
manière; mais l’origine de chacune doit être le point où se termine 
la précédente. 


Paopr. (b): Tracer la projection d'una hélice cylindrique, sur 
un plan parallèle à Pare. 

Décrivez une circonference C égale à la base de l'hélice (P. IX, 
F. 19); tirez par le centre une droite CR; portez le pas sur cette 
droite, d'un point quelconque À en un antre B, et traces une 
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sinusoïde AEGKOBSU (531) qui ait la circonférence C pour 
latgice, AR pour directriee, et AB pour base (436, probl.). 

Si l'on veut que le point A appartienne à la génératrice droite 
qui perce en À’ la base du cylindre, l'arc AEG doit ètre pointillé, 
pour exprimer qu’il n'est pas vu; arc GKO, situé sur la partie 
antérieure de la surface cylindrique, se fait plein, et l'arc OBS, 
placé, comme AEG, sur la partie opposée, est pointillé aussi. Ces 
differences entre les parties de la projection d'une hélice cylindrique, 
sont les seules choses qui la distinguent d'une sinusoïde. 


APPLICATIONS : I. L’ex&cution des grandes vis de bois et même 
celle de leurs écrous sont des applications du probleme (a). S'il 
s'agit d'une vis à filet carré, c'est-à-dire d'une vis dont le filet, 
coupé par un plan méridien du cylindre, donne un carré pour section, 
on trace d’abord l'hélice que doit produire l'une des arêtes sail- 
lantes; puis, portant, à partir de cette courbe .et sur toutes les 
' génératrices droites employées, une longueur égale au côté du carré, 
on marque les points de l’autre arête saillante ; enfin, le bois est 
enlevé en dehors de l'intervalle des deux courbes, de manière à 
former d’abord deux surfaces heliroides, gauches et réglées, dont les 
génératrices droites, égales au côté du carré, soient perpendiculaires 
à l'axe, corame les diverses positions du véhicule droit de chaque 
hélice. puis une seconde surface cylindrique, qui ait pour rayon l'excès 
du rayon de la première sur la saillie du filet. 

Mais les vis de bois ont bien rarement un filet quadrangulaire ; 
il y aurait à craindre que la pression de la partie qui s'engage ou 
la pression de l’écrou contre la partie qui se dégage, ne la détachit 
du noyau. C'est un triangle équilatéral qui forme ordinairement la 
section méridienne du filet; lc même plan coupe la spire suivante 
et la précédente selon des triangles contigus au premier; la section 
du rentrant égale celle de la saillie, et son fond, ou la partie 
visible du noyau, présente une simple hélice au lieu d'une surface 
cylindrique. 

L’execution d'une vis à filet triangulaire exige seulement le tracé 
de Thelice qui forme l’unique aréte saillante. On forme le rentrant 
triangulaire, compris entre deux spires consécutives, en s’aidant 
d’une section méridienne du filet, introduite, à diverses reprises, 
jusqu'à coïncidence complète, dans le creux qui résulte de l'eniè- 
vement du bois. 

Quant aux petites vis cylindriques, ordinairement métalliques et 
à filets carrés, elles sont filetées au moyen d’écrous d'acier, appelés 
filières, et leurs écrous sont taraudés au moyen de vis-outils d'acier, 
nommées tarauds. 

II. Les grandes vis métalliques ont aussi un filet carré. C'est un 
tour spécial qui les exécute. Le cylindre tourne sur son axe, entre 
les deux pointes du tour; un engrenage communique le mouvement 
circulaire à une vis régulatrice, parallèle au cylindre; Fécrou de 
cette vis, engagé dans deux coulisses parallèles à Taxe, ne pouvant 
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tourner, chemine en ligne droite ; l'outil tranchant qu'il porte trace 
une hélice régulière, car il je, an pas à chaque rotation 
complète de la vis régulatrice, et celt#rotation est toujours la même 
fraction de celle du cylindre; enfin, on arrive graduellement à former 
le filet, en augmentant la saillie du ciseau, chaque fois qu'il recom- . 
mence son trajet rectiligne. Il suffit d’ailleurs d'imprimer à la vis 
régulatrice un mouvement inverse, pour ramener l'écrou à son point 
de départ. | 

IM. L'hélice cylindrique fournit aux arts un excellent moyen de 
diviser les lignes droites en petites parties égales. Une roue A, qui 
présente à sa circonférence cent divisions égales, par exemple (P. X, 
F. 26), fait tourner une vis B de même axe, dont le pas vaut seu- 
lement une des divisions, et l’écrou C, qui ne peut que cheminer 
en ligne droite, porte un indicateur D. Supposez que la règle EF 
égale la circonférence de la roue; si l'on y marque, à chaque tour, 
la position de l'indicateur, et que la première, celle du départ, ait 
répondu à l'extrémité E, cette règle se trouvera divisée en cent 
parties égales. Voulez-vous avoir les dixièmes de ces parties? Il 
suffira de marquer la position de l'indicateur chaque fois que dix 
divisions de la roue auront passé devant un point fixe, car cette 
roue aura fait le dixième de son tour, et l’&crou se sera avancé d’un 
dixième du pas. 4 

Du reste, il est visible qu'une erreur quelconque, faite dans la 
division de la roue sera réduite au centième pour celle de la règle, 
Si, par exemple, un dixième de la circonférence surpasse le suivant 


de la fraction = d'un centième, le dixième correspondant de DE 


- surpassera le suivant de la fraction — du même centième de la 


roue ou de DE. Or, en opérant sur la règle, comme sur la cir- 
conférence, on commettrait nécessairement de plus graves erreurs 
dans la division de DE, puisque ses parties sont mille fois moindres _ 
que celles de la roue. 

IV. Le dessous d'un escalier pratiqué dans une taur ronde est une 
surface gauche pareille à celle d'une vis carrément filetée (appl. I): 


‘ on la forme en faisant cheminer sur une hélice régulière, tracée sur 


Ja paroi de la tour, une droite qui coupe toujours l'axe du cylindre 
et fait constamment avec cet axe un angle droit. 

V. Lorsque le centre ou tout autre point d'un cercle suit une 
hélice régulière, à laquelle ce cercle est toujours normal, la circon- 
férence engendre la surface d’un canal cylindrique et tors. Telle 
est la surface d’un serpentin d’alambic, celle d'un ressort en boudin 
formé d’un fil d'acier, celle de chaque toren d'un câble. L'hélice 
directrice de cette dernière doit avoir un pas d'autant plus grand 
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| quil faut donner plus de force à la corde; car, si tous les torons 
tai 


ent parallèles, leur ensemble opposerait à la rupture une résistance 

égale è la somme des résistances dont ils sont capables isolément, 

et s'ils se trouvent commis de manière à former des spires trds- 
2 D 
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courtes, la résultante:des efforts qu'ils peuvent opposer alors s'éloigne 
beaucoup de cette valeur imum. \ 


552. Les spires d'une hélice cylindrique régulière deviennent des 
droites égales et parallèles, sur le développement de la surface 
cylindrique dont elles font partie. 

Partageons la circonférenee du cylindre en un grand nombre de 
parties égales, et portons-les successivement, bout à bout, sur une 
droite indéBnie ; il en résultera une longueur AA’ égale à cette 
circonférenee (P. X, F. 27). Elevons sur AA’, les perpendiculaires 
AD, A'D', égales à l'axe du cylindre, et terminons le rectangle 
AA'D'D; nous aurons le développement de la surface cylindrique, 
fendue selon la génératrice droite (AD, A'D'), puis étendue sur un 
de ses plans tangents. Divisons enfin AD, A'D' en parties égales au 
pas de l’hélice, et joignons les points de division de AD à ceux de 
A'D', par les diagonales des rectangles égaux que forment les parties 
correspondantes ; ces diagonales AB’, BC’, CD’ seront évidemment 
parallèles, égales, et de plus, elles formeront les développements 
des spires de l'hélice, si cette courbe commence sur la génératrice 
droite (AD, A'D'). | 

Il est clair d'abord que les points A, B’ sont les extrémités de 
la première spire, puisqu'ils appartiennent à la génératrice droite 
où elle commence et se termine, et qu'ils s’y trouvent séparés par 
une longueur A'B' égale au pas. Quant aux autres points de la droite 
AB', tels que b, 5’ par exemple, ils proviennent aussi de points 
correspondants de la même spire; car, si l’on tire les portions de 
génératrices droites ba, d'a', parallèlement à A'B', ab : Aa °° a'b’ 
+ Aa' 1: A'B' © AA', et parce que Aa, Aa’ sont les arcs de cercle 
qui répondent aux fractions ab, a'd' du pas, comme la circonférence 
ÀA' répond au pas ‘A'B', les points è, è/ satisfont à la définition 
de l’hélice (530). 

L'origine et la fin de la seconde spire se trouvent sur la même 
génératrice droite que celles de la première, et elles en sont respee- 
tivement éloignées d'une longueur égale au pas. Par conséquent, 
le développement de cette seconde spire commence en B et se termine 
en €’; pour des raisons analogues, celui de la troisième spire a 
ses extrémités sur C, D’, D'ailleurs, on démontrerait „ comme tout 
à l'heure, que les points intermédiaires de BC’, CD’, proviennent 
aussi de points correspondants des mêmes spires, étendues sur le 
‘plan tangent au cylindre. 


Arrticatione : Quand les chaudronniers, les ferblantiers, les 
cartonniers, eto., ont à tracer une hélice régulière sur le cylindre 
qu'ils veulent faire d'une feuille mince et rectangulaire AA'D'D 
{P. X, F. 27), ils doivent porter le pas en A’B’, sur l’un des bords 
de la feuille," puis tirer AB’; cette droite formera une spire de 
Yhélice, lorsque le rectangle, étant ployé en cylindre, confondra 
ses bords AD, A'D'. S'ils prennent ensuite les parties AB, B'C' 


— 
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ba an pas, la droite BC’ donnera la seconde spire ; la troisiöme 

résultera du ploiement de la droite CD’, moyennant que les parties 
BC, C'D' égalent aussi le pas; ainsi des autres. 

Parfois, pour décorer le cylindre, ou pour tout autre motif, on 
doit y tracer deux hélices régulières égales, qui rampent en sens 
contraires, et se croisent, tant aux extrémités de chaque spire qu’au 
milieu. Le développement de l’une s'obtient comme il vient d’être 
dit; pour avoir celui de l'autre, il suffit de tirer les droites A'B, 
B'C, CD. e 


. 355. L'hélice cylindrique régulière n'est pas plus rectifable que 
la circonftrence; mais il est toujours possible de trouver une droite 
qui diffère fort peu d'un arc dhélice donné. 

L’helice se change en droites sur le développement de la surface- 
cylindrique qui la contient (532); l'exactitude de ce développement 
dépend de la formation d'une droite égale à la circonférence de la 
base, et l'égalité ne saurait être parfaite; mais on en approche 
d'autant plus, et l'arc d’helice diffère d'autant moins de la partie 
correspondante, prise sur le développement de la courbe entière, 
que la circonférence a été décomposée en de plus petits arcs. 


Paopıiur: Mesurer un arc donné d'hélice régulière. 

Exécutez le développement de l'hélice, ou du moins de la spire 
dont l'arc donné fait partie (532); determinez les pieds des géné- 
ratrices droites du cylindre, qui passent par les extrémités de cet 
arc; marquez ces pieds a, a’ sur le développement de la circon- 
fereuce (P. X, F. 27); tirez ab, a'b', parallèles è la génératrice 
droite (AD, A'D'), selon laquelle a été fendue la surface cylindrique; 
la partie bb’ du développement AB’ de la spire sera la longueur 
approximative de Farc donné. 


554. La surface hélicoide a pour valeur approæimatire, la moitid 
du produit fait avec sa génératrice droite et la somme des deux 
lignes directrices. 

Que ces directrices soient deux hélices, tracées sur des surfaces 
cylindriques de même axe, ou une hélice et son axe, deux positions 
de la génératrice droite forment un quadrilatère qui, si elles se 
trouvent infiniment rapprochées, est très-peu gauche et peut être 
considéré comme composé de deux triangles plans: les bases de ces 
triangles sont des parties infiniment petites des directrices, et la 
génératrice droite se confond, pour ainsi dire, avec la hauteur de 
chacun. L’aire du quadrilatère vaut donc la moitié du produit dont 
les facteurs sont la génératrice droite et la somme des deux parties 
des directrices. Or, la surface heligoide se compose d’ıme infinité 
de pareils quadrilatères ; par conséquent, cette surface égale à peu 
près la moitié du produit fait avec sa génératrice droite, hauteur 
commune à tous les triangles, et fà somme de toutes leurs bases, 
c'est-à-dire la somme des deux directrices. 
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555. La surfice d’un canal cylindrique et tors égale le prote 
de la circonférence génératrice et de l'hélice qu'a parcourue le 


centre (appl. V, p. 409). 
En .effet, l’hélice redressée deviendrait l'axe d'un cylindre droit 
et complet dont le cercle générateur serait la base, | 


536. La surface cylindrique d’une spire de vis à filet carré égale 
le produit de lune des arétes saillantes et de sa plus courte distance 
à l’autre sur le développement (appl. I, p. 4ofk 

Soit BC’ (P. X, F. 27) le développement d'une spire de l'arête 
saillante supérieure. Si nous portons le côté du carré de Ben E, 
de C’ en F, la droite EF sera le développement d’une spire de l’arte 
saillante inférieure (532), et le parallélogramme BC'FE formera le 
développement de la surface cylindrique d’une spire du filet. Or, 
BC'FE = BC' x BG, et cette droite BG, perpendiculaire aux 
bases du parallélogramme, est bien la plus courte distance des deux 
hélices développées. 


837. Le volume d'un canal cylindrique et tors égale le produit 
de Paire du cercle générateur, multiplife par la longueur de l'hélice 
qu'a parcourue le centre. . 

Ce principe résulte évidemment de celui du n° 535. 


538. Le volume d'une spire de filet de vis, carré où triangulaire, 
égale le produit de l'aire du carré ou du triangle équilatéral, mul- 
tipliée par la circonférence de la ace cylindrique sur laquelle 
se trouve le centre de gravité du 1A 

Effectivement, si l'on redressait les hélices, la spire de filet 
deviendrait un prisme oblique dont la base et la hauteur seraient 
respectivement le profil et la circonférence désignée. 


HÉLICE CONIQUE. 


539. L’hélice conique régulière est engendrée par un point E (P.X, 
F. 28) qui tourne autour de l'are SA Œun cône circulaire et droit, 
en glissant sur la surface selon les génératrices droites, de menière 
qu'il existe toujours le méme rapport entre le chemin circulaire en 
degrés et le chemin rectiligne parcourus dans le même temps (529). 

Nous supposons au sommet S du cône l'origine de la courbe: 
le point générateur E s’en éloigne sans cesse. Quand le contraire 
a lieu , le sommet se trouve encore sur l’hélice, puisqu'il fait partie 
de la surface conique et que le point générateur ne peut en sortir, 
mais alors ce même sommet ne répond pas toujours à la fin d'un 
tour. 

L'axe SA du cône forme aussi celni de l'hélice conique; le pes 
est la partie SB de génératrice droite, comprise entre le sommet et la 
position E' du point générateurs après un tour complet ; la circon- 
rence BD, chemin circulaire relatif au parcours du pas SB, forme 
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la basse la courbe à double courbure. Le rapport des 360 degrés 
de cette base au pas égale donc celui de tout autre trajet circulaire, 
estimé en degrés, au chemin rectiligne parcouru dans le même 
temps; ou bien le rapport de la longueur de cette base au pas 
égale celui de tout autre chemin circulaire, mesuré sur la même 
circonférence, au chemin rectiligne simultané. 


Appricazions : I, Les vis à bois, c’est-k-dire celles qui sont 
destinées à fixer, sur le bois, des feuilles métalliques, par exemple, 
ont un filet triangulaire dont l'arète saillante est une hélice conique 
et régulière, parce que, devant tarauder elles-mêmes leurs écrous, 
leurs logements, pour en être plus difficilement arrachées, il faut 
qu’elles puissent percer et couper. 

II. Il existe des tire-bouchons qui ont la forme des vis à bois, 
pour les mêmes motifs. D’autres présentent nn cône très-effilé, ployé 
en hélice conique ; leur surface est celle d’un canal conique et tors, 
qu'on peut concevoir engendrée par une circonference dont le rayon 
augmente graduellement, pendant que le centre parcourt une hélice 
cenique, à laquelle le plan du cercle est toujours normal. 

Il en est de même des cannelures circulaires formées sur les 
a torses, car ces supports sont des troncs.de cöne (appl, IV, 

. 320). 

P Il. La fusée sur laquelle s’enroule, du petit bout au gros bout, 
la chalne d'une montre qu'on remonte, offre une rampe en surface 
hélicoide, qu'engendre le véhicule droit d'une hélice conique régu- 
lière (529). Il en doit être ainsi, afin que le ressort spiral, renfermé 
dans le Parillet (411, appl.), n'éprouve pas plus de difficulté à 
faire tourner la fusée, quand il est en partie détendu, qu'au mament 
où il a le plus d'énergie. 

La mème surface forme le dessous des escaliers pratiqués dans 
les clochers coniques, nommés flèches. 

IV. C'est en hélice conique qu'on enroule les tresses étroites et 
plates qui composent les troncs de cône des chapeaux de paille portés 

ar les hommes. Pour la bonne exécution de la surface, l'un des 

ords de la tresse doit être un peu Dis étendu que l'autre. 

V. Les coquillages appelés cônes présentent des hélices coniques 
qui, dans quelques-uns, ont de la régularité, et les plantes grim- 
pantes forment autour des arbres des courbes de même nature, 
parfois régulières aussi. 


540. L’helice conique régulière se projette, sur tout plan paral- 
lèle à son axe, selon une sinusoide qui a pour directrice la projection 
de cet axe, et pour régulatrice une circonférence du cine (435) : 
les distances de la directrice au point générateur sont les projections 
coniques des sinus d’arcs de la régulatrice, faites Qr L véhicule 
droit, el ces ares sont proportionnels aux chemins parcourus sur 
la directrice. 


Prenons la circonférence S' pour projection horizontale du cône 
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(P. X, F. 28), le triangle symétrique FSG pour projection VAiticale, 
et supposons que le point générateur de l'hélice, partant du sommet 
S et de la génératrice droite SA, S’A’, tourne dans le sens A‘G'F'. 


Quand il sera, pour la seconde fois, sur la génératrice droite 
SF, S'F', il aura parcouru 4 de 360° et le chemin droit SH, égal 
aux 4° du pas SB; la projection verticale de sa position sera donc 
le point H. Passant ensuite sur la génératrice droite SI, S'T', it aura 
arcouru 4 de 360° et le chemin droit SK, égal aux 1% du pas; 
a projection verticale de sa nouvelle position sera l'intersection L 
de SI et de KM, projection de la circonférence qui contient K. Ainsi, 
L, H sont les projections de points situés sur l’hélice conique, et 
les chemins circulaires relatifs A ces points ont même rapport que 
SK, SH. Mais 42. 360° + 2€, 36e° :: A'G'F’A'G'T' : A'G'FA'G'P', 
et SK : SH ::SN : SO. Done, 
| AIGF'A'G1 * A'G'F'A'G'E! °° SN © SO. 


D'ailleurs, LN, HO sont les projections coniques, faites sur KN, 
HO, des sinus I'P, F'S', ou IA, FA, des arcs A'GFA'G'T, 
A'GF'A'G'F'. Par conséquent, H, L appartiennent bien à la sinusoïde 
qui a SA pour directrice, et la circonférence S’ pour régulatrice : 
ce sont les positions du point générateur de cette courbe, quand le 
véhicule droit, perpendiculaire & SA, a parcouru SO, SN. 

Si l'on veut regarder le point A comme l’origine de la sinusoïde, 
il faut le prendre aussi pour celle de l’hélice conique; les chemins 
circulaires sont alors proportionnels aux arcs A'T', A'I'F’ qui ont 
également pour sinus 1'P, F’S’ ; les chemins rectilignes correspondants 
valent FK, FH; AT: ATF:2ı22°2: FK: FH: AN°:AO, 
et de là résulte que L, H sont les positions du point générateur de 
la sinusoïde, quand le véhicule a parcouru AN ‚AO. 


à Prost. (a): Tracer une hélice conique régulière sur un cône 
onné. 

Divisez la circonférence de la base du cöne en un certain nombre 
d’arcs égaux, huit par exemple ; partagez le pas en un même nombre 
de parties égales; joignez au sommet, les points de division de la 
base ; numérotez les génératrices droites, en allant dans le sens que 
doit suivre ® point générateur, partant du sommet; portez, de ce 
même sommet, un huitième du pas sur la seconde génératrice droite, 
deux huitièmes sur la troisième, trois huitièmes sur la quatrième, 
et ainsi de suite, jusqu'à ce que vous soyez revenu à la première, 
sur laquelle il faut porter toute la longueur du pas. La courbe qui 
unira tous les points marqués et le sommet, sera une spire de l'hélice 
conique rule, car le rapport du chemin rectiligne au chemin circu- 
laire, mesuré En degrés, égalera toujours celui du pas à 360° (539). 

La seconde spire, la troisième, ete., s’obtiennent de la mème 
maniere » et l'origine de chacune est le point terminal de la pré- 

ente. 
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Prost. (8) : Tracer la projection d'une hélice conique, sur un 
plan parallèle à l'axe. 

Tracez une circonférence S' égale à la base du cône (P. X, 
F. 28); divisez-la en un certain nombre d’arcs égaux, huit par 
exemple; projetez le centre et les points de division sur une droite 
FG, prise pour ligne de terre; portez la hauteur du cône sur le 
prolongement de S'A, à partir de A, pour avoir la projection S 
du sommet ; joignez S aux points marqués sur FG; prenez, sur SF, 
projection d'une génératrice extrême, des longueurs SB, BF, etc., 
égales au pas; divisez chacune en huit parties égales ; tirez, par les 
points de division, des parallèles à FG, et numérotez-les de S en 
B, de Ben F; numérotez aussi les points de la circonférence S', 
à partir de celui A’ qui appartient à la génératrice sur laquelle 
commencent et finissent les spires, et en allant dans le sens de la 
marche du point générateur. L’intersection de chaque droite parallèle 
à FG et de la projection de la génératrice qui porte le même numéro, 
sera un point de l’hélice conique, projetée sur le plan vertical 
parallèle a F'G'. 

Par exemple, les intersections I, projection de la sixième 
génératrice et de la huitième, avec les parallèles 6, 8, comprises 
entre S, B, donnent les points e, # de la première spire, et les 
intersections de SI avec les parallèles 6, 8, comprises entre B, F, 
sont les points }, L de la seconde spire. 


541. Les spires d'une hélice conique régulière deviennent, sur le 
développement de la surface du cône, des courbes planes dont l’écar- 
tement se trouve partout égal au pas, s’il est mesuré selon les rayons 
du secteur. 

Divisons la circonférence de la base du cône en un grand nombre 
de parties, et portons-les successivement, bout à bout, sur un arc 
indéfini, décrit avec un rayon qui égale une génératrice droite. Il 
en résultera une portion de circonférence A'F'A’, de même longueur 
que le périmètre de la base (P. X, F. 29), et si nous joignons 
le centre S aux extrémités A’, A',, le secteur SA'F'A', sera le 
développement de la surface conique, fendue selon la génératrice 
(SA, SA’,), puis étendue sur un de ses plans tangents. 

Maintenant, portons le pas de l’hélice de S en E', de E' en A’; 
divisons ces longueurs en un certain nombre de parties égales, huit 
par exemple, et partageons de mème la base A'F’A’, du secteur. Les 
arcs décrits de S, avec S.2, S.3, S.4, ... SE", SE’.2, SE’.3, etc., 
entre SA’, SA’, , seront les développements d'autant de circonférences 
du ‘cône, comme A’F’A’, est celui du périmètre de la base, et les 
rayons S.I, S.II, S.III, etc., donneront les génératrices rabattues 
sur le pian tangent. 

Or (540, probl. d), tout point de la première spire de l’hélice 
conique est, sur le cône, l'intersection d’une circonférence et d’une 
génératrice de même numéro; les points de la seconde spire, de 
la troisième, etc., situés sur la mème génératrice, sont les inter- 
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sections de cette droite et des circonférences de mème numéro, 
relatives au second pas, au troisième, etc. Donc, le point E, inter- 
section de S.VII et de l'arc 7.E, décrit avec S.7, appartient au 


. développement de la première spire; l'intersection H de S.VII et 


de l'arc 7.H, décrit avec SE'.7, est sur le développement de la 


‘seconde spire; et comme le numérotage suppose que les spires 


commencent et finissent sur la génératrice (SA’, SA',), selon 
laquelle le cône a été ouvert, E', intersection de SA’ et l'arc E'E",, 
décrit avec le pas SE”, est l'origine de la seconde spire; E',, A',, 
intersections de SA’, et des arcs E’E’,, A'A',, décrits avec SE’, 
aSE’, sont les points où finissent les deux premières spires. Enfin, 
c'est du centre S que part la courbe développée, puisque l'hélice 
part du sommet de la surface conique. | 

Ainsi, la première spire donne sur le développement, la courbe 
SEE’, et la seconde, la courbe E'HA',. Or, l'écartement de ces 
courbes, pris sur le rayon S.VII du secteur, 


EH — SH—SE = SE'.3—S.7 = 1#SE'— SE! = SF; 
l'écartentent _ 0 
el = SI—Se = SE'.6—8.6 = ESP —iSE' — SE; 
l'écartement 
E',A', = SA',—SE!, == SA’ SE = 2SE'—SE == SE, 
et il en est de même pour tous les autres. 


AprLicatton: Lorsque les ouvriers qui confectionnent des cônes 
avec des feuilles minces, veulent avoir une hélice ière sur une 
‚surface conique, ils doivent tracer, sur la feuille étendue , un secteur 
de cercle SA'F'A', (P. X, F. 29) , dont la base égale le périmètre 
de celle du cône et dont le rayon ait la longueur d'une génératrice 
droite ; diviser l'arc A'F'A', et le pas donné SE’ en un même nombre 
de parties égales ; tracer les rayons et les ares qui répondent aux 
points de division; marquer les intersections des rayons et des ares 
de même numéro; puis unir par des courbes SÉE’,, E'HA', le 
sommet et tous les points ainsi déterminés. 

Quand le secteur sera ployé de façon à former un cône, le rayon 
SA’, s’appliquera le long du rayon SA’; le point terminal E’, de 
la première spire viendra se confondre avec l’origine E' de la seconde, 
puisque SE’, = SE'; le point terminal A’, de la seconde tombera 
sur l'origine A’ de la troisième; les deux eourbes SE'E',, E'HA', 
en formeront une seule qui s’étendra du sommet S au point A’, en 


‘ faisant deux fois le tour du cône, et cette courhe unique sera bien 


une hélice conique régulière, car, pour ses points E’, par 
exemple, SE = $SE', SE’, = SE’, l'arc 7.E == $ x 360°, l'are 
E'E', = ? x 360°, de sorte que 

yE.3E ;: EP, ; SE, 
c'est-h-dire corhine la base dé l'hélice est uu pas (539). 
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549. L'hélice conique régulière est encore moins rectifiable que 
bhélice cylindrique (533). 
Pour obtenir une ligne droite égale à une spire de l’hélice conique, 
il faut la développer et rectifiér la courbe qui en résulte. Or, le 
développement exige le changement de là circonférence, base du 
cône, en un arc de cerele. Il y a donc deux sources d’erreur, et 
l'approximation, toutes choses égales d’ailleurs, ne peut être aussi 
grande que pour l'hélice cylindrique, dont la rectification néeessite 
seulement celle d'une circonférence. 


543. La surface courbe et le volume Pun canal conique et tors (539, 
appl. II) valent la surface et le volume d'un cône ou d’un tronc de 
cône qui a pour bases les cercles extrémes, et pour axe une droite 
égale à l'hélice des centres. 

Il est clair, en effet, que le canal tors, étant redressé, deviendrait 
un cône ou un tronc de cône, selon qu'il se terminerait par un cercle 
et un point ou par deux cercles. 

La génératrice droite à employer comme facteur de la demi-somme 
des circonférences extrêmes, dans le mesurage de la surface, est 
lhypothénuse d'un triangle rectangle formé avec la difference des 
rayons de ces circonférences et l'hélice des centres rectifiee. 


544. La surface gauche d'une rampe héliçoïde conique (539, 
appl. ILI) égale, approximativement, la moitié du produit fait avec 
la moyenne des deux génératrices droites extrémes et la somine des 
deux limites latérales, qui sont l’ace et une hélice conique régulière 
ou deux hélices. 

Partageons la surface en quadrilatères dont deux des côtés soient 
les éléments e, e' des limites latérales, les deux autres étant des 
posiffons de la génératrice droite infiniment rapprochees, et soient 
g', g", g'", etc., les différentes longueurs de cette génératrice, 
terminée aux points milieux des éléments e, e. 

D'après les considérations du n° 534, 


le premier quadrilatère vaut à fort peu près y , 
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Mais, puisque la longueur de la génératrice droite varie unifor- 
mément, 


CH UPS TEE TT 


g représentant la moyennè de toutes les longueurs, ou, ce qui est 
la mème chose, la moyenne des deux extrêmes. Par conséquent, 


s-ttiya (nere) g 
‘ 2 2 


Or, ne, ne’ sont évidemment les longueurs des deux limites latérales. 





ADDITIONS. 


Pacs 156. 


243'. Les quarrés numériques de deux cordes parallèles à l'axe 
déclinant d'une hyperbôle, ont même rapport que les produits des 
| deux parties formées par chacune sur l'axe transverse. 

Ainsi (P. VI, F. 18), HI : KL :: 0B x OA : PA x PB. 

(Voyez la démonstration au n° 293.) 


243". Si Pon prend les asymptotes d’une hyperbole pour ames 
des coordonnées (6), lordonnée d’un point quelconque de la courbe 
égale la somme des quarrés numériques des deua demi-azes, divisée 
par le quadruple de Vabscisse correspondante. 

Par exemple (P. IX, F. 12), SE 





et lorsque l’hyperbole est équilatère (240),, 
. > 


» 
GH = ——ı 


28H 
Donc, dans PAyperbole équilatère, rapportée à ses asymptotes, 
Pordonnde d'un point quelconque égale la troisième proportionnelle 
du double de Pabscisse et du demi-ame transverse. 


(Voyez la démonstration au n° 422.) 


Pacs 161, raoaLkus (d). 


Solution 3: Construisez, sur le demi-axe transverse AS, un 
triangle rectangle dont l’hypothénuse soit l’abscisse KS du point 
donné E; puis, cherchez une quatrième proportionnelle au troisième 
eòt6 de ce triangle, au demi-axe transverse et è l'ordonnée EK. 
Vous obtiendrez le demi-axe déclinant CS, et vous acheverez comme 
dans la première solution. 

Démonstration : Le troisième côté du triangle rectangle vaut 


vo’ 15") 


420 ADDITIONS. 
La construction donne la proportion 
VIES’— AB’) : AS :: ER: €s, 


et cette autre 
KS’— 15° AS ER : CS, 
ou ° | 
Ki: 
Or; celle-ci est conforme au principe 243. Par conséquent , la qua- 
trième proportionnelle CS est bien le demi-axe déclinant. 


— 
e 


Pace 184, APPLICATION II. 


D serait mieux encore que FE, le dernier des rayons lumineux 
reçus par le réflecteur, püt être réfléchi selon EH’. Or, on obtien- 
drait cet effet, en prenant G’ pour second foyer de l'hyperbole, et 
appliquant le problème (c) du n° 248. 


# — 


Pace 270. 


‚ Lo n° 390 doit être terminé comme il suit. 


Considérons le point E', relatif à l'incidence F'. L’excès de l'angle 
droit CFH sur AFH est AFC; l'excès d’un angle droit sur EFH 
est l'opposé au sommet de CFG. Par conséquent, la tangente FH 
du cercle C forme la bissectrice de l'angle AFE; il en est de même 
de la tangente F’H’ pour l'angle AF'E', et comme AF, AF’ égalent 
respectivement EF, E’F’, le triangle AFL = EFL, le triangle 
AFL = E'F'L, LE — LA — LE, les trois points E, E’, A sont, 
sur une circonférence décrite de L, et la droite LP, tirée de ce 
centre au milieu de la corde EE’, la coupe d’&querre. 

Or, si E' se trouvait sur EK, une parallèle AQ à cette droite, 
et le prolongement F'R de AF’ formeraient deux triangles égaux 
AF'Q, E'F'R, ce qui donnerait AF — E'F' — F'Q. Ainsi, AFQ 
. serait symétrique, et CF’, bissectrice de l’angle F’, aboutirait d’&querre 

“au milieu de EE’. Mais, pour quelle ne concourût pas avec la 
perpendiculaire LP, abaissee de L, le point R devrait se trouver 
entre E, E”, à une distance du premier de ces points qui füt double 
de l'écartement des deux perpendiculaires, et eette dernière circons- 
tance est impossible, parce que AR, coupant CF’, ou concourant 
toujours avec la parallèle FE, couperait EE’ bien plus près de E 
que F' ne l’est de FE, es qu'en outre la distance de F! à FE est 
évidemment inférieure au double de celle F'L du même point à la 
parallèle LP, puisque F’L = LF, oblique sur FE. : 











Pago |Lig AU LIEU DE LISEZ : 
4| Aifigure 20 figure 22 
4110|0K K 
7| 3|(P. I, F. 44) .I,F. 19 
41138 PL 1, F. 47) (P. I, F. 49) 
45127 seront cordes seront sécantes 
431 7| Observation : Le compas d’ellipselLe compas d’ellipse 
40! Sjet K sur MN et K' sur MN 
441 6ld'un diamètre égal au plus petit [d’un rayon égal è OK 
Bo|27|droite donnée RS droite donnée ST 


641471let tendra aussi 
76|\44|FE, HF se coupent 
90! 2 LK © . HE :: HK DK, 
92/33lest une ellipse. 


et l'angle B tendra aussi 
FE, HE se coupent 
LK ° HK; HK © DK, 
est une ellipse, lorsque le premier 
plan coupe toutes les droites 
projetantes. 
4064| 7let de O' en D; et de O' en D’: 
Yiles droites d'équerre AB, CD 
44[L'intersection O 
43ldouble de 10 cn, li Bw 
406] 2]deux points symétriques eux points symétriques H, H', 
6IGE, HE 7 1 HE, HE ET 
Reste donc à faire voir qu'alors 
les deux courbes 


reg la seconde 
normale de l'ellipse 


G 
442|32|Reste donc à faire voir que, pla- 
cées comme elles le sont dans 
ch figure, les deux eourbes 


439|24|da plan vertical HI 
4142/46|sur ab, 

4135 44|GP x GO 
456132|Le paramètre EF 
461119! Appliquez le problème 


165! Sile paragraphe precédent, le paragraphe précédent, 
24 considérées de leurs concours aulconsiderdes de Leur concours aux 
contact. contacts. 
466136 |devrait croiser l'asymptote ST’, {devrait croiser l'asymptote SY, 
467! 6|opposé a HI opposé à HI 
477(25|les angle HEK, les angles HEK, 
484 144let de Fare transverse ; : et de l'axe della 
Ks’ 
1971404 (n— N’ +0). 


422 ERRATA, — 


498/23lainsi qu'il le fait ainsi qu'il fait 
202j21let l'on aurait GO = FH, et l'on aurait GO = CH, 
214|19|une perpendicicalairs à DV, fune perpendiculaire à DF, 
239117|par le milieu N de HI. par le milieu M' de HI. 
374|37]le sinus de l'angle EHF le sinus de l'angle j EHF 
38]le sinus de l'angle AHF = CFA.Ile sinus de l'angle + ARF — CFA. 
283/24|se confundent avez le point se confondent avec le point 
23jle croisement O. le croisement © ; car lesarcs OR', 


OE" ont évidemment, au point 
O, une tangente commune. 


813|32[relativo à l'origine B, relative au point G, 

817123I(P. XI, F.4 (P. IX, F. 13) 

948! 4lau talon et au tenon. _ au talon, au tenan et au très-petit 
arrondissement du bout C. 
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